
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 451, 2016 Ç.í. î. äÅÍÞÅÎËÏ, î. ÷. æÉÌÉÍÏÎÅÎËÏ×Áòåçõìñòéúáãéñ îåëïòòåë�îïê úáäáþéëïûé äìñ ÷ïìîï÷ïçï õòá÷îåîéñ(þéóìåîîùê üëóðåòéíåî�)
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×Ï-ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ u(x; y; t), x; t∈R,y > 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÏÌÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ É ËÒÁÅ×ÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ äÉ-ÒÉÈÌÅ: �2u�t2 − �2u�x2 − �2u�y2 = 0; u|y=0 = 0: (1)�ÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ u �Ï ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÏÊ �u=�y ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù {y = 0}. íÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏ-ÇÏ × [5℄, × ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ \Á��ÁÒÁÔÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ" ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÎÙ × �. 2).éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÅÊ ÚÁÄÁÞ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,�ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔ (× ËÎÉÇÁÈ [8, 9, 11℄ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÓÎÏ×-ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ). ðÅÒ×ÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÂÙÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÌØÍÇÒÅÎÁÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ëÕÒÁÎÔÁ (ÓÍ. [10℄) Ï ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ ÕÌØÔÒÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3, 15℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÌÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÙÅ ëÏÛÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�Å. ÷ [3℄ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀ-ÝÁÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 6, 7, 12, 13℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ×ÏÌÎ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. óÒÅÄÉëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ, ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕ-ÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 15-31-20600-ÍÏÌ-Á-×ÅÄ É òææé 14-01-00535-Á. 43



44 í. î. äåíþåîëï, î. ÷. æéìéíïîåîëï÷áÒÁÂÏÔ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÅÎÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ×ÏÌÎÏ-×ÏÇÏ �ÏÌÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ, Õ�ÏÍÑÎÅÍ [4, 14℄, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ-ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ÕÓÅÞÅÎÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u(x0; y0; t0), y0 > 0, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ �u=�y ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅU;"={(x; 0; t) | |x−x0|6D(√y20−(t−t0)2)+"; |t−t0| 6y0} :úÄÅÓØ D(z) = z ·√ + 2z ; z > 0;; " { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï U;" ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔËÏÏÒÄÉÎÁÔ x0; y0; t0, Á ÔÁËÖÅ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× , ". üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ u(x0; y0; t0) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÄÁÎÎÙÅ ëÏÛÉÎÁ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÇÒÁÎÉ�Ù. ðÏÄÏÂÎÁÑ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÚÁÄÁÞÅ ÁÎÁÌÉÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÄÌÑ u ∈ C∞) ÓÌÅÄÕÅÔ (�ÏÍÉÍÏ ÒÁÂÏÔÙ [5℄) ÉÚÕÖÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÌØÍÇÒÅÎÁ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ëÕÒÁÎÔÁ. ïÔÍÅ-ÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ U;" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
{(x; 0; t) | |x− x0| 6 D(y0) + "; |t− t0| 6 y0} ; (2)ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ �Ï ÏÓÉ x Ó �ÏÍÏÝØÀ×ÙÂÏÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ .ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × [5℄, ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍu(x0; y0; t0) = limh→0+ ∫U;" dx dtKh(x− x0; t− t0) �u�y (x; 0; t); (3)× ËÏÔÏÒÏÍ ÑÄÒÏ Kh Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍKh(x; t)= 12�3=2Re 1
√h(+ix) �=2

∫0 ds exp(− 14h(+ix) (x+i√y20−t2 sins)2)


(×ÅÔ×Ø ËÏÒÎÑ √+ ix ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ Re√+ ix > 0).÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3) �ÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÏÔ ". âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ U;" �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ " > 0. üÔÏ ×ÅÒÎÏ



òåçõìñòéúáãéñ îåëïòòåë�îïê úáäáþé ëïûé 45× ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ Kh(x − x0; t− t0) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ h → 0,ÅÓÌÉ (x; t) =∈ U;0 (ÓÍ. [5℄).
§2. á��ÁÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3) ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ u0 × ÔÏÞËÅ (x0; y0) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏ-ËÒÁÅ×ÏÊÚÁÄÁÞÅ �2u�t2 − �2u�x2 − �2u�y2 = 0; u|y=0 = 0;u|t=t0 = u0; �u�t ∣∣∣∣t=t0 = 0: (4)úÄÅÓØ, ËÁË É × (1), x; t ∈ R, y > 0. äÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÚÎÁÞÅÎÉÑ u0(x0; y0) = u(x0; y0; t0) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ h > 0. ÷×ÉÄÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ËÏÎ�Å �. 1ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËU = {(x; 0; t) | |x− x0| 6 b; |t− t0| 6 y0}; b > D(y0); (5)(ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÉÄ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ (2)) ÉÌÉ ÎÁ �ÏÌÏÓÕU∞ := U;∞ = {(x; 0; t) |x ∈ R; |t− t0| 6 y0};ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÁÔ U;" ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ". òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÌÕÞÁÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï U∞ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÏÎÅÞÅÎ, ÅÓÌÉ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÆÉÎÉÔÎÙ). ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ x0 = t0 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÙÈ ëÏÛÉ �u=�y ÎÁÇÒÁÎÉ�Å Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ u0, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÜÔÉÈÄÁÎÎÙÈ ëÏÛÉ, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÊ u0(x0; y0), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÏÍ ÏÔ u0:

∫U∞ dx dtKh(x; t) �u�y (x; 0; t) = ∫
R

dx y0
∫0 dy ah(x; y)u0(x; y); (6)ah(x; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ \Á��Á-ÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ". æÕÎË�ÉÑ ah ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × �ÏÌÏÓÅ x ∈ R, 0 6 y 6y0. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÅ ëÏÛÉ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ× (6)) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ u0 ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÊ �ÏÌÏÓÅ. ÷ ÞÉÓÌÅÎÎÏÍ ÜËÓ-�ÅÒÉÍÅÎÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ u0(x0; y0) ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3), ×ÚÑÔÙÊ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U ×ÉÄÁ (5). äÌÑ ÎÅÇÏ ÔÁËÖÅÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Á��ÁÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ



46 í. î. äåíþåîëï, î. ÷. æéìéíïîåîëï÷áah. ïÄÎÁËÏ, ah × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÊ Á��ÁÒÁÔ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓÕÄÉÔØ Ï ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.éÚ ×ÙËÌÁÄÏË ÒÁÂÏÔÙ [5℄ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÄÌÑ ah:ah(x; y)= 2� 1=(4h)
∫0 dκ

os(κ x)√1−4hκ

∞
∫0 dl sin(ly) l [G(k1; !) e−hk21+G(k2; !) e−hk22]+ 2� ∞

∫0 dκ
os(κ x)√1 + 4hκ

∞
∫0 dl sin(ly) l [(F (k3; !)−G(k3; !)) e−hk23+ G(k4; !) e−hk24] : (7)úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ! = √

κ2 + l2,k1 = 1−√1− 4hκ2h ; k2 = 1+√1− 4hκ2h ;k3 = −1 +√1 + 4hκ2h ; k4 = 1 +√1 + 4hκ2h ;F (k; !) = sin (y0√!2 − k2)�√!2 − k2 ;G(k; !) = 12�2 y0
∫

−y0 dt ei!t �=2
∫0 ds e−k√y20−t2 sins:ïÂÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï l × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (7) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ-ÝÉÍÉÓÑ. ðÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï l ÒÁ×ÎÏ12� sin(ly) sin(ly0)(e−hk21 + e−hk22 ) +O(l−1=2); l → ∞:ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× �Ï l ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ14(e−hk21 + e−hk22 ) Æ(y − y0):éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÏÓÔÁÔËÁ ÄÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ y = y0, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ËÁË C(y0 − y)−1=2. �Ï ÖÅ ×ÅÒ-ÎÏ É ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï l × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (7). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,



òåçõìñòéúáãéñ îåëïòòåë�îïê úáäáþé ëïûé 47Á��ÁÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ É ÅÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ ah(x; y) = a0h(x) Æ(y − y0) + a1h(x; y);ÇÄÅ a0h(x) = 12� 1=(4h)
∫0 dκ

os(κ x)√1− 4hκ
(e−hk21 + e−hk22)+ 12� ∞

∫0 dκ
os(κ x)√1 + 4hκ

(e−hk23 + e−hk24);Á ÆÕÎË�ÉÑ a1h(x; y) ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÒÑÍÏÊ y = y0�ÏÒÑÄËÁ (y0−y)−1=2. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ a0h ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ, Ó×ÑÚÁ× a0h Ó Kh:a0h(x) = 2Kh(x; y0): (8)ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Kh ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏa0h(x) = Re[ 12√�h(+ ix) exp(− x24h(+ ix))] :óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8) ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ a0h É Kh, ÏÄÎÁËÏ, ÍÙ�ÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÙÊ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÓÔÒÏÇÉÊ) ×Ù×ÏÄ. ðÕÓÔØÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄu0(x; y) = f(x)�(y − �);ÇÄÅ 0 < � < y0, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÒÙ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ y = � (� { ÆÕÎË�ÉÑèÅ×ÉÓÁÊÄÁ). óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ f ≡ 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏ-ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(x; y; t)= 12 (�(y−�+t)+�(y−�−t)−�(−y−�+ t)−�(−y−�−t)) :÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) Ó �ÏÍÏÝØÀÌÕÞÅ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ [1℄ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅu(x; y; t) = f(x)2 (�(y − � + t) + �(y − � − t)−�(−y − � + t)
−�(−y − � − t)) + g(x; y; t);



48 í. î. äåíþåîëï, î. ÷. æéìéíïîåîëï÷áÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ g(x; y; t) ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÍÉ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÙ×ÎÙ �-ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ëÏÛÉ ÉÍÅÅÍ�u�y (x; 0; t) = f(x) (Æ(−� + t) + Æ(−� − t)) + �g�y (x; 0; t);�ÒÉÞÅÍ (�u=�y)(x; 0; t) = 0 �ÒÉ |t| < �. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ � Ë y0,ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ
∞
∫

−∞

dx (Kh(x; y0) +Kh(x;−y0))f(x) = 2 ∞
∫

−∞

dxKh(x; y0)f(x)(× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ Kh�Ï t). ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (6) É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ (8).
§3. þÉÓÌÅÎÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ×ÙÛÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØ-ÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ u0 × (4). ÷ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ ÂÙÌÉ ×ÙÂÒÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× y0 = 1,  = 0:5, h = 0:02. ëÁË É ÒÁÎÅÅ, ÍÙ �Ï-ÌÁÇÁÅÍ x0 = t0 = 0. çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ a0h(x) É a1h(x; y), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ y0,  É h, �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1, 2. îÁ ÒÉÓ. 2ÎÅ �ÏËÁÚÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ a1h ÄÌÑ y ÂÌÉÚËÉÈ Ë 1, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÊÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ.÷ ÞÉÓÌÅÎÎÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ ÂÙÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ u0(x; y) = p(x− x) q(y − y);ÇÄÅ p É q { Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ Ó�ÌÁÊÎÙ (ÒÉÓ. 3). éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÍÅÝÅÎÉÊ (x; y); �ÒÉ x = 0, y = 1 ÆÕÎË�ÉÑ u0 ÒÁ×ÎÁ 1 ×�ÅÌÅ×ÏÊ ÔÏÞËÅ (x0; y0) = (0; 1). äÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁÒÅÛÁÌÁÓØ ÎÁÞÁÌØÎÏ-ËÒÁÅ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (4) É ×ÙÞÉÓÌÑÌÉÓØ ÄÁÎÎÙÅ ëÏÛÉ�u�y ∣∣y=0. úÁÔÅÍ u0(0; 1) ÎÁÈÏÄÉÌÏÓØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ËÁË �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ KhË v: u0(0; 1) ≈ ∫U dx dtKh(x; t) �u�y (x; 0; t); h = 0:02; (9)
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òÉÓ. 1

òÉÓ. 2ÇÄÅ U Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × (5), b = 0:6 (ÕÓÌÏ×ÉÅ b > D(y0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÁË ËÁË�ÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ D(y0) = 1=√5 ≈ 0:45).îÁ ÒÉÓ. 4 �ÏËÁÚÁÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (9) ÏÔ ÓÍÅÝÅÎÉÑ x�ÒÉ y = 1. îÁ ÒÉÓ. 5 �ÏËÁÚÁÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (9) ÏÔ ÓÍÅÝÅ-ÎÉÑ y �ÒÉ x = 0, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Á��ÁÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉË (ÓÍÅÝÅÎÎÙÍ) ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÄÁÎÎÙÍ. ðÏÌÏÇÉÊ ×ÉÄ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 4ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ×ÙÔÑÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÏÓÉÔÅÌÑ u0 �Ï ÏÓÉ x É ÎÉÚËÏÊ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÀÝÅÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �Ï x �ÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ h, ËÏÔÏÒÕÀ
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òÉÓ. 3ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÕÖÅ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ Á��ÁÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ÙÂÏÒ Ó�ÌÁÊ-ÎÁ p, ÓÔÏÌØ ×ÙÔÑÎÕÔÏÇÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÏ Ó�ÌÁÊÎÏÍ q, ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ËÁËÒÁÚ ÎÉÚËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ �Ï x { �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÂÏÌÅÅ ÌÏ-ËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó�ÌÁÊÎÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ u0(0; 1)�ÒÉ x = 0, y = 1 ÏÔÌÉÞÁÌÏÓØ ÂÙ ÏÔ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÅÄÉÎÉ�Ù)ÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÅÍ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ 4.÷ÙÂÏÒ ÍÅÎØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ h ÄÁÅÔ Â�ÏÌØÛÕÀ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÕÀÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Õ×ÅÌÉÞÅ-ÎÉÀ ÑÄÒÁ Kh, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ \ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ" ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÁ Ë �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍ × ÄÁÎÎÙÈ. ðÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ |Kh| ×ÅÓØÍÁ ×ÅÌÉËÏ (�ÏÒÑÄËÁ 1010). ïÄÎÁËÏ,
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òÉÓ. 4. �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u0(0; 1), ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x (y = 1) Ó �ÏÍÏÝØÀ (9).

òÉÓ. 5. �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u0(0; 1), ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ y (x = 0) Ó �ÏÍÏÝØÀ (9) (⋄) É Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ Á��ÁÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (+).�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ u0 ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Kh ÎÅ ÄÁ-ÀÔ ×ËÌÁÄ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (9). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ u0



52 í. î. äåíþåîëï, î. ÷. æéìéíïîåîëï÷áÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × �ÏÌÏÓÅ {0 6 y 6 L} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 0 < L < 1, ÔÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ëÏÛÉ �u=�y ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ �ÒÉ |t| 6 L.üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÑÄÒÁ Kh × (9) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ |t| > L. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ L = 0:85 ÑÄÒÏ KhÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏÍ 350, Á �ÒÉ L = 0:8 { ÞÉÓÌÏÍ 2300. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÉÓËÏÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ u0. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. í. âÁÂÉÞ, ÷. ó. âÕÌÄÙÒÅ×, é. á. íÏÌÏÔËÏ×, ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÊÌÕÞÅ×ÏÊ ÍÅÔÏÄ: ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ×ÏÌÎÙ, ìÅÎÉÎÇÒÁÄ, éÚÄ-×Ï ìçõ, 1985.2. C. Bardos, G. Lebeau, J. Rauh, Sharp suÆient onditions for the observation,ontrol, and stabilization of waves from the boundary. | SIAM J. Contr. Opt. 30(1992), 1024{1065.3. A. S. Blagoveshhensky, F. N. Podymaka, On a Cauhy problem for the waveequation with data on a time-like hyperplane, Proeedings of the InternationalConferene DAYS on DIFFRACTION 2016, 31{34.4. T. A. Voronina, V. A. Theverda, V. V. Voronin, Some properties of the inverseoperator for a tsunami soure reovery. | Siberian Eletroni Mathematial Re-ports 11 (2014), 532{547.5. M. N. Demhenko, Regularization of an Ill-posed Cauhy Problem for the WaveEquation (Fourier Method), www.arxiv.org/abs/1609.05049, 2016.6. David Finh, Sarah K. Path, and Rakesh, Determining a Funtion from Its MeanValues Over a Family of Spheres. | SIAM J. Math. Anal. 35, no. 5 (2004), 1213{1240.7. Markus Haltmeier, Universal Inversion Formulas for Reovering a Funtion fromSpherial Means, www.arxiv.org/abs/1206.3424v5, 2014.8. V. Isakov, Inverse Problems for Partial Di�erential Equations. Appl. Math. Si-enes, vol. 127, Springer, 2006.9. ó. é. ëÁÂÁÎÉÈÉÎ, ïÂÒÁÔÎÙÅ É ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: óÉÂÉÒ-ÓËÏÅ ÎÁÕÞÎÏÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï, 2009.10. ò. ëÕÒÁÎÔ, ä. çÉÌØÂÅÒÔ, íÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ÔÏÍ II: õÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. éÚÄ. íÉÒ, íÏÓË×Á, 1964.11. í. í. ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×, ÷. ç. òÏÍÁÎÏ×, ó. ð. ûÉÛÁÔÓËÉÊ, îÅËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ. îÁÕËÁ, í., 1980.12. á. ó. íÉÈÁÊÌÏ×, ÷. ó. íÉÈÁÊÌÏ×, õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ çÒÁÎÉÞÎÏÇÏ õ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ.ðïíé, 409 (2012), 121{129.13. F. Natterer, Photo-aousti inversion in onvex domains. | Inverse Probl. Imag-ing, 6, no. 2 (2012), 1{6.14. í. á. ûÉÛÌÅÎÉÎ, íÁÔÒÉÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ËÏ-ÌÅÂÁÎÉÊ. | óÉÂÉÒÓËÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÉÑ, 11 (2014), 161{171.
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