
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 451, 2016 Ç.í. é. âÅÌÉÛÅ×ïâ áìçåâòáè �òåèíåòîùè ë÷á�åòîéïîîùèçáòíïîéþåóëéè ðïìåêðÁÍÑÔÉ çÅÎÎÁÄÉÑ íÁÒËÏ×ÉÞÁ èÅÎËÉÎÁ
§0. ÷×ÅÄÅÎÉÅíÏÔÉ×Á�ÉÑ. ðÕÓÔØ (
; g) ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÏÅ1 ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ �, �g { Ï�ÅÒÁÔÏÒ âÅÌØÔÒÁÍÉ-ìÁ�ÌÁÓÁ, u = uf (x) {ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �gu = 0 × 
u = f ÎÁ �;� : f 7→ ��uf |� { Ï�ÅÒÁÔÏÒ \äÉÒÉÈÌÅ{îÅÊÍÁÎ", � { ×ÎÅÛÎÑÑ ÎÏÒÍÁÌØË �. úÁÄÁÞÁ ÉÍ�ÅÄÁÎÓÎÏÊ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ (úé�) ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ(
; g) �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ �.÷ ÓÌÕÞÁÅ dim
 = 2 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë úé� �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ×[1℄. åÇÏ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÁÁÌÇÅÂÒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ

A(
) := {w = '+  i | ';  ∈ C(
); d = ? d' × 
 \ �} : (0.1)çÅÌØÆÁÎÄÏ× Ó�ÅËÔÒ Â(
)=: 
C (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×A(
) → C)ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ: 
C ∼= 
. áÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÎÉÞ-ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ A(�) = {w|� | w ∈ A(
)} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
A(
). ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÙ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ:
Â(�) ∼= 
C. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, A(�) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �. üÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ 
 �Ï ÓÈÅÍÅ � ⇒ A(�) ⇒ Â(�) ∼= 
C ∼= 
(�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [1, 3℄).ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ �ÏÌÑ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÂÁ-ÎÁÈÏ×Ù ÁÌÇÅÂÒÙ, ÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.ðÏÄÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 14-01-00535á É VolksWagen Foundation.1×ÓÀÄÕ × ÒÁÂÏÔÅ \ÇÌÁÄËÉÊ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ C∞-ÇÌÁÄËÉÊ14



ïâ áìçåâòáè ... 15äÌÑ dim
 > 3 ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �Ï úé� [5, 8, 9℄ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÍÅÔÒÉË g. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅ-ÍÑ, �Ï�ÙÔËÁ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ. áÄÅË×ÁÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A(
) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀëÏÛÉ-òÉÍÁÎÁ d = ? d' [2, 4℄. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÏÂÌÁ-ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ�ÒÅÄÍÅÔ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ. ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÍ ÎÁÄÅÖÄÕÎÁ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × úé�.óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ dim
 = 3. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ�ÏÌÅ × 
 ÜÔÏ �ÁÒÁ p = {�; u}, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉ� ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ (ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T
) u. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C(
) =
{p | � ∈ C(
); u ∈ ~C(
)} Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ ÅÓÔØ ÎÅËÏÍÍÕÁÔÉ×ÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÁÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ pq = {�� − u · v; �v + �u + u ∧ v},ÇÄÅ q = {�; v}, · É ∧ ÓÕÔØ �ÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ É ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ × ËÁÓÁÔÅÌØÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ T
m. üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ (�ÏÄ)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÅÊ Q(
) = {p ∈ C(
) | ∇� =rotu}, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�ÏÄ)ÁÌÇÅÂÒÏÊ: × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ p; q ∈ Q(
)ÎÅ ×ÌÅÞÅÔ pq ∈ Q(
).�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁÍÅÔÒÉËÕ g, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q(
) ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ Ae(
), Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÌÑÍÉ e É ÓÈÏÖÉÅ Ó Õ�ÏÍ-ÎÁ×ÛÉÍÉÓÑ ×ÙÛÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ A(
). üÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ 
H, ËÏÔÏÒÙÊ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÄÉÄÁÔÏÍ ÎÁÒÏÌØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ çÅÌØÆÁÎÄÏ×Á Ó�ÅËÔÒÁ 
C.ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÌÕÞÁÊ 
 ∈ R3 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÔÅÌØÎÙÍ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q(
) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï _Q(
), Ñ×ÌÑ-ÀÝÅÅÓÑ AH-ÍÏÄÕÌÅÍ [7℄, �ÒÉÞÅÍ Ó�ÅËÔÒ 
H ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÉÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ 
.÷ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ 
H ∼= 
 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁ �ÒÉÌÏ-ÖÅÎÉÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ úé�. íÙ ÉÍÅÅÍ ××ÉÄÕÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ 
 �Ï ÓÈÅÍÅ: � ⇒ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏ�ÉÑ ~Q(
) �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q(
) ⇒ ÅÅ Ó�ÅËÔÒ ~
H ∼= 
H ∼= 
.âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. òÁÂÏÔÅ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅÊ �ÏÍÏÇÌÉ ËÏÎÓÕÌØÔÁ�ÉÉ ÍÏ-ÉÈ ËÏÌÌÅÇ. ç. í. èÅÎËÉÎ �ÏÚÎÁËÏÍÉÌ ÍÅÎÑ ÓÏ ÓÔÁÔØÅÊ ä. äÖÏÊÓÁ [7℄.ðÏÎÑÔØ ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ Ñ ÓÍÏÇ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ �ÏÑÓÎÅÎÉÑÍ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍ



16 í. é. âåìéûå÷à. á. ëÏÒÄÀËÏ×Á. õ ì. î. ðÅÓÔÏ×Á É ó. ÷. é×ÁÎÏ×Á Ñ ËÏÎÓÕÌØÔÉÒÏ-×ÁÌÓÑ �Ï ×Ï�ÒÏÓÁÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ÓÅÍ ÉÍ Ñ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÚÁ ÄÏÂÒÕÀ �ÏÍÏÝØ. ðÒÉÎÏÛÕ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ í. óÁÌÏ ÚÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ É ÓÓÙÌËÉ �Ï ÒÁÂÏÔÁÍ [5, 8℄.
§1. çÁÒÍÒÎÉÞÅÓËÉÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ �ÏÌÑë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. • þÅÒÅÚ H = {q = a+P i+Qj+Rk | a; P;Q;R ∈ R} ÍÙÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, ÓÎÁÂÖÅÎÎÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ i2 = j2 =k2 = −1; ij = k; jk = i; ki = j (ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ [6℄). �ÁËÖÅ ××ÏÄÑÔ-ÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ q 7→ �q = a − P i − Qj − Rk É ÍÏÄÕÌØ |q| = (q�q) 12 =

(a2 + P 2 +Q2 +R2) 12 . íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Re q = a; Im q = P i+Qj+Rk ÉÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á I = {q ∈ H | Re q = 0} ÍÎÉÍÙÍÉË×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ.
• ðÕÓÔØ E ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, · É ∧ { ÓËÁÌÑÒÎÏÅ É ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × E. ï �ÁÒÅq = {�; u} Ó � ∈ R É u ∈ E ÇÏ×ÏÒÑÔ ËÁË Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÅ.íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Re q = �; Im q = u.þÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C ÔÁËÉÈ �ÁÒ Ó �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔ-ÎÙÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍqp := {�� − u · v; �v + �u+ u ∧ v} (1.1)(ÚÄÅÓØ p = {�; v}), ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ q 7→ �q = {�;−u} É ÍÏÄÕÌÅÍ |q| =(q�q) 12 = (�2 + |u|2E)

12 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
I = {q ∈ H | Re q = 0} ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÉÍÙÍÉ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ) Ë×Á-ÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ.÷ÙÂÉÒÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; e3 ∈ E É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ u =Ae1 +Be2 + Ce3, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕÁÌÇÅÂÒÁÍÉ C É H, �ÏÌÁÇÁÑ {�;Ae1 + Be2 + Ce3} ↔ � + Ai + Bj + Ck,�ÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ I ÎÁ I. ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÙÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ C Ó H.
• ëÁË É H, ÁÌÇÅÂÒÁ C ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ×ÉÄÁ

Ae = {p = {';  e} | ';  ∈ R; e ∈ E; |e| = 1} ;
A0 = {q = {�; 0} | � ∈ R} ; (1.2)



ïâ áìçåâòáè ... 17ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ C (ÓÏÇÌÁÓÎÏ C ∋ p ↔ ' +  i ∈ C)É R ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÌÀÂÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÁ × C ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (1.2). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ p; q ∈ C Épq = qp, ÔÏ Im p ∧ Im q (1:1)= 0, Ô.Å. Im p É Im q ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÚÁ×ÉÓÉÍÙ.÷ÅËÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. ðÕÓÔØ 
 ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÉÍÁ-ÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, dim
 = 3, g { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ, � { 3-ÆÏÒÍÁÒÉÍÁÎÏ×Á ÏÂßÅÍÁ, ? { Ï�ÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ, ∇u { ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÁÑ. îÁ ÔÁËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÍÍÁÎÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ É ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÑÈ (ÓÅÞÅÎÉÑÈËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T
). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÓÌÅÄÕÑ [11℄, ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
• äÌÑ �ÏÌÑ u Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ u℄ ÓÏÇÌÁÓÎÏ u℄(v) =g(u; v); ∀v. äÌÑ 1-ÆÏÒÍÙ f Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ f ℄ ÓÏÇÌÁÓÎÏg(f ℄; u) = f(u); ∀u.
• óËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ · : {�ÏÌÑ}× {�ÏÌÑ} → {ÆÕÎË�ÉÉ} Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÏ �ÏÔÏÞÅÞÎÏ: u · v = g(u; v). ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∧ : {�ÏÌÑ} ×
{�ÏÌÑ} → {�ÏÌÑ} Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏg(u ∧ v; w) = � (u; v; w); ∀w:
• çÒÁÄÉÅÎÔ ∇ : {ÆÕÎË�ÉÉ} → {�ÏÌÑ} É ÄÉ×ÅÒÇÅÎ�ÉÑ div : {�ÏÌÑ} →
{ÆÕÎË�ÉÉ} Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ∇� = (d�)℄ É div u = ?d?u℄ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÄÅ d { ×ÎÅÛÎÑÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.
• òÏÔÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ {�ÏÌÑ} × {�ÏÌÑ} ÓÏÇÌÁÓÎÏ rotu = (?d u℄)℄. îÁ�Ï-ÍÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á: div rot = 0 É rot∇ = 0. òÁ×ÅÎÓÔ×Á

∇� = rotu É d� = ? du℄ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ëÏÛÉ-òÉÍÁÎÁ × (0.1) ÏÎÉ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ CR-ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ.
• ìÁ�ÌÁÓÉÁÎ � : {ÆÕÎË�ÉÉ} → {ÆÕÎË�ÉÉ} ÅÓÔØ � = div∇.äÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �; � É �ÏÌÅÊ u; v ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ:
∇�� = �∇�+ �∇�; ∇u·v = ∇vu+∇uv + v ∧ rotu+ u ∧ rot v;rot�v=∇� ∧ v+� rot v; rot (u ∧ v)=∇vu−∇uv − (div u)v+(div v)u;div u ∧ v = v · rotu− u · rot v; div�v = ∇� · v + � div v (1.3)(ÓÍ. [6℄, ÒÁÚÄÅÌ 16.8 É [11℄, ÇÌÁ×Á 10).



18 í. é. âåìéûå÷÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Õ ÎÁÓ 
 ËÏÍ�ÁËÔÎÏ É ÉÍÅÅÔ ËÒÁÊ �. þÅÒÅÚ C(
) É ~C(
)ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÁÎÁÈÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ sup-ÎÏÒÍÁÍÉ.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ �ÏÌÑ.
• ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ �ÏÌÅ ÜÔÏ �ÁÒÁ q = {�; u}, × ËÏÔÏÒÏÊ � = Re q Éu = Im q ÓÕÔØ ÆÕÎË�ÉÑ É ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ × 
. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�ÁÒ C(
) = {q | � ∈ C(
); u ∈ ~C(
)} Ó �ÏÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (1.1) É ÎÏÒÍÏÊ

‖q‖ = supx∈
|q(x)| = supx∈
 (

|�(x)|2 + |u(x)|2T
x) 12Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ ‖qp‖ 6 ‖q‖‖p‖. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÉÍÙÈ �ÏÌÅÊ
I(
) = {q ∈ C(
) | Re q = 0}ÅÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÏ ÎÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × C(
).

• üÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Q(
) = {q ∈ C(
) | ∇� = rotu × 
 \ �}ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÌÑÍÉ. �ÁËÖÅ ÍÙ ××ÏÄÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï _Q(
) = {q ∈ C(
) | ∇� = rotu; div u = 0 × 
 \ �} ⊂ Q(
)É ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÉÓÔÙÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÌÑÍÉ.

§2. áËÓÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙîÉ Q(
), ÎÉ _Q(
) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (�ÏÄ)ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ × C(
), �ÏÓËÏÌØËÕÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (1.1), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ. �ÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ, ËÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
, ÜÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ.üÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.æÏÒÍÕÌÙ. ðÕÓÔØ p = {�; u}; q = {�; v} ÓÕÔØ ÇÌÁÄËÉÅ × 
 Ë×ÁÔÅÒÎÉ-ÏÎÎÙÅ �ÏÌÑ. ðÏÌÅ "(p) = ∇� − rotu ÎÁÚÏ×ÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÎÅ×ÑÚËÏÊ�ÏÌÑ p. ðÏ ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ "|Q(
) = 0. ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ



ïâ áìçåâòáè ... 19(1.3) ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:"(pq)= �"(p) + �"(q) + v ∧ "(p) + u ∧ "(q) + (div u)v − (div v)u− 2∇vu ;(2.1)div Im(pq) = div (�v + �u+ u ∧ v)= � div v + � div u+ u · "(q) + v · "(p) + 2v · rotu : (2.2)åÓÌÉ p; q ∈ Q(
), ÔÏ "(p) = "(q) = 0 É ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÌÅËÕÔ"(pq) = (div u)v − (div v)u− 2∇vu ; (2.3)(�v + �u+ u ∧ v) = � div v + � div u+ 2v · rotu : (2.4)äÌÑ p; q ∈ _Q(
) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ"(pq) = −2∇vu ; div (�v + �u+ u ∧ v) = 2v · rotu : (2.5)áÌÇÅÂÒÙ Ae(
). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A ⊂ Q(
) ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ É p =
{'; h} ∈ A; h 6= 0. �ÁËÏÅ �ÏÌÅ p ÄÏÌÖÎÏ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ.
• óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∇' = roth ×ÅÄÅÔ Ë div∇' = �' = 0, ÔÁË ÞÔÏ 'ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ × 
 \ � É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ' 6= 0 �ÏÞÔÉ ×ÅÚÄÅ.
• ðÏÓËÏÌØËÕ p2 ∈ A, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ "(p2) = 0, É (2.3) ÄÌÑ q = p ×ÌÅÞÅÔ
∇hh = 0. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ h =  e Ó ÇÌÁÄËÉÍ  É |e| = 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ0 = ∇hh =  [(∇e )e+  ∇ee℄ ;(∇e := e · ∇ ), �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ e · ∇ee = 0. üÔÏ ×ÅÄÅÔ Ë

∇e = 0 ; ∇ee = 0 (2.6)É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ h ÓÕÔØ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ É |h| =
| | = onst ×ÄÏÌØ ÜÔÉÈ ÌÉÎÉÊ.
• �ÁË ËÁË p2 = {'2 −  2; 2' e} ∈ Q(
), ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, �ÒÉ×ÅÄÛÉÅË �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ × (2.6), ×ÌÅËÕÔ ∇e[2' ℄ = 0, ÏÔËÕÄÁ ∇e' = 0.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

∇e = ∇e' = 0 : (2.7)
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• óËÁÌÑÒÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ p2 ∈ Q(
) ÏÂÑÚÁÎÁÂÙÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ0 = �('2 −  2) = 2 ['�'+ |∇'|2 −  � − |∇ |2]= 2 [

|∇'|2 −  � − |∇ |2] ; Ô.Å. |∇'|2 =  � + |∇ |2 :÷ ÓÉÌÕ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, Ó ÕÞÅÔÏÍ ' 6= 0, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ  6= 0�ÏÞÔÉ ×ÅÚÄÅ.
• éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÒÅÔØÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (2.1), ÍÙ ÉÍÅÅÍ

∇' = rot e = ∇ ∧ e+  rot e : (2.8)õÍÎÏÖÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ e, Ó ÕÞÅÔÏÍ e ⊥ [∇ ∧ e℄ É (2.7), �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ e ·rot e = 0, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏe = ∇� ÌÏËÁÌØÎÏ × 
 : (2.9)÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ, ÌÏËÁÌØÎÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ S = {x ∈ 
 | �(x) =}; −Æ <  < Æ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, �ÒÉÞÅÍ �(x) = ± dist (x; S0).
• ÷ ÓÉÌÕ (2.9), ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.8) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ ∇' = ∇ ∧∇� , ÞÔÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ∇ = ∇� ∧ ∇'. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ div , Ó ÕÞÅÔÏÍÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (1.3), �ÏÌÕÞÁÅÍ � = 0. éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ�' = � = 0 and ∇ = ∇� ∧∇' ÌÏËÁÌØÎÏ × 
 : (2.10)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ p ∈ A ⊂ Q(
) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅp = {';  ∇�} ÌÏËÁÌØÎÏ × 
 (2.11)Ó |∇� | = 1 É ';  ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ (2.10).ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙ-ÓÌÅ. åÓÌÉ Q(
) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÅ p = {'; h} ×ÉÄÁ (2.11), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ae(
) ⊂ Q(
), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×q = {�; �∇�} É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏpq = qp = {'�−  �; ('�+  �)∇�} :áÌÇÅÂÒÁ Ae(
) ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó Ae (1.2), ÞÔÏ É ÍÏÔÉ-×ÉÒÕÅÔ ÓÈÏÄÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÄÅÎÔÉÞÎÁÁÌÇÅÂÒÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ (0.1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ p ÉÍÅÅÔ×ÉÄ (2.11). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ w = '+ i; �ÕÓÔØw = w|S = '+ i ÓÕÔØ ÅÅ ÓÌÅÄÙ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÕÒÏ×ÎÑ � . �ÏÇÄÁ, ×ÓÉÌÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (2.10), ' É   ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ



ïâ áìçåâòáè ... 21�Ï ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÕ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ É × (0.1). ðÏÜÔÏÍÕ w �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ A(S), Á Ae(
) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ae(
) = ∪A(S).
• ðÒÉÍÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ p ∈ Ae(
) ∩ _Q(
), ÔÁË ÞÔÏ div Im p =div ∇�= 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ0 = div ∇� (1:3)= ∇ · ∇� +  �� (2:10)=  ��É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �� = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ p { ÞÉÓÔÏÅÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÅ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ.íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ Ae(
), Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ-×ÏÒÑÀÝÉÅ (2.10) É ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �Ï-ÌÑÍÉ e, ÁËÓÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ É ÁËÓÉÁÌØÎÙÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ (e ÅÓÔØ ÏÓØ (axis)).
• üÌÅÍÅÎÔÙ ÁËÓÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ �ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ �ÒÉÎ�É�Õ ÍÁËÓÉÍÕÍÁÍÏÄÕÌÑ: ÄÌÑ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× p = {'; h} ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅmax
 |p| = max� |p| : (2.12)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÓÉÌÕ p∈Ae(
) ÉÍÅÅÍ �'=0, rot roth=0 and ∇hh=0,ÞÔÏ ×ÌÅÞÅÔ�|p|2 = div∇('2 + h · h) (1:3)= 2 ['�'+ |∇'|2 + div (∇hh+ h ∧ roth)]=2 [

|∇'|2+div∇hh+ |roth|2−h ∧ rot roth]=2 [

|∇'|2 + |roth|2] > 0:úÎÁÞÉÔ, |p|2 ÅÓÔØ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É, ËÁË ÔÁËÏ×ÁÑ, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓ×ÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÉÄÌÑ |p|.äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: ÄÌÑ ËÁËÉÈ 
 ÁËÓÉÁÌØÎÙÅÁÌÇÅÂÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ? ðÏÌÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÎÉÖÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ.
• ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ Ae(
). îÁÛÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.÷ÏÚØÍÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ⊂ 
. ðÕÓÔØ �1; �2 ÓÕÔØ ÌÏËÁÌØ-ÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ S É � := ± dist ( · ; S). ÷ÂÌÉÚÉ S �ÏÌÕÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �1; �2; � ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ g ÉÍÅÅÔ×ÉÄ ds2 = d�2 + �(�)gik(�1; �2)�i�k (2.13)



22 í. é. âåìéûå÷Ó ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÎÆÏÒÍÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ �. ÷ÙÂÅÒÅÍ Ä×Å ÆÕÎ-Ë�ÉÉ '0;  0 ÎÁ S, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ CR-ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ d 0 = ?d'0 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ g|S). ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÈ × 
 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ'(�1; �2; �) = '0(�1; �2);  (�1; �2; �) =  0(�1; �2). ëÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, 'É  ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (2.10), Á �ÏÌÅ p = {';  ∇�} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-ÓËÉÍ É ×ÈÏÄÑÝÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ae(
).îÅÌØÚÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÓÌÕÞÁÉ. åÓÌÉ ÔÁË, ÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ Ae(
) ÍÅÔÒÉËÁ × 
ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ (2.13) ×ÄÏÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ e. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊËÒÉ×ÉÚÎÙ2.
• þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ p, ÕÓÌÏ×ÉÅ �� = 0 ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÍ. ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S3 ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ3.

§3. H-Ó�ÅËÔÒáËÓÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ × R3. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 ÅÓÔØ (ÏÔËÒÙÔÁÑ) ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÏÊÚÁ�ÁÓ ÁÌÇÅÂÒ Ae(
).
• æÉËÓÉÒÕÅÍ O ∈ R3 É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �; �; r Ó �ÏÌÀ-ÓÏÍ O. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ R3-ÍÅÔÒÉËÁ �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ (2.13).äÌÑ ÔÏÞËÉ x, ÞÅÒÅÚ ~r(x) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ, �ÒÉÌÏÖÅÎ-ÎÙÊ × x, ÔÁË ÞÔÏ |~r| = r. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÅ e = r−1~r Ó ÄÉ×ÅÒÇÅÎ�ÉÅÊ div e(x) =2r−1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ SO = {x ∈ R3 | r(x) = dist (x;O) = }. äÌÑ ÔÏÞËÉ x =x(�; �; r) 6= O ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(x) ∈ S1O ÅÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ, Ô.Å. ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (�; �; 1).ðÕÓÔØ 
 É O ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �
. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÒÁÓÓÌÁÉ×ÁÅÔÓÑ: �
 =
∪[�
 ∩ SO℄.ðÕÓÔØ '1;  1 ÓÕÔØ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ S1O (�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �; �), ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÅ × �(�
) É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ d 1 = ? d'1 × �(
). ÷ �
 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ2ó. ÷. é×ÁÎÏ×, ÞÁÓÔÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ.3ó. ÷. é×ÁÎÏ×, ÞÁÓÔÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ.



ïâ áìçåâòáè ... 23' = '1(�(x));  =  1(�(x)). �ÏÇÄÁ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ �Ï-ÌÅ p = {';  e} ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ É ×ÈÏÄÉÔ × Q(
). ðÏÌÑÜÔÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÁËÓÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ae(
). ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÙÅ �ÏÌÑ p ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ, Ô.Å. Ae(
) 6⊂ _Q(
),�ÏÓËÏÌØËÕ div e = ∇ · e+  div e (2:6)=  2r−1 6= 0.ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ 
, ×ÁÒØÉÒÕÑ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÀÓÁ O, ÍÙ \�ÒÏÓ×Å-ÞÉ×ÁÅÍ" ÏÂÌÁÓÔØ ÒÁÄÉÁÌØÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ e É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÏÇÁÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÁÌÇÅÂÒ Ae(
) ⊂ Q(
).
• íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÆÅÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. æÉËÓÉÒÕÅÍ !; |!| = 1 É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ �! = {x ∈ R3 | x ·! = }. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÒÁÓÓÌÁÉ×ÁÅÔÓÑ:�
 = ∪[�
∩�!℄, �ÒÉ ÜÔÏÍ �(�
) = {x− (x ·!)! | x ∈ �
} ÅÓÔØ ÅÅ �ÒÏÅË�ÉÑÎÁ �0!.÷ÙÂÅÒÅÍ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ '0;  0 ÎÁ �0!, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ × �(�
) É ÔÁËÉÅÞÔÏ d 0 = ? d'0 × �(
). ÷ �
, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ ' = '0(�(x));  = 0(�(x)). ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ �ÏÌÅ p = {';  e} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ É×ÈÏÄÉÔ ×Q(
). �ÁËÉÅ �ÏÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁËÓÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕA!(
) (ÚÄÅÓØ! �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ e ≡ ! × R3). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,× ÓÉÌÕ div! = 0, ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ,ÔÁË ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ A!(
) ⊂ _Q(
).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÞÉÓÔÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÁËÓÉÁÌØ-ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÉÎÄÅËÓÉÒÕÅÍÙÈ ÏÒÔÁÍÉ !.
• ðÒÏ×ÏÄÑ ×ÙËÌÁÄËÉ, ×�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÒÉ×ÅÄÛÉÍ Ë (2.12), ÍÏÖÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á _Q(
) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× �ÒÉÎ�É�ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÍÏÄÕÌÑ.AH-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ × _Q(
). ó�Å�ÉÆÉËÁ ÓÌÕÞÁÑ 
 ⊂ R3 × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÔÅÒ-ÎÉÏÎÎÙÅ �ÏÌÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó H-�ÏÌÑÍÉ (H-ÚÎÁÞÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ {�; u} ≡ � + (u · e1)i + (u · e2)j + (u · e3)k,ÇÄÅ e1; e2; e3 { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × R3. ëÁËÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï _Q(
) ÏÓÎÁÝÅÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ï�ÉÛÅÍ ÅÅ, �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÑÓØ �ÏÎÑÔÉÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊÒÁÂÏÔÙ [7℄.
• îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÌÅ×ÙÍ) H-ÍÏÄÕÌÅÍ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ u 7→ au ÄÌÑ u ∈ U ; a ∈ H.þÅÒÅÚ U× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ H-Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ô.Å. �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : U → H, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f(au) = af(u),a ∈ H. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ f H-ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U×



24 í. é. âåìéûå÷Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ H-ÍÏÄÕÌÅÍ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ (bf)(u) = f(u)�b; b ∈ H. åÓÌÉ
U { ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ É U× ÔÁËÖÅ ÏÓÎÁÝÅÎÏ ÎÏÒÍÏÊ
‖f‖× = sup

‖u‖=1 |f(u)|.ðÕÓÔØ U ′ ⊂ U { �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ
U ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ H-ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U† = {f ∈ U× |f(u) ∈ I ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈ U ′}.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ {U ;U ′} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ AH-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÁÕÇÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍ H-ÍÏÄÕÌÅÍ), ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(u) = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ f ∈ U† ÓÌÅÄÕ-ÅÔ u = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U† ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÔÏÔÁÌØÎÏÓÔÉ: ÏÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U .
• ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÔÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ �ÏÌÑ × R3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ AH-ÍÏ-ÄÕÌØ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ H ÎÁ _Q(
). æÉËÓÉÒÕÅÍ a ∈ H É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ ~a(·) = a �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ �ÏÌÅ × 
. �Å�ÅÒØ ÄÌÑ p =
{'; h} ∈ _Q(
) �ÏÌÏÖÉÍ ap = ~a(·)p(·) (�ÏÔÏÞÅÞÎÏ). ÷ ÓÉÌÕ (2.5) ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ "(ap) = −2∇h Im ~a = 0 ; div Im(ap) = 2h · rot Im ~a = 0 ;�ÒÏÓÔÏ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ~a �ÏÓÔÏÑÎÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ap ∈ _Q(
), ÔÁË ÞÔÏ H-ÄÅÊÓÔ-×ÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, _Q(
) ÅÓÔØ H-ÍÏÄÕÌØ.ðÕÓÔØ [ _Q(
)℄× ÅÓÔØ H-Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.÷ÏÚØÍÅÍ [ _Q(
)℄′ = {p ∈ _Q(
) | Re p = 0} = _Q(
) ∩ I(
). üÔÏ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÅÊ p = {0; h}, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ div h = 0É roth = 0. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ [ _Q(
)℄† = {f ∈ [ _Q(
)℄× | f(u) ∈ I ÄÌÑ×ÓÅÈ u ∈ [ _Q(
)℄′}. üÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ ÍÅ-ÒÙ äÉÒÁËÁ �m, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÔÏÞËÁÍÉ m ∈ �
 É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ �m(p) = p(m) ∈ H. üÔÉ ÍÅÒÙ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ ÜÌÅÍÎÔÙ _Q(
): ÅÓÌÉ�m(p) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ m ÔÏ p = 0. úÎÁÞÉÔ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï[ _Q(
)℄† ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Ô.Å. ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÏÔÁÌØÎÏÓÔÉ.òÅÚÀÍÉÒÕÑ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÅÍ, ÞÔÏ { _Q(
); [ _Q(
)℄′} ÅÓÔØ AH-ÍÏÄÕÌØ.
• ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �(
) = {�m | m ∈ �
} ⊂ [ _Q(
)℄×. äÌÑ ÌÀÂÙÈ �m É p ∈_Q(
) ÉÍÅÅÍ

|�m(p)| = |p(m)| 6 sup
 |p(·)| = ‖p‖;



ïâ áìçåâòáè ... 25ÞÔÏ ×ÅÄÅÔ Ë ‖�m‖× 6 1. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, sup ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ p = {1; 0}.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ‖�m‖× = 1, Ô.Å. �(
) ×ÌÏÖÅÎÏ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á [ _Q(
)℄×. üÔÁ ÓÆÅÒÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ × ∗-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ H-ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ_Q(
). ëÁË ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, × ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �(
) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁË-ÔÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÂÉÅË�ÉÑ �(
) ∋ �m ↔ m ∈ �
 ÅÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.÷ÙÂÅÒÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ !; �ÕÓÔØ y; z ∈ A!(
). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
A!(
) { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �m ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ�m(yz) = (yz)(m) = y(m)z(m) = �m(y)�m(z) ;Ô.Å. H-ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÎÁ A!(
).
• õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÅÒ äÉÒÁËÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�(
). éÍÅÎÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ 
H ⊂ [ _Q(
)℄× ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H-ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÏ× Ó ÎÏÒÍÏÊ 1, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÁÌ-ÇÅÂÒÕ A!(
). �ÏÇÄÁ, ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÍÅÎÑÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ [7℄ (ÒÁÚÄÅÌ3.4), ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 
H = �(
).óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 
H ÅÓÔØ H-Ó�ÅËÔÒ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ⊂ R3. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, H-Ó�ÅËÔÒ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂÌÁÓÔÉ.
• ðÏ çÅÌØÆÁÎÄÕ, ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker [�m|A!(
)℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ × A!(
), ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ (ÁËÓÉÁÌØÎÙÈ) ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ w = ' +  i, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÉ,ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ m ∈ �
 �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ !. üÔÁ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁ-ÅÔ �ÒÏÅË�ÉÀ �(�
) ÏÂÌÁÓÔÉ �
 ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �0! × ÔÏÞ-ËÅ �(m). ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÔÁËÖÅ �Ï çÅÌØÆÁÎÄÕ, ËÁÖÄÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A!(
)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÔÕ �ÒÏÅË�ÉÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �(�
) (ËÁË Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ) Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [1℄.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ É ÇÉ�ÏÔÅÚÙ. • ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ 
 ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ u �ÏÌÅÊ p = {'; u} ∈ Q(
) �ÒÉÎÉÍÁ-ÀÔ Ó×ÏÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ T
m, Á ÎÅ × R3, ÉÎÅ ×ÉÄÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ �ÏÌÑ p Ó
H-ÚÎÁÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ (ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ 
 ⊂ R3). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ�ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ R × T
m × H, ×ÙÂÉÒÁÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÒÅ�ÅÒ, ÎÏ ÁÎÁÌÏÇÁ �Ï-ÓÔÏÑÎÎÙÈ �ÏÌÅÊ ~a, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ H ÎÁ Q(
), ÎÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÉÓÞÅÚÁÅÔ AH-ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÞÔÏ ÏÂÅÄÎÑÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ Ë úé�.



26 í. é. âåìéûå÷�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ H-Ó�ÅËÔÒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ-ÞÁ× Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q(
), ××ÅÄÅÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï [Q(
)℄×
R-ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ Q(
) × H. úÁÔÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ 
H ⊂ [Q(
)℄×ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÍÕÌØ-ÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÁËÓÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ae(
) ⊂ Q(
) (ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅÉÍÅÀÔÓÑ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ 
H = ∅). ÷Ï�ÒÏÓ, ÏÄÎÁËÏ, ×ÔÏÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏÌÉ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ 
H ∼= 
?÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÁÄÅË×ÁÔÎÏÅ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 
H ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÒÁ-ÂÏÔÙ ä. ë×ÉÌÌÅÎÁ [10℄, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ä. äÖÏÊ-ÓÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Á×ÔÏÒ ÄÁÎÎÏÊÓÔÁÔØÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ó×ÅÄÕÝ × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÞÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÎÁ�É-ÓÁÎÏ.
• åÓÔØ ÓÌÕÞÁÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ Q(
) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ÁÌ-ÇÅÂÒÕ Ae(
), Á H-Ó�ÅËÔÒ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ É �ÏÌÅÚÅÎ ÄÌÑ ÒÅËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÉ 
. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÍ, Ô.Å. 
 =M × [0; 1℄, Á ÍÅÔÒÉËÁ g ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (2.13) Ó � = onst. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑÁÌÇÅÂÒÁ Ae(
) Ó ÏÓÅ×ÙÍ �ÏÌÅÍ e, ÌÉÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ
{m} × [0; 1℄; m ∈ M . ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ \ÓÅÞÅÎÉÅ" M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ËÁË çÅÌØÆÁÎÄÏ× Ó�ÅËÔÒ MC ÁÌÇÅÂÒÙ Ae(
) (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÍÅ-ÔÒÉËÁ gM ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ). åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ae(
) { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ × Q(
), ÔÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ 
H ∼=MC.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, �ÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× [1, 2℄É ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ úé�.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (
; g†) ÔÁËÏ×Ï,ÞÔÏ(1) 
 =M×I, ÇÄÅM { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, I = [0; 1℄;(2) ÍÅÔÒÉËÁ g† ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (2.13) Ó � ≡ 1; 0 6 � 6 1 (�1; �2{ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ M).ðÕÓÔØ g{ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ 
, �g É �g† ÓÕÔØ DN-Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅÍÅÔÒÉËÁÍ g É g†. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ �g = �g† , ÔÏ g = �∗g†, ÇÄÅ � : 
 → 
 {ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÁ �
.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÎÁÂÒÏÓÏË). �ÁË ËÁË M ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ, ÔÏ 
 ÔÏÖÅÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ (ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ). ðÏÜÔÏÍÕ �g Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÏ�ÅÒÁÔÏÒ ~�g (\ÍÁÇÎÉÔÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÉÊ" DN-Ï�ÅÒÁÔÏÒ: ÓÍ.[2℄).



ïâ áìçåâòáè ... 27òÁÓ�ÏÌÁÇÁÑ �ÁÒÏÊ �g; ~�g, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÙ �ÏÌÅÊ p ∈ _Q(
)ÎÁ �
 [2, 4℄. ðÒÏ×ÅÒÑÑ, ×ÈÏÄÉÔ ÌÉ ÓÌÅÄ �ÏÌÑ p2 × _Q(
)|�
, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÔØ \ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ" p É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÙ ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒ Ae(
).óÌÅÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ A!(
), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ �ÏÌÀ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ
{{m} × I | m ∈M} ÉÍÅÀÔ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÊ ×ÉÄ. ëÁË ÔÁËÏ×ÙÅ, ÏÎÉ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÙ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÌÅÄÏ× A!(
)|�
.÷ ÓÉÌÕ �ÒÉÎ�É�Á ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÍÏÄÕÌÑ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ "ÎÅ×ÉÄÉÍÕÀ" ÁÌÇÅÂÒÕ A!(
) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÏ× Ó�ÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ
A!(
)|�
 É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ (M;�gM ), ÇÄÅ � = �(m) ÅÓÔØ(ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ) ËÏÎÆÏÒÍÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ [1℄.óÉÍ×ÏÌ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �g Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ g|�
 (ç.õÌØÍÁÎÎ É ÄÒ.). ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ g|M×{0} É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÅÔ ÆÁËÔÏÒ �. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÔÒÉËÁ g† ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. ��ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3, �ÒÉÎÑÔÏÅ × [5℄ ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÌÉÛ-ÎÉÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë � ÚÁÄÁÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ~�, ÔÏ ÉÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ M ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÎÑÔØ.ðÒÉÍÅÞÁÔÅÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÎÁ ÔÅËÕÝÅÍ ÜÔÁ�Å ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑúé�, ËÌÁÓÓ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÍÅÔÒÉË × ÇÅÏÍÅÔÒÏ-Ï�ÔÉÞÅÓËÏÍ É ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÏÍ �ÏÄÈÏÄÁÈ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ae(
).
• îÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÁËÓÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, × ÓÏ×ÏËÕÎÏÓÔÉ �ÒÉÇÏÄÎÙÈ ÄÌÑ ÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.�ÁËÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �Ï ÓÈÅÍÅ [7℄, ÇÄÅ Á×ÔÏÒ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÔ ÞÅÔÎÏ-ÍÅÒÎÙÅ ÇÉ�ÅÒËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÁÄÁ�ÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÚÁÄÁÞ ÉÍ�ÅÄÁÎÓÎÏÊ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ.íÙ �ÌÁÎÉÒÕÅÍ ÚÁÔÒÏÎÕÔØ ÜÔÕ ÔÅÍÕ × ÂÕÄÕÝÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. M. I. Belishev, The Calderon problem for two-dimensional manifolds by the BC-method. | SIAM J. Math. Anal. 35, No. 1 (2003), 172{182.2. M. I. Belishev, Some remarks on impedane tomography problem for 3d{manifolds.| CUBO A Mathematial Journal 7, no. 1 (2005), 43{53.3. M. I. Belishev, Reent progress in the boundary ontrol method. | Inverse Problems23, No. 5 (2007), R1{R67.4. M. I. Belishev, V. A. Sharafutdinov, Dirihlet to Neumann operator on di�erentialforms. | Bulletin de Sienes Math�ematiques 132, No. 2 (2008), 128{145.
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