
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 450, 2016 Ç.÷. ó. óÁÍÏÊÌÏ×÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷çòáæå, äïðïìîåîéå k-ïê ó�åðåîé ëï�ïòïçïó÷ñúîï
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅüËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ× { ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ É ÄÉÎÁÍÉÞÎÏ ÒÁÚ×É-×ÁÀÝÁÑÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÖÅ ÅÓÔØ ÎÅÍÁÌÏ ÛÉÒÏ-ËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. üÔÏ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ�ÕÒÁÎÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ Kn É ÄÒÕÇÉÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÄÁÞ Ï ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÏÍ �ÏÄÇÒÁÆÅ. åÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÏÓÔÏ×ÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÇÒÁÆÁÉ ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÉÚÕÞÁÅÍÁÑ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÉÍÅÅÔ �ÒÑÍÏÅ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÇÒÁÆÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �ÒÏÓÔÅ�ÅÎÉ ÇÒÁÆÏ×, ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÇÒÁÆÁ. üÔÏ, × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ,ÔÅÏÒÅÍÁ æÌÅÊÛÎÅÒÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÇÁ-ÍÉÌØÔÏÎÏ× [4℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ k-ÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØm-Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ km-Ó×ÑÚÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ,ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏËÁÚÁÌ áÒÔÕÒ èÏÂÂÓ × 1973 ÇÏÄÕ [5℄, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ-×ÏÓÔÉ ËÕÂÁ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (þÁÒÔÒÁÎÄ, ëÁ�ÕÒ, 1969 ÇÏÄ [6℄) É ÍÎÏÇÏÄÒÕÇÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÎÁ ÇÒÁÆ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Ó×Ñ-ÚÁÎÎÏÅ Ó ÅÇÏ k-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ, É ÉÝÅÍ, ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒ£ÂÅÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ.îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁ�ÏÍÎÉÍËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÇÒÁÆÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ k-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Gk ÇÒÁÆÁ G ÇÒÁÆ ÎÁÔÅÈ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ × ÇÒÁÆÅ G ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ k.�Å�ÅÒØ ××ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÏ×ÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×, ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÒÁÆÁ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ×ÇÒÁÆÅ. 151



152 ÷. ó. óáíïêìï÷ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÒÏÇÏ k-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ G|k| ÇÒÁÆÁ GÇÒÁÆ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÔÅ É ÔÏÌØËÏÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ × ÇÒÁÆÅ G ÒÁ×ÎÏ k.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ k-ÏÊ ÁÎÔÉÓÔÅ�ÅÎØÀ kG ÇÒÁÆÁ GÇÒÁÆ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ × ÇÒÁÆÅG ÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ k.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:1. E(kG) = ∪i>kE(G|i|),2. E(Gk) = ∪i6kE(G|i|),3. E(G|k|) = E(kG) ∩E(Gk),4. Gk = k+1G.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÏÎÑÔÉÑ ÒÁÄÉÕÓÁ É ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁ ÇÒÁÆÁ, Á ÔÁË ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÅÒÛÉÎÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓÎÁ�ÏÍÎÉÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. òÁÄÉÕÓÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v × ÇÒÁÆÅ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ × ÇÒÁÆÅ G ÏÔ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G. îÁÚÏ×£Í ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÇÒÁÆÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÒÁÄÉ-ÕÓÏ× ×ÅÒÛÉÎ, Á ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ. �ÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÄÉÁÍÅÔÒ ÇÒÁÆÁ { ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.ãÅÎÔÒÏÍ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁÄÉÕÓÁ.òÁÄÉÕÓ É ÄÉÁÍÅÔÒ ÇÒÁÆÁ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ËÁË R(G) É D(G) ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÄÉÕÓ ×ÅÒÛÉÎÙ x, ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ, × ËÁËÏÍ ÇÒÁÆÅÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË r(x). åÓÌÉ ÎÁÄÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔØ, ÞÔÏÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÄÉÕÓ × ÇÒÁÆÅ H , ÔÏ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ rH (x).îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ É ××ÅÄ£Í ÎÏ×ÏÅ.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÁÆG. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ V (G), Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ Ò£ÂÅÒ { ÞÅÒÅÚ E(G).ðÕÓÔØ U { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. éÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄ-ÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ U ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ËÁË G(U).äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× U; V ⊂ V (G) ÞÅÒÅÚ E(U; V ) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á V .þÅÒÅÚ G ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÆÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ É G Ó ÒÅÂÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ × G.



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 153ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ëÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ G { ÜÔÏ ÔÁËÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a, b ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ËÁË |ab|.òÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a É b { ËÁË ab, Á �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ{ ËÁË (ab).îÁËÏÎÅ�, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÔØÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. çÒÁÆ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ k-ÛÉÒÏËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA É B ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ a ∈ A É b ∈ B, ÞÔÏ |ab| > k. ûÉÒÉÎÏÊÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑk-ÛÉÒÏËÉÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. çÒÁÆ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A É B ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ a ∈ A É b ∈ B, ÞÔÏ |ab| = k.íÏÎÏÛÉÒÉÎÏÊ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏÇÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÏÊ k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÊ ÇÒÁÆ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É k-ÛÉÒÏËÉÍ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏÇÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÇÒÁÆ G|k| Ó×ÑÚÅÎ, É k-ÛÉÒÏËÉÍ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ kGÓ×ÑÚÅÎ.é ××ÅÄ£Í ÅÝ£ ÏÄÎÏ, ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. çÒÁÆ H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÓÒÅÚÏÍ ÇÒÁÆÁ G, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ HÓ×ÑÚÅÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÏ×ÎÙÍ �ÏÄÇÒÁÆÏÍ ÇÒÁÆÁ kG.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, kG Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÓÒÅÚÏÍ ÇÒÁÆÁ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁËÏÇÄÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÛÉÒÏËÉÍ, Á G|k| Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÓÒÅÚÏÍ ÇÒÁÆÁ G ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Õ ÇÒÁÆÁ G ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ k-ÓÒÅÚ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎ k-ÛÉÒÏËÉÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ, ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × k-ÛÉÒÏËÉÈ É × k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÈ ÇÒÁÆÁÈ. åÓÌÉ ÔÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ



154 ÷. ó. óáíïêìï÷ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂ£Ò × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏÇÒÁÆÁ, É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 2 �ÒÉ n > 5 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÄÏ�ÏÌ-ÎÅÎÉÉ ËÁË k-ÛÉÒÏËÏÇÏ, ÔÁË É k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈÒÁ×ÎÏ n − 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ G, �ÏÌÕÞÅÎÙÊ ÉÚ ÇÒÁ-ÆÁ Kn ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ Ò£ÂÅÒ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ (ÌÀÂÏÍÕ)ÏÓÔÏ×ÎÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ T ÇÒÁÆÁ Kn. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ 2G = G|2| = T ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ u É v ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÔÒÅÔÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ w, ËÏÔÏÒÁÑÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ u É v × ÄÅÒÅ×Å T . äÌÑ n > 5 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏ-ÇÏ ÄÅÒÅ×Á �ÏÄÈÏÄÉÔ �Å�ÏÞËÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ n > 5 × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉk-ÛÉÒÏËÏÇÏ É k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ n−1ÒÅÂÒÏ.ðÕÓÔØ × G ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n− 2 ÒÅÂÒÁ. �ÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ò£ÂÅÒ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÅÓÔØ × G, ÔÏÞÎÏ ÎÅÔ × 2G É G|2|, × ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÁÈ ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ n− 2 ÒÅÂÒÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÎÙ. ïÔÓÀÄÁÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 7 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ 2-ÛÉÒÏËÏÇÏ É 2-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ n ×ÅÒÛÉ-ÎÁÈ, ÒÁ×ÎÏ n− 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ k > 3.ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÁËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G { 3-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n > 10 ×ÅÒÛÉÎÁÈ.�ÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × G ÒÁ×ÎÏ 3n− 7.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ G { 3-ÛÉÒÏËÉÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n > 7 ×ÅÒÛÉÎÁÈ. �ÏÇÄÁÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × G ÒÁ×ÎÏ 3n− 8.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ k-ÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×ÅÒÎÁ Ï�ÅÎËÁ
|E(G)| > (n− 2k) (2k − 4[log2 k℄− 1) :

§2. �ÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ò£ÂÅÒ ×3-ÛÉÒÏËÉÈ É 3-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÈ ÇÒÁÆÁÈ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÄÎÕ �ÒÏÓÔÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 2 É Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ n > 1 ×ÅÒÛÉÎÁÈk-ÓÒÅÚ H ÇÒÁÆÁ G ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á.



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 155äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ a ∈ V (G)É {a} { ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ H . ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ H Ó×Ñ-ÚÅÎ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ.ðÏÓËÏÌØËÕ {a} { ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ H , ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÒÅ-ÂÒÏ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ a. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÇÒÁÆÅ H ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÍÅÖÎÁÓ a. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ H , × ÇÒÁÆÅ G ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ > k ÏÔ a. ðÏÓËÏÌØËÕ k > 2, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G ÎÉËÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ Ó a. �Ï ÅÓÔØ, × ÇÒÁÆÅ G×ÅÒÛÉÎÁ a ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G. �ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ Ä×Á ÆÁËÔÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 2 É Ó×ÑÚÎÏÇÏ k-ÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÂÏ-ÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÇÒÁÆ kG ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 2 É Ó×ÑÚÎÏÇÏ k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ GÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÇÒÁÆ G|k| ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞ-ÎÏÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÈÇÒÁÆÏ×.ìÅÍÍÁ 2. ðÒÉ k > 3 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÇÒÁÆ G|k|ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏ Ä×ÏÅÔÏÞÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØG|k| ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ Ä×ÏÅÔÏÞÉÅ {a; b}.çÒÁÆ G|k| Ó×ÑÚÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × Î£Í ×ÙÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ, Á ÔÁË ËÁË {a; b} { ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÌÀÂÏÅÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G|k| ×ÈÏÄÉÔ ÏÄÎÉÍ ËÏÎ�ÏÍ × a ÉÌÉ b. òÁÚÄÅÌÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÇÒÁÆÁ G|k|, ËÒÏÍÅ a É b, ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: A { ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÓ a, B { ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G|k| ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÓÍÅÖÎÙ Ó b.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ l ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a É b × ÇÒÁÆÅ G.ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ l ÂÏÌØÛÅ 1. �ÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÕ xÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ (ÉÌÉ, �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ �ÕÔÉ l, ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÒÅÄÎÉÈ).÷ÅÒÛÉÎÁ x ÓÍÅÖÎÁ Ó a ÉÌÉ Ó b × ÇÒÁÆÅ G|k|, ÔÏ ÅÓÔØ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔÎÅ£ ÄÏ a ÉÌÉ ÄÏ b × ÇÒÁÆÅ G ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |ab| ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÌØËÏ 1; 2k − 1; 2k ÉÌÉ 2k + 1. �ÁËËÁË 1 < k < 2k − 1; 2k; 2k + 1, ÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G|k|×ÅÒÛÉÎÙ a É b ÎÅÓÍÅÖÎÙ.



156 ÷. ó. óáíïêìï÷äÁÌÅÅ, �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1, × ÇÒÁÆÅ G|k| ÎÅÔ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÅ�ÕÓÔÏ. �Ï ÅÓÔØ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÒÏ×ÎÏ k ÏÔ a× ÇÒÁÆÅ G. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1; 2; : : : ; k − 1 ÏÔ a ×ÇÒÁÆÅ G, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B.

òÉÓ. 1. óÈÅÍÁ ÇÒÁÆÁ É ×ÅÒÛÉÎÁ t.÷ÏÚØÍ£Í ËÁËÕÀ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÕ t ∈ B, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ |at|G = k − 2 > 0.ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÔÁË ËÁË t ∈ B, ÔÏ |tb|G = k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÇÒÁÆÅ GÅÓÔØ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ k, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ t É b. îÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ s,ÓÍÅÖÎÁÑ Ó t. ðÒÉ ÜÔÏÍ |sb|G = k − 1.�ÁË ËÁË s ÓÍÅÖÎÁ Ó t × ÇÒÁÆÅ G É |ta|G = k − 2, ÔÏ |sa|G 6 k − 1É �ÏÜÔÏÍÕ s =∈ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË |sb|G = k − 1, ÔÏ s =∈ B És 6= b. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, s = a É |ab|G = |sb|G = k − 1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÔÏÍÕ, |ab|G ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ 1; 2k − 1; 2k; 2k + 1, �ÏÓËÏÌØËÕ1 < k − 1 < 2k − 1 < 2k < 2k + 1. �äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÁÈ, ÓÔÒÏÇÁÑ ÓÔÅ-�ÅÎØ ÉÌÉ ÁÎÔÉÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó×ÑÚÎÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÁÌÉÞÉÅ × ÎÉÈ �ÁÒÏ-ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÒÉ. ëÁË ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ, ÎÁÌÉ-ÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÎÔÒÏ-ÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒ£È. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, ÒÁÚÍÅÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÓÅÇÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒ£È Õ Ó×ÑÚÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÉ k > 3. õ Ó×ÑÚÎÏÊÁÎÔÉÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÁ 2 (ÎÏ



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 157ÎÅ 1, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1), É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒ£ÂÅÒ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ G { Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n > 7 ×ÅÒÛÉÎÁÈ, Á H { ÅÇÏk-ÓÒÅÚ (ÇÄÅ k > 3), × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÚÍÅÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 3. �ÏÇÄÁ × H ÅÓÔØ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁÔÒÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕH { ÓÒÅÚ ÇÒÁÆÁ G, ÔÏ × Î£Í ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÇÒÁÆÅ H ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÅÍÉ×ÅÒÛÉÎ.âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒ£È ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.ðÕÓÔØ {e} { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ H . �ÏÇÄÁ Ä×Á ËÏÎ-�Á ÒÅÂÒÁ e { ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀÌÅÍÍÙ.�ÏÇÄÁ �ÕÓÔØ {ab; d} { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ H . ìÀ-ÂÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ H ×ÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÉÍ ËÏÎ�ÏÍ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎ {a; b; ; d}. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ U = V (G)\{a; b; ; d}. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ �a;�b ∈ U ÓÍÅÖÎÙÅ × ÇÒÁÆÅ H Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉa É b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÅÂÒÏ abÎÁ ÜÔÉ Ä×Á ÒÅÂÒÁ, ÞÔÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔ ÒÁÚÍÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÄÏ ÔÒ£È.ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ H ×ÅÒÛÉÎÁ a ÓÍÅÖÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , Á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ x É y. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ b×ÙÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ × ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ U , ÔÏ ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ { ÌÉÂÏÎÅ x, ÌÉÂÏ ÎÅ y, É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÇÒÁÆÅ H ÌÉÂÏ a É b ÓÍÅÖÎÙ ÔÏÌØËÏ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , �ÒÉÞ£Í Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ, ÌÉÂÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎa É b ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó×ÅÒÛÉÎÁÍÉ  É d. òÁÚÂÅÒ£Í ÔÒÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁ.1. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ H ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ a; b; ; d ÓÍÅÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ÓÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U : ×ÅÒÛÉÎÙ a É b ÓÍÅÖÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ x,Á ×ÅÒÛÉÎÙ  É d { Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ y. �ÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ ×ÓÅÇÏ ÛÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ,�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.2. �Å�ÅÒØ, �ÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ H ×ÅÒÛÉÎÙ b É d ÎÅ ÓÍÅÖÎÙ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U . ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ H ÎÅÔ ÒÅÂÒÁ bd, ÔÏ ×ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {a; }, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ. úÎÁÞÉÔ, ÒÅÂÒÏ bd ÅÓÔØ.



158 ÷. ó. óáíïêìï÷
òÉÓ. 2. ÷ÁÒÉÁÎÔ 2.ðÕÓÔØ ÅÓÔØ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ x; y ∈ U , ÓÍÅÖÎÙÅ × ÇÒÁÆÅ H Ó×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a É  ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ H ÅÓÔØ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ

{ax; bd; y}.ðÕÓÔØ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ x; y ÎÅÔ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ H×ÅÒÛÉÎÁ a ÓÍÅÖÎÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ x ∈ U , É ×ÅÒÛÉÎÁ  ÓÍÅÖÎÁÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ y ∈ U , ÔÏ y = x. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀÌÅÍÍÙ, × ÇÒÁÆÅ H ÎÅÔ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÇÏ Ä×ÏÅÔÏÞÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á {a; d} É {b; } ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÉÍÉ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ËÁË a, ÔÁË É  ÓÍÅÖÎÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ×ÇÒÁÆÅH . óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÓÍÅÖÎÙ ÔÏÌØËÏ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ x ∈ U . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,n = 5, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ.3. é, ÎÁËÏÎÅ�, �ÕÓÔØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ  É d ×ÙÈÏÄÉÔ × U ÔÏÌØËÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕÒÅÂÒÕ, �ÒÉÞ£Í × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÕ x, Á ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ b ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ × U . ðÏÓËÏÌØËÕ n > 7, × U ÈÏÔÑ ÂÙ 3 ×ÅÒÛÉÎÙ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ U ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ H Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ
{a; b; ; d}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÛÉÎÁ b ÎÉ Ó ËÅÍ ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ, Á  É d ÓÍÅÖÎÙÔÏÌØËÏ Ó x. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ËÒÏÍÅ x(ÉÈ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Å) ÓÍÅÖÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ a. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ×ÅÒÛÉÎ ÚÁ y.�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ × H ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ b, ÔÏ ÅÓÔØ É �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ {ay; b; dx}.úÎÁÞÉÔ, ÒÅÂÒÁ b ÎÅÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÅÔ É ÒÅÂÒÁ bd.�Å�ÅÒØ, �ÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ a ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ H Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎx; ; d { ÎÅ×ÁÖÎÏ, Ó ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó x. �ÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ Ä×Å×ÅÒÛÉÎÙ {  É d { ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔ a ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅÍÞÅÍ k × ÇÒÁÆÅ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ k > 3, ÔÏ ÅÓÔØ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 2,ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ a É ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ a,  É d.
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òÉÓ. 3. ÷ÁÒÉÁÎÔ 3.�ÏÇÄÁ d ∈ E(G), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏd ∈ E(H).éÔÁË, ×ÅÒÛÉÎÙ ; d; x ÎÅ ÓÍÅÖÎÙ × ÇÒÁÆÅ H ÎÉ Ó a, ÎÉ Ó b, ÎÉ Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U \ {x}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË dx ÏÂÒÁÚÕÅÔËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ H , ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.

�éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÌÅÍÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k > 3. �Å-�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ×ÁÖÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ï 3-ÓÒÅÚÅ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÁÑ�ÏÍÏÖÅÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ï�ÅÎÏË ÞÉÓÌÁ Ò£ÂÅÒ ËÁË × 3-ÛÉÒÏËÏÍ, ÔÁËÉ 3-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÏÍ ÇÒÁÆÁÈ.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, Á H { ÅÇÏ 3-ÓÒÅÚ. ðÕÓÔØ× H ÅÓÔØ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ {a1a2; b1b2; 12} ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÒÉ É ÉÍÅÀÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á M = {a1; a2; b1; b2; 1; 2} É U = V (G) \M . �ÏÇÄÁ:1) ÷ ÇÒÁÆÅ G ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 6 Ò£ÂÅÒ,Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÇÒÁÆÅ G(M) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ.2) ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÔÒÅÍÑ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |EG(M;U)| 6 3(n−6). åÓÌÉÖÅ |EG(M;U)| = 3(n−6), ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÁÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÉÍ ËÏÎ�ÏÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÁÔÁÎÉÑ
{a1a2; b1b2; 12}:3) åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ G ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÒÏ×ÎÏ 6 Ò£ÂÅÒ,ÔÏ ÌÉÂÏ |E(G(U))| > 2, ÌÉÂÏ |EG(M;U)| 6 3(n− 6)− 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G(M) ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ 2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÒÛÉÎÕ a1. ÷ ÇÒÁÆÅ G



160 ÷. ó. óáíïêìï÷ÏÎÁ ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ Ó a2, �ÏÓËÏÌØËÕ |a1a2|G > 3. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ
|b1b2|G > 3, ÔÏ Õ b1 É b2 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÝÅÊ ÓÍÅÖÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ×ÅÒÛÉÎÁ a1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ b1É b2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, a1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ1 É 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ a1 × ÇÒÁÆÅ G(M) ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ 2. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÏÖÅ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ Ä×ÕÈ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÇÒÁÆÅ G(M) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 6 Ò£ÂÅÒ.2) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U . ðÏÓËÏÌØËÕ
|a1a2|G > 3, ÔÏ Õ a1 É a2 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÝÅÊ ÓÍÅÖÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÏÄÎÏÊÉÚ ÎÉÈ. é ÔÁË ÖÅ, ÏÎÁ ÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎb1, b2 É ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ 1, 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÁ x ÓÍÅÖÎÁ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . úÎÁÞÉÔ, |EG(U;M)| 63(n − 6) É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÎÁÓÔÕ�ÉÔØ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÁ ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ a1 É a2,ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ b1 É b2 É ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ 1 É 2.3) ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ G(M) ÒÏ×ÎÏ 6 Ò£ÂÅÒ. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÔÅ�ÅÎØËÁÖÄÙÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÇÒÁÆÅ G(M) ÒÁ×ÎÁ 2. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ 2-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕÄÌÉÎÁ �ÉËÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÔÒ£È, ÔÏ ÇÒÁÆ G(M) ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ 6, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉËÌÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 3. òÁÚÂÅÒ£Í Ä×Á ÜÔÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁ.a. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G(M) { �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ 6.éÓÓÌÅÄÕÅÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï �ÏÒÑÄËÅ ×ÅÒÛÉÎ × ÜÔÏÍ �ÉËÌÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ
|b1b2|H = 1, ÔÏ |b1b2|G > 3. ïÄÎÁËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 6 ÍÏÇÕÔÌÅÖÁÔØ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ > 3, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÉËÌÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b1 É b2 ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÉËÌÁ. �Ï ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎ a1 É a2,Á ÔÁËÖÅ ×ÅÒÛÉÎ 1 É 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÅÄÑÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ b1 × �ÉËÌÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ai É j ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i; j. é, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÎÅ ÄÅÌÁ-ÌÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a1 É a2 É ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ1 É 2, ÔÏ �ÕÔ£Í �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ ÓÏÓÅÄÑÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ b1 ÂÙÌÉ a1 É 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó �ÉËÌÏÍ(a1b11a2b22).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |EG(M;U)| > 3(n−6)−1 É × ÇÒÁÆÅ G(U) ÎÅ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÇÒÁÆÅ H ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍn − 1 ÒÅÂÒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ H { Ó×ÑÚÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ 3G, Á × Ó×ÑÚÎÏÍ



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 161ÇÒÁÆÅ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ n − 1 ÒÅÂÒÏ, ÜÔÏÇÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÕÎËÔÁ 3).äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÎÅËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ U ÓÍÅÖ-ÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M × ÇÒÁÆÅ G É ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÏÄÎÏÊ { × ÇÒÁÆÅ H , ÔÏ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁMÏÎÁ ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ ÎÉ × ÇÒÁÆÅ G, ÎÉ × ÇÒÁÆÅ H . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ A É ÌÀÂÙÈ×ÅÒÛÉÎÙ x É �ÕÔÉ (ab) × Î£Í ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
∀l : |xa|A 6 l 6 |xb|A ∃ ∈ (ab) : |x|A = l:úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ U ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ t ∈ M × ÇÒÁÆÅ G ÉÓ ×ÅÒÛÉÎÏÊ s ∈ M × ÇÒÁÆÅ H , ÔÏ |xt|G = 1 É |xs|G > 3, É ÎÁ ÄÕÇÁÈ (ts)É (st) �ÉËÌÁ M ÎÁÊÄÕÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ u É v ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

|xu|G = |xv|G = 2.ðÕÓÔØ ki = |{y ∈M : |xy|G = i}|. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ×ÙÛÅ, ÅÓÌÉk1; k3 > 1, ÔÏ k2 > 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ k1 + k2 + k3 6 |M | = 6. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÅÓÌÉ k1; k3 > 1, ÔÏ k1 + k3 6 4. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ k1 = 2, ÔÏ k3 6 2, ÁÅÓÌÉ k1 = 3, ÔÏ k3 6 1.÷Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å EG(M;U) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 3(n− 6)− 1 Ò£ÂÅÒ. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÕ 2) ÅÓÔØ n − 7 ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÓÍÅÖÎÙ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM É ÅÝ£ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ x,ËÏÔÏÒÁÑ ÓÍÅÖÎÁÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÌÉ ÔÒÅÍÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, n − 7 ×ÅÒÛÉÎÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÙ × ÇÒÁÆÅ H ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á M , Á ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x { ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó Ä×ÕÍÑ.éÔÏÇÏ, ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å EH(M;U) ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ (n − 7) + 2 = n − 5Ò£ÂÅÒ.ìÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á M ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 (ÔÁË ËÁË ÜÔÏ �ÉËÌ), É ÏÔ Ä×ÕÈ { ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÉ 2. úÎÁÞÉÔ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ H(M) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÇÒÁÆÅ H(M) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 3 ÒÅÂÒÁ.÷ G(U) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, D(G(U)) 6 2. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H(U) { ÁÎÔÉËÌÉËÁ ÇÒÁÆÁ H .éÔÏÇÏ, × ÇÒÁÆÅ H ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ (n− 5) + 3 = n− 2 ÒÅÂÒÁ.b. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G(M) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ä×Å ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÑ {a1a2; b1b2; 12} ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 3,



162 ÷. ó. óáíïêìï÷ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (a1b11) É (a2b22) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ×É-ÄÁ a1 ↔ a2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å EG(M;U) ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ3(n− 6)− 1 ÒÅÂÒÏ É × ÇÒÁÆÅ G(U) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ; É ÄÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÇÒÁÆÅH ÅÓÔØ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕH { Ó×ÑÚÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ 3G, Á × Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÁ n > 1 ×ÅÒÛÉ-ÎÁÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÕÎËÔÁ 3.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÇÒÁÆÅ G(U) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÔÏÇÒÁÆ H(U) { ÁÎÔÉËÌÉËÁ ÇÒÁÆÁ H .ðÕÓÔØ ÎÅËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ z ∈ U ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ G ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. �ÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÉËÁÍÉ, ×ÅÒÛÉÎÁ z ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ 2 ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏÂÏÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, D(G(U)) 6 2,�ÏÜÔÏÍÕ rG(z) 6 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÁ z ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ × ÇÒÁÆÅ H .�Å�ÅÒØ, �ÕÓÔØ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ z ∈ U ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÏÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÕÓÔØ A { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ U , ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á B { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒ-ÛÉÎ U , ÎÅ ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ G Ó×ÑÚÅÎ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÅ (× ÇÒÁÆÅ G) ×ÅÒ-ÛÉÎÙ x ∈ A É y ∈ B. ðÏÓËÏÌØËÕ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å EG(M;U) ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ3(n−6)−1 ÒÅÂÒÏ, ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ U , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÍÅÖÎÁÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ M . úÎÁÞÉÔ, x ÉÌÉ y ÓÍÅÖÎÁ Ó ÔÒÅ-ÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ M . îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ x. �ÏÇÄÁ ÏÎÁÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, É,ÚÎÁÞÉÔ, ×ÅÒÛÉÎÁ y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔ ÎÉÈ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2. �ÁËÖÅ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ D(G(U)) 6 2, ×ÅÒÛÉÎÁ y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 2ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U . îÁËÏÎÅ�, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÁ y ÓÍÅÖÎÁÓ ËÁËÏÊ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 2 ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ rG(y) 6 2, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ × ÇÒÁÆÅ H . �éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ Õ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÅÓÔØ 3-ÓÒÅÚ H, × ËÏÔÏ-ÒÏÍ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ 3. �ÏÇÄÁ |E(G)| > 3n− 8.�Å�ÅÒØ, ÎÁËÏÎÅ�, �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G { 3-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n > 10 ×ÅÒÛÉÎÁÈ.�ÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × G ÒÁ×ÎÏ 3n− 7.



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 163äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ÇÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 3-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÍ, ÔÏ ÇÒÁÆG|3| Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ 3-ÓÒÅÚÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3, × G|3| ÅÓÔØ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÒÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÌÅÍÍÙ 4 �ÒÉ H = G|3|. ÷×ÅÄ£Í ÔÅ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÌÅÍÍÅ 4:a1a2, b1b2, 12 { Ò£ÂÒÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × G|3|, M { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎ�Ï×Ò£ÂÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, U = V (G) \M .ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ:
|E(G)| = |E(G(M))|+ |EG(M;U)|+ |E(G(U))|:óÏÇÌÁÓÎÏ �ÅÒ×ÏÍÕ �ÕÎËÔÕ ÌÅÍÍÙ 4 ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ
|E(G(M))| 6 6⇒ |E(G(M))| > C26 − 6 = 9:óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ { ÞÔÏ

|EG(M;U)| 6 3(n− 6) ⇒
|EG(M;U)| > |M | × |U | − 3(n− 6) = 6(n− 6)− 3(n− 6) = 3(n− 6):�ÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ |E(G(U))| > 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|E(G)| > 9 + 3(n− 6) + 0 = 3n− 9:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ |E(G(M))|.ðÕÓÔØ |E(G(M))| = 6. �ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÕ 3 ÌÅÍÍÙ 4,
[

|EG(M;U)| > 3(n− 6) + 2
|E(G(U))| > 2:÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

|E(G)| > 9 + 3(n− 6) + 2 = 3n− 9 + 2 = 3n− 7:�Å�ÅÒØ, �ÕÓÔØ |E(G(M))| 6 4. �ÏÇÄÁ
|E(G)| > 3(n− 6) + (15− 4) = 3n− 7:îÁËÏÎÅ�, �ÕÓÔØ |E(G(M))| = 5.�ÏÇÄÁ |E(G(M))| = 10. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |EG(M;U)| > 3(n− 6),Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |E(G(U))| > 0. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ,

|E(G)| > 10 + 3(n− 6) = 3n− 8:äÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |E(G)| > 3n− 7 ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.



164 ÷. ó. óáíïêìï÷äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ |E(G)| = 3n− 8. üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |EG(M;U)| > 3(n−6)É |E(G(U))| > 0 ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.éÔÁË, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |EG(M;U)| = 3(n−6) É G(U) { ËÌÉËÁ × ÇÒÁ-ÆÅ G. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÕ 2) ÌÅÍÍÙ 4, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |EG(M;U)| = 3(n−6) (ÁÚÎÁÞÉÔ, É |EG(M;U)| = 3(n−6)) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÁ ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÉÍ ËÏÎ�ÏÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ
{a1a2; b1b2; 12}.îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ G(M) ÒÏ×ÎÏ 5 Ò£ÂÅÒ, ÔÏ ÏÎÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÂÏ �Å�ÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ 5, ÌÉÂÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É �Å�ÏÞËÕ ÄÌÉ-ÎÙ 2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ G(M) ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ 2. úÎÁÞÉÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ò£ÂÅÒ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÒÏ×ÎÏ �ÑÔØ, ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎÉËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÞÅÔÙÒ£È ×ÅÒÛÉÎ ÒÁ×ÎÙ Ä×ÕÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ {a1a2; b1b2; 12} ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØÄ×Á. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ b1b2. ÷ÅÒÛÉÎÁ b1 ÓÍÅÖÎÁ Ó ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ a1; a2 É Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ 1; 2. ï�ÑÔØ ÖÅ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑÏÂÝÎÏÓÔÉ, Ó a1 É 1. ÷ÅÒÛÉÎÁ b2 ÔÁËÖÅ ÓÍÅÖÎÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎa1; a2 É Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ 1; 2. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ a1 É a2 ÎÅ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÇÒÁÆÅ G, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ b2 ×ÇÒÁÆÅ G ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÏÊ a2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÁ b2 ÓÍÅÖÎÁ Ó×ÅÒÛÉÎÏÊ 2.

òÉÓ. 4. þÁÓÔØ ÇÒÁÆÁ G(M).ðÏÍÉÍÏ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒ£È Ò£ÂÅÒ, ÅÓÔØ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ, �ÒÉÞ£Í ÏÎÏ ÓÏ-ÅÄÉÎÑÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ a1; a2 Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ 1; 2. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÅÇÏ �ÒÏ×ÅÄ£Í, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÂÏ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 5 (× ÓÌÕÞÁÅÒ£ÂÅÒ a12 É a21), ÌÉÂÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 2 (× ÓÌÕÞÁÅ Ò£ÂÅÒa11 É a22).éÔÁË, ÒÁÚÂÅÒ£Í ÜÔÉ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ.1. ðÕÓÔØ G(M) { �ÕÔØ (a1b11) É �ÉËÌ (a2b22).



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 165úÁÍÅÔÉÍ ÞÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ G(U) { ËÌÉËÁ × ÇÒÁÆÅ G, ÔÏ G|3|(U) { ÁÎ-ÔÉËÌÉËÁ × ÇÒÁÆÅ G|3|. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÇÒÁÆ G|3| Ó×ÑÚÅÎ, É ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ G|3|Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ U ÓÍÅÖÎÁ ×ÇÒÁÆÅ G Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (a2b22), ÔÏ
|xa2|G; |xb2|G; |x2|G 6 2:ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ z ∈ U , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÏÊ b1 ÉÌÉ Ó ÏÂeÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a1; 1 × ÇÒÁÆÅ G. �ÏÇÄÁ
|za1|G; |zb1|G; |z1|G 6 2:îÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÁ z ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × ÇÒÁÆÅ G|3|,× ÇÒÁÆÅ G ÏÎÁ ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (a2b22)(ÉÎÁÞÅ rG(z) = 2). úÎÁÞÉÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ z ÓÍÅÖÎÁ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÏÎÁ ÓÍÅÖÎÁ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÕÔÉ (a1b11).é, �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ G Ó×ÑÚÅÎ, ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ U , ÓÍÅÖÎÁÑ Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (a2b22) (ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, x ÓÍÅÖÎÁÓ a2). ïÄÎÁËÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ G(U) { ËÌÉËÁ, ÔÏ |xz|G=1,É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ |xa1|G; |xb1|G; |x1|G 6 2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |xa2|G = 1 É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |xb2|G; |x2|G 6 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, rG(x) 6 2, ÞÔÏ �ÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ H .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÇÒÁÆÅ G ÎÉËÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÎÅ ÓÍÅÖÎÁÓ ×ÅÒÛÉÎÏÊ b1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÁ Ó×ÅÒÛÉÎÏÊ b2 × ÇÒÁÆÅ G. á ÚÎÁÞÉÔ, × ÇÒÁÆÅ G|3| ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á U ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ(a2b22). ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U × ÇÒÁÆÅ G|3| ÓÍÅÖÎÁÓ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÕÔÉ (a1b11).ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ G Ó×ÑÚÅÎ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ U , ÓÍÅÖÎÁÑ ÈÏ-ÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÕÔÉ (a1b11). ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÍÅÖÎÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ a1; 1. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ×ÅÒÛÉ-ÎÁ x ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ a1. �ÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÓÍÅÖÎÁ Ó 1 ×ÇÒÁÆÅ G|3| (�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÉ Ó ËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ).ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ |x1|G = 3, ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á U ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ G Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÇÒÁÆÅ G×ÅÒÛÉÎÁ b1 { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÅÄ ×ÅÒÛÉÎÙ 1. ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ,×ÅÒÛÉÎÁ a1 { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÅÄ ×ÅÒÛÉÎÙ b1, �ÏÍÉÍÏ 1. �ÏÇÄÁ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ |12|G = 3, ×ÅÒÛÉÎÁ a1 ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ 2 × ÇÒÁÆÅ G. îÏÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÇÒÁÆÁ G(M).



166 ÷. ó. óáíïêìï÷2. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÕÔØ (a1b11a2b22)ÄÌÉÎÙ 5. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ �ÅÒÅÉÍÅÎÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ a1, b1, 1,a2, b2, 2 × a0; a1; a2; a3; a4; a5 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÞÔÏ ∀i = 0 : : : 4 ×ÅÒÛÉÎÙ ai É ai+1 ÓÍÅÖÎÙ × ÇÒÁÆÅ G), É ÂÕÄÅÍÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÉÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 6, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a7 = a1.ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, Ó ËÁËÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �Å�ÏÞËÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖ-ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ U . ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÏ×ÎÏ ÓÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ {a0; a3}, ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ {a1; a4}, É ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÏÊÉÚ {a2; a5}. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ 8 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. óÒÁÚÕÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ { ËÏÇÄÁ x ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÞÅÒÅÚÏÄÎÕ (ÔÏ ÅÓÔØ, Ó a0; a2 É a4 ÉÌÉ Ó a1; a3 É a5) { ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ, ÔÁË ËÁË ×ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÁÄÉÕÓ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ÇÒÁÆÅ G ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ Ä×ÕÍ.÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÅÓÔÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ, ËÁË ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ×ÅÒÛÉÎÁ xÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ai−1; ai; ai+1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ, ÔÏ ÏÎÁÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, Ó ai Éai+1. �ÏÇÄÁ ÅÊ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÊ ÅÝ£ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ai−1É ai+2. ïÂÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ai, ai+1.òÁÚÄÅÌÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁU ÎÁ 6 ÔÉ�Ï× ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÍÕ, Ó ËÁËÉÍÉÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÏÎÉ ÓÍÅÖÎÙ × ÇÒÁÆÅ G. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÉ�Á iÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÍÅÖÎÙÅ Ó ai−1; ai É ai+1.äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÎÁÚÏ×£Í ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ× ÇÒÁÆÅ G ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U É ÚÁÎÑÔÏÊ ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÅÓÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 2 Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×Å-ÛÉÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.ðÕÓÔØ ak { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM (ÉÌÉ ÌÀÂÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÅÓÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÔ). ÷ÅÒÛÉÎÁ ak−1ÉÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ak+1 ÓÍÅÖÎÁ Ó ak × ÇÒÁÆÅ G É ÏÂÅ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÚÁÎÑ-ÔÙÅ. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ak−1 ÓÍÅÖÎÁ Ó ak × ÇÒÁÆÅ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ×ÅÒÛÉÎÕ x ∈ U , ÓÍÅÖÎÕÀ Ó ak−1 × ÇÒÁÆÅ G. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ai 6= ak ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ U , ÓÍÅÖÎÁÑ Ó ai, ÑÓÎÏ,ÞÔÏ rG(x) 6 2.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÅÓÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Å Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ×ÅÒÛÉÎÙ. åÓÌÉ ÜÔÏ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ak É ak+1, ÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ÍÏÇÕÔ�ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÉ�Ï× k + 3 É k + 4. åÓÌÉ ÜÔÏ Ä×Å×ÅÒÛÉÎÙ ak É ak+2 { ÔÏ ÔÏÌØËÏ ÔÉ�Á k + 4. á ÅÓÌÉ ÜÔÏ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 167ak É ak+3, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÏÏÂÝÅ ÎÉËÁËÏÇÏÔÉ�Á.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÙÈ ÔÉ�Ï× ×ÅÒÛÉÎ ÒÅÁÌØ-ÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔÏ×ÁÔØ ÍÏÇÕÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ Ä×Á. ðÒÉÞ£Í, ÅÓÌÉ ÉÈ Ä×Á, ÔÏ ÜÔÏÄ×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÉ�Á.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G|3| ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U { ×ÉÓÑÞÉÅ. ëÁ-ÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ G|3| ÔÏÌØËÏ Ó×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM . ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÉ�Ï×0, 2, 3 É 5 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÙ × ÇÒÁÆÅ G|3| ÔÏÌØËÏ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÒÛÉÎÁ x ÔÉ�Á 0 ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a5; a0É a1, �ÒÉ ÜÔÏÍ |xa2|; |xa4| 6 2, ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ |xai| = 3, ÔÏ i = 3). úÎÁ-ÞÉÔ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ G|3| ÅÓÔØ ÎÅ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 1ÉÌÉ 4.îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÔÉ�Á 1. ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, Ó ËÏÔÏ-ÒÙÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 1 × ÇÒÁÆÅ G|3| { ÜÔÏ a4 É a5.äÁ×ÁÊÔÅ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ |xa5| 6= 3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á U ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÉ�Á 1 ÉÌÉ ÅÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÒÛÉÎÁÔÉ�Á 2, ÔÏ |xa5| = 4. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ ÔÉ�Á 1, ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 0,ÔÏ xa5 = 2 (�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 0 ÓÍÅÖÎÁ Ó a5).éÔÁË, × ÇÒÁÆÅ G|3| ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U { ×ÉÓÑÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÉÈÍÏÖÎÏ ×ÙËÉÎÕÔØ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÆ G|3|(M)Ó×ÑÚÅÎ.ðÏÓËÏÌØËÕ × ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ Ò£ÂÒÁ a0a1; : : : ; a4a5, × Î£Í |aiaj | 6 |i− j|.ðÏÜÔÏÍÕ × ÇÒÁÆÅ G|3|, ËÒÏÍÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ò£ÂÅÒ a0a3, a1a4,a2a5 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ Ò£ÂÒÁ a0a4; a1a5; a0a5. ÷ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÁÛÅÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ 5 Ò£ÂÅÒ, �ÏÜÔÏÍÕ × ÇÒÁÆÅG|3|(M) ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÉÚ Ò£ÂÅÒ a0a4; a1a5; a0a5.ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÔÉ�Á 0. ïÎÁ ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ G Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉa0; a1; a5, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÏÇÄÁ |a0a5| 6 2; |a1a5| 6 2, É ÇÒÁÆÅ G|3|(M) ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÅ 4 Ò£ÂÅÒ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 5. úÎÁÞÉÔ, ÎÅÔ×ÅÒÛÉÎ ÔÉ�Ï× 0 É 5, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÉ�Ï× 1{4.ðÏÓËÏÌØËÕ × ÇÒÁÆÅ G|3| ÉÚ Ò£ÂÅÒ a0a4; a1a5; a0a5 ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á,ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ a0a4 ÉÌÉ a1a5. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, × ÇÒÁ-ÆÅ G|3| ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ a0a4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÔØ l ÄÌÉÎÙ 3, Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ×ÅÒ-ÛÉÎÅ a0 É ËÏÎ�ÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ a4. ðÕÓÔØ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ×ÅÒÛÉÎÁ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U . �ÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ G ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÍÅÖÎÁ Ó ÏÄ-ÎÉÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÎ�Ï× �ÕÔÉ l É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ.åÓÌÉ ÏÎÁ ÓÍÅÖÎÁ Ó a0, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 1. îÏ ÔÏÇÄÁ |xa4| = 3. åÓÌÉ



168 ÷. ó. óáíïêìï÷ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÏÔ a0, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á2. îÏ ÔÏÇÄÁ |xa4| = 2.�Å�ÅÒØ, �ÕÓÔØ ÎÁ �ÕÔÉ l Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ x; y ∈ U . �ÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÁ xÓÍÅÖÎÁ Ó a0 (ÔÏ ÅÓÔØ, ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 1), Á ×ÅÒÛÉÎÁ y ÓÍÅÖÎÁ Ó a4(ÔÏ ÅÓÔØ, ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÉ�Á 3 ÉÌÉ 4). ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÅÓÌÉ ×ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï×, ÔÏ ÜÔÏ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÉ�Ù.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.éÔÁË, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 3-ÍÏÎÏÛÉÒÏËÉÍ, ÔÏ × G ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ 3n− 7 Ò£ÂÅÒ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 5 �ÒÉ×ÅÄ£Î �ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÉÈ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ 3n− 7.

òÉÓ. 5. çÒÁÆÙ G É G|3|:îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÌÅ×Á ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÇÒÁÆ G, Á Ó�ÒÁ×Á { ÇÒÁÆ G|3|. úÄÅÓØÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ a1; b1; 1; a2; b2; 2; x; y, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n− 8 ×ÅÒÛÉÎÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ËÌÉËÅ K. �ÁËÖÅ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÌÉËÉ K ÓÍÅÖÎÙ Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ x; y; a2; b2; 2.ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × G. ÷ ÇÒÁÆÅ G(V (G) \ V (K)) ÉÍÅÅÔ-ÓÑ 11 Ò£ÂÅÒ, ÚÎÁÞÉÔ, × G(V (G) \ V (K)) ÉÈ 8×72 − 11 = 28 − 11 = 17.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |EG(V (K); V (G) \ V (K))| = 3(n− 8). ÷ÓÅÇÏ3(n− 8) + 17 = 3n− 24 + 17 = 3n− 7: �éÔÁË, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ 3-ÍÏÎÏÛÉÒÏ-ËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ìÅÍÍÁ 4 É ÏÄÎÁ ÎÅÓÌÏÖÎÁÑ ÉÄÅÑ �ÏÍÏÇÕÔ ÎÁÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÉ × ÓÌÕÞÁÅ 3-ÛÉÒÏËÉÈ ÇÒÁÆÏ×.



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 169�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ G { 3-ÛÉÒÏËÉÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n > 7 ×ÅÒÛÉÎÁÈ. �ÏÇÄÁÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G ÒÁ×ÎÏ 3n− 8.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ìÅÍÍÅ 1, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÇÒÁÆÅ 3G ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ. òÁÚÂÅÒ£Í Ä×Á×ÁÒÉÁÎÔÁ: ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ 2, É ËÏÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ.ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 3G ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, G { 3-ÛÉÒÏËÉÊ ÇÒÁÆ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÇÒÁÆ 3G Ó×ÑÚÅÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 3-ÓÒÅÚÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 3, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ × 3G ÅÓÔØ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÒÁÚÍÅÒÁ 3. ðÏÜÔÏÍÕ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ 4, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ × G ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ 3n− 8 Ò£ÂÅÒ.�Å�ÅÒØ, �ÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 3G ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ a É b. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |ab|G > 5. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ
|ab|G 6 4. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ , ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2 ÏÔ ÏÂÅÉÈ ×ÅÒÛÉÎ a É b. üÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÓÍÅÖÎÁ × 3G ÎÉ Ó a, ÎÉ Ó b, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÎÔÒÏÌÉ-ÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.éÔÁË, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, |ab|G > 5. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ×ÅÒÛÉÎÙ  É d ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÒÏ×ÎÏ 5 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ l ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ÷ Î£Í 6 ×ÅÒÛÉÎ. ëÁÖÄÁÑÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ { ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÂÙ �ÕÔØ (d) ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ 4, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ.�Å�ÅÒØ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ò£ÂÅÒ × G. íÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁ-ÍÉ �ÕÔÉ l { ÒÏ×ÎÏ 6(6−1)2 −6+1 = 15−5 = 10 Ò£ÂÅÒ. é ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ�ÕÔÉ É ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ { ÈÏÔÑ ÂÙ 3(n − 6). ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑÂÙ 3(n− 6) + 10 = 3n− 8.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 5, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉÖÅ ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÕÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÅÒ×ÙÍÉ ÔÒÅÍÑ (ÒÉÓÕÎÏË 6).úÄÅÓØ ×ÅÒÛÉÎÙ a1{a6 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ × �Å�ÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ 5, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅn−6 ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÌÉËÕ K. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÌÉËÉ KÓÍÅÖÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a1; a2; a3. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × G:6× 52 − 5 + 3(n− 6) = 10 + 3n− 18 = 3n− 8:



170 ÷. ó. óáíïêìï÷
òÉÓ. 6. ðÒÉÍÅÒ 3-ÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ó3n− 8 Ò£ÂÒÁÍÉ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 3-ÛÉÒÏËÉÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × 3G×ÅÒÛÉÎÁ a6 ÓÍÅÖÎÁ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ, ËÒÏÍÅ a5 É a4. üÔÏ ÖÅÄ×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÍÅÖÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ a1, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÍÅÖÎÁ Ó a6. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ a6 ÅÓÔØ �ÕÔØ ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ 3G,ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ 3G Ó×ÑÚÅÎ. �

§3. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ò£ÂÅÒ × k-ÛÉÒÏËÉÈÇÒÁÆÁÈ.éÔÁË, × ÓÌÕÞÁÅ k = 3 ×Ï�ÒÏÓ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ. äÁ×ÁÊÔÅ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÊÍ£ÍÓÑÏÂÝÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ.ðÕÓÔØ ÅÓÔØ k-ÛÉÒÏËÉÊ ÇÒÁÆ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÕÀ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ x.�ÁË ËÁË ÇÒÁÆ k-ÛÉÒÏËÉÊ, ÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÊ × kG. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÈÏÔÑ ÂÙ k ÏÔ x.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÔØ É ×ÅÒÛÉÎÁ y ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÒÏ×ÎÏ k ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ x.ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÕÔØ (xy) ÄÌÉÎÙ k, É ËÁËÕÀ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÕ z ∈ G ÎÅ ÉÚÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ. ðÕÓÔØ z ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ�ÕÔÉ. �ÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ a; b ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒ£È ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÜÔÏÍ �ÕÔÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ïÄÎÁËÏ × ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÒÅÚÏË (ab) �ÕÔÉ (xy) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÕÔØ (azb). ðÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÊ �ÕÔØ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ k − 1, ÞÔÏ ×ÈÏÄÉÔ × �ÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ |xy| = k. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × ÜÔÏÍ �Õ-ÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ, É ÍÅÖÄÕ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÕÔÉ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ k Ò£ÂÅÒ. ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÏ�ÅÎËÁ: |E(G)| > (k−2)(n−k−1)+ k(k+1)2 −k = (k−2)n− 12k2+ 12k+2.ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ×ÓËÏÒÅ, Å£ ÍÏÖÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ.



÷åòèîññ ïãåîëá ëïìéþåó�÷á ò³âåò ÷ çòáæå 171�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ k-ÛÉÒÏËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×ÅÒÎÁ Ï�ÅÎËÁ
|E(G)| > (n− 2k) (2k − 4[log2 k℄− 1) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÄÇÒÁÆÏ× T1; T2; : : :ÇÒÁÆÁ G Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ p1; p2; : : : ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; �ÒÉÞ£ÍÔÁË, ÞÔÏ rTi (pi) 6 k −

[ k2i ]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÉÅ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ x1 É y1× ÇÒÁÆÅ G, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ k ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, É �ÕÔØ L1 ÄÌÉ-ÎÙ k, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÆ T1, Á ×ÅÒÛÉÎÏÊ p1 ÂÕÄÅÔÓÅÒÅÄÉÎÁ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ (ÉÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÅÒÅÄÉÎ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ k).îÅÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ |x1p1|; |p1y1| 6 ⌈k2⌉ = k −
[k2 ], ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,rT1(p1) 6 k − [k2 ].�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ T1; T2; : : : ; Ti−1 É p1; p2; : : : ; pi−1 ÕÖÅ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÙ. äÁ×ÁÊÔÅ �ÏÓÔÒÏÉÍ Ti É pi.

òÉÓ. 7. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ti É pi.�ÁË ËÁË ÇÒÁÆ kG Ó×ÑÚÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ ui ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÒÏ×ÎÏ kÏÔ pi−1. ðÒÉ ÜÔÏÍ, rTi−1(pi−1) 6 k− [ k2i−1 ], �ÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ(pi−1ui)-�ÕÔØ Li ÄÌÉÎÙ k, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ k−[ k2i−1 ]+1 ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÌÅÖÁÔ× Ti−1, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ [ k2i−1 ] ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ Ti−1.ðÕÓÔØ yi { ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë ui ÔÏÞËÁ �ÕÔÉ Li, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÇÒÁÆÅ Ti−1.ðÏÓËÏÌØËÕ |yiui| >
[ k2i−1 ], ÔÏ ÎÁ �ÕÔÉ Li ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ yi É ui ÅÓÔØ×ÅÒÛÉÎÁ xi, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ [ k2i−1 ] ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ yi. ïÂßÅÄÉÎÉ×Ti−1 É ÏÔÒÅÚÏË yixi �ÕÔÉ Li, �ÏÌÕÞÉÍ Ti. �Å�ÅÒØ, �ÏÄ×ÉÎÕ× ×ÅÒÛÉÎÕpi−1 �Ï �ÕÔÉ Li ÎÁ [ k2i ] × ÓÔÏÒÏÎÕ ×ÅÒÛÉÎÙ xi, �ÏÌÕÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ pi.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ rTi(pi) 6 k− [ k2i ]. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ �ÕÔÉ Li



172 ÷. ó. óáíïêìï÷ÌÅÖÉÔ ÏÔ pi ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ k−[ k2i ], Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙz ∈ Ti−1 ÉÍÅÅÍ
|zpi| 6 rTi−1(pi−1) + [ k2i ] 6 k − [ k2i−1 ] + [ k2i ] 6 k − [ k2i ] :�Å�ÅÒØ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÄÏ ËÁËÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁÄÏ ÓÔÒÏÉÔØ Ti É pi. ðÒÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÉ Ti+1 ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ × Ti ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ[ k2i ℄ − 1. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ, �ÏËÁ ÅÓÔØ ÇÁÒÁÎÔÉÑ, ÞÔÏ �ÕÔØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙÄÏÂÁ×ÉÍ, ÂÕÄÅÔ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒ£È, ÔÏ ÅÓÔØ, × Î£Í ÂÕÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ:

[ k2i ] > 4 ⇔ k2i > 4⇔ k > 2i+2 ⇔ i 6 log2 k − 2:óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ Ti É pi { ÜÔÏm = [log2 k℄− 2. ï�ÅÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × Tm:
|V (Tm)| = k + 1 + [k2]+ [k4]+ · · ·+ [ k2m ]

6 k + 1 + k − [ k2m]

6 2k:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÉÚ Ti ÚÁ U . ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×Ù-ÑÓÎÉÌÉ, |U | > n − 2k. äÁ×ÁÊÔÅ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × G. äÌÑÜÔÏÇÏ Ï�ÅÎÉÍ |EG(U; V (Tj+1 \ Tj))| ÄÌÑ 0 6 j < m (ÓÞÉÔÁÅÍ T0 �ÕÓÔÙÍÇÒÁÆÏÍ).ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 6 j < m ÇÒÁÆ Tj+1 \ Tj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚ-ËÏÍ �ÕÔÉ Lj+1 É Lj+1 { ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ pj Éuj+1, ÔÏ É Tj+1 \ Tj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ �ÕÔ£Í ÍÅÖÄÕ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÎ-�ÁÍÉ É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ [ k2j ]. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ ÒÁÎÅÅ, ËÁ-ÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉTj+1 \ Tj . ðÏÜÔÏÍÕ |EG(U; Tj+1 \ Tj)| > ([ k2j ]

− 3)(n− 2k). úÎÁÞÉÔ,
|E(G)|>(n−2k)m−1

∑j=0 [ k2j ]−3m

>(n−2k)m−1
∑j=0 ( k2j − 1 + 12j )−3m



> (n− 2k)(2k − k2m + 1− 12m −m− 3m)= (n− 2k)(2k + 1− k + 12m − 4m) :äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ[log2 k℄ > log2 k − 1⇒ 2[log2 k℄−2 > 2log2 k−3 = k8 ⇒ − 12[log2 k℄−2 > −8k ;
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− 12m > −8kÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

|E(G)| > (n− 2k)(2k + 1− k + 12m − 4m)> (n− 2k)(2k + 1− (k + 1) · 8k − 4[log2 k℄ + 8)= (n− 2k)(2k − 4[log2 k℄ + 1− 8k) ;ÞÔÏ �ÒÉ k > 4 ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ(n− 2k) (2k − 4[log2 k℄− 1) ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �äÌÑ k-ÛÉÒÏËÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÜÔÏ, ËÁË ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, × Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍÓÍÙÓÌÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ÇÒÁÆ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒÕ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2: ×ÚÑÔØ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 2k, Á×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ó �ÅÒ×ÙÍÉ ÔÒÅ-ÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ. ÷ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (2k−3)n+O(k2)Ò£ÂÅÒ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÁÛÅÊ Ï�ÅÎËÅ �ÒÉ n → ∞; k = o(√n), × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. æ. èÁÒÁÒÉ, �ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×. íÉÒ, í. 1973. (ðÅÒÅ×ÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ. F. HararyGraph Theory, 1969.)2. R. Diestel, Graph Theory. Springer-Verlag, New York 1997.3. J. A. Bondy, U. S. R. Murty, Graph Theory With Appliations. North-Holland, NewYork 1997.4. H. Fleishner, The square of every two-onneted graph is Hamiltonian. | J. Com-binatorial Theory Ser. B 16 (1974), 29{345. A. M. Hobbs, Some Hamiltonian results in powers of graphs. | J. Researh Nat.Bureau Stand. Set. B, 77 (1973), 1{10.6. G. Chartrand, S. F. Kapoor., The ube of every onneted graph is 1-hamiltonian.| J. Researh Nat. Bureau Stand. Set. B 73 (1969), 47{48.Samoilov V. S. An upper bound on the number of edges of a graphwhih k-th power has onneted omplement.We all a graph k-wide, if for any division of its vertex set into twosets one an hoose verties of distane at least k in these sets (i.e., the
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