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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÏÄ ËÁÒÔÏÊ M ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÒÏÄÁ g ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÅ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G × ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ X , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ X \ G �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ f Ó×ÑÚÎÙÈÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÄÉÓËÕ. �ÁËÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÁÒÔÙ M, ÉÍÅÀÝÅÊ v ×ÅÒÛÉÎ (ÔÏÞÅË ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ X) É n ÒÅÂÅÒ (ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÎÅÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ v). ðÏÄ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉËÁÒÔÁÍÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁÒÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕÉ ÔÕ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎØ d. ëÁÒÔÁ M Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ËÁÒÔÏÊ.ïÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÒÁÂÏÔ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ËÁÒÔÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g, ÂÙÌÁ ÒÁÂÏÔÁ õÏÌÛÁ É ìÅÍÁÎÁ [1℄. ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏ-ÔÅ Á×ÔÏÒÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÄÈÏÄ �ÁÔÔÁ [2, 3℄, Ë �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ �ÌÁÎÁÒÎÙÈËÁÒÔ, �ÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅ×ÙÈËÁÒÔ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g É �ÏÄÓÞÉÔÁÌÉ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÌÑ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÞÎÏÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �g(n) ËÁÒÔ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊÇÒÁÎØÀ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g É ÉÍÅÀÝÉÈ n ÒÅÂÅÒ. ÷ ÓÅ-ÒÅÄÉÎÅ ×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ èÁÒÅÒ É úÁÇÉÒ Ó �ÏÍÏÝØÀÍÅÔÏÄÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �ÏÌÕÞÉÌÉ ËÒÁÓÉ×ÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ �g(n) [4℄. ÷ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ó×ÅÖÅÊ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ þÁ�ÕÉ Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉÚÑÝÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÜÔÉÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊ. �ÁÍ ÖÅ ÏÎ �ÏËÁÚÁÌ, ËÁË ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÁÒÔ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁ-ÎØÀ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ 3-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ (ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ) ËÁÒÔ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÁÒÔÙ, ËÁÒÔÙ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÒÏÄÁ g, �ÏÍÅÞÅÎ-ÎÙÅ É ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÁÔÒÙ. 74



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 75ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ × ×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÙÅÇÏÄÙ Ä×ÁÄ�ÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ÒÁÂÏÔÙ [6, 7℄, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÅ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÉÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ (ÎÅËÏÒÎÅ×ÙÈ) ËÁÒÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ. éÄÅÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄, ÂÙÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÉÌÅ-ÎÙ × ÓÔÁÔØÅ íÅÄÎÙÈ É îÅÄÅÌÉ [8℄. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÎÅËÏÒÎÅ×ÙÈ ËÁÒÔ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÏÄÁg ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ ×ÁÖÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ, ÉÌÉ ËÁÒÔ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌ-ÄÁÈ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ, íÅÄÎÙÈ É îÅÄÅÌÅ ÕÄÁÌÏÓØ ×Ù×ÅÓÔÉ Ñ×ÎÕÀÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÎÅËÏÒÎÅ×ÙÅ ËÁÒ-ÔÙ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÏÄÁ g ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ n.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÏÄÁ. ÷ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÆÏÒÍÕÌÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ õÏÌÛÅÍ É ìÅÍÁÎÏÍ, Á ÔÁËÖÅ �ÏÄÈÏÄ, Ï�ÉÓÁÎ-ÎÙÊ × ÒÁÂÏÔÅ [8℄, �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈd-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÒÏÄÁ g. ÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÙÈ d > 2 ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ Ñ×ÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÔÁËÉÈ ËÁÒÔ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÅ × [9℄ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ d = 3. ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ×Ù×ÏÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ËÁË ËÏÒÎÅ×ÙÅ, ÔÁË É ÎÅ-ËÏÒÎÅ×ÙÅ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. ÷ËÏÎ�Å ÓÔÁÔØÉ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÁÂÌÉ�Ù ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ËÁÒÔ �ÒÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ g É d.
§2. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉæÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ n, v É f ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÙM ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g:v − n+ f = 2− 2g: (1)÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÒÔÙ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏÕ�ÒÏÓÔÉÔØ: n− v = 2g − 1: (2)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÉÚ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÕ-ËÏ�ÏÖÁÔÉÑÈ (ÓÕÍÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁ×ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÕÒÅÂÅÒ) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁd · v = 2n: (3)



76 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïáÎÁÌÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (2) É (3) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÒÔÙ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁ-ÎØÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ d. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ f = 1 ÒÁÚÎÏÓÔØ n − vÞÅÔÎÏÊ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (3) ×ÍÅÓÔÏ n ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁn = 2i+ v; i = 0; 1; 2; : : : ;ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÁÒÔÙ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁd = 2 + 4i; i = 0; 1; 2; : : :ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÏÌØËÏ 3 É 4-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÏÄÁ g > 0. äÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁ d ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (2), (3) ÉÍÅÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ 4g−2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d−2. ë �ÒÉÍÅÒÕ, × ÓÌÕÞÁÅ d = 5ËÁÒÔÙ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈÒÏÄÁ g = 2 + 3i, i = 0; 1; 2; : : :. äÌÑ ËÁÒÔ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ f ÔÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÒÏÄ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ.
§3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÉÎ�É�Ù �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈËÁÒÔïÓÎÏ×ÎÁÑ �ÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎ-ÎÙÈ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. óÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÁÌÉÞÉÑ Õ ÔÁËÉÈ ËÁÒÔÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÎÁ �ÅÒ-×ÏÍ ÜÔÁ�Å ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÁÒÔ, Á ÚÁÔÅÍÓ �ÏÍÏÝØÀ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅÍÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁ, �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÁÒÔ.îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÍÅÞÅÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ M ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØËÁÒÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÅÅ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ (ÉÌÉ �ÁÒÁ \×ÅÒÛÉÎÁ-ÒÅÂÒÏ"). �ÁËÕÀ ËÁÒÔÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÒÎÅ×ÏÊ. �ÁË ËÁË ÌÀÂÏÊÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÒÔÙ M, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÏÒÎÅ×ÏÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ,ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ [3℄, ÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ËÁÒÔ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÕÞÉ-ÔÙ×ÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X .ðÏÓÌÅ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅ×ÙÈ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÍÏÖÎÏ�Ï�ÙÔÁÔØÓÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÒÁÂÏÔÅ [8℄ �ÏÄÈÏÄ, �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 77ÒÏÄÁ g. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÏÂß-ÅËÔÏ× { ìÅÍÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ { �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÑ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù S, ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÉÓÞÉÔÁÅÍ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ. ÷ [8℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ËÁÒÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× � ÇÒÕ��Ù SÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÕÌÏÖÅÎÁ ËÁÒ-ÔÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ: �Ï ÚÁÄÁÎ-ÎÏÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÕ Ï�ÉÓÁÔØ É �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ËÁÒÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ �Å-ÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ �ÏÄ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÄÅÅÊÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ [8℄.ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÕ ÉÄÅÀ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ËÁÒÔ M ÎÁ ÔÏÒÅ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÏÒÁ × ×ÉÄÅ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ë×ÁÄÒÁÔÁÓ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁË ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÁÒÔÕ M ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÔÏÒ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÌÁ × ÓÅÂÑ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑÈ ÜÔÏÇÏË×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�=L. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ ÄÏ-�ÕÓËÁÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÒÉÏÄÁ L (ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ L).úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÉÈ ×ÒÁÝÅÎÉÑÈ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅËË×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÏÂÙÈ (ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÉÈ) ÔÏÞÅË. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ,ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÅÅ ÏÒÂÉÔÙ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�=L ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó L.ïÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ { ÜÔÏ ÔÏÞËÁ, ÍÏÝÎÏÓÔØ ÏÒÂÉÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØ-ÛÅ L.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÒÁÝÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÔÏÒ, ÎÁ ÕÇÏÌ × 180◦ (L = 2) (ÒÉÓ.1,a). õ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÏÒÂÉÔÙ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ×ÒÁÝÅÎÉÊ Z2 ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù É ÒÁ×ÎÁ Ä×ÕÍ. ïÄÎÁËÏ, �ÏÍÉÍÏ ÜÔÉÈÔÏÞÅË, Õ ÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ, ÏÓÔÁÀÝÉÅÓÑ ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÙÍÉ �ÒÉ ÔÁËÉÈ ×ÒÁÝÅÎÉÑÈ: ÔÏÞËÁ x, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ �ÅÎÔÒÕ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ, ÔÏÞËÁ z, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÞÅÔÙÒÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (�ÒÉ ÓËÌÅ-É×ÁÎÉÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ×ÓÅ ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ �Å-ÒÅÈÏÄÑÔ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ z ÎÁ ÔÏÒÅ), Á ÔÁËÖÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ y1, y2,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍ ÓÔÏÒÏÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÝÎÏÓÔØÏÒÂÉÔ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÏÄÉÎÁËÏ×Á É ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å.
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x(a) (b)òÉÓ. 1. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÏÒÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÔÏÒÁ ÎÁ ÕÇÏÌ × 90◦ (L = 4) (ÒÉÓ.1,b).ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÒÁÝÅÎÉÉ Õ ÎÁÓ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÞÅÔÙ-ÒÅ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÉ. ä×Å ÉÚ ÎÉÈ { ÔÏÞËÉ x É z { �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÏÓÔÁÀÔÓÑÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÔÁËÉÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÏÒÂÉÔ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å). �ÏÞËÉ ÖÅ y1 É y2�ÅÒÅÈÏÄÑÔ �ÒÉ ÔÁËÉÈ ×ÒÁÝÅÎÉÑÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÝÎÏÓÔØÏÂÝÅÊ ÄÌÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙ ÒÁ×ÎÁ Ä×ÕÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÄÌÑ �ÏÌÎÏ-ÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÏÒÂÉÔÙ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑÒÁ×ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÍ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊÔÏÒ X ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÏÅ L-ÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÆÅÒÙ O, ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅ-ÎÉÑ (branh points). íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ O Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅ-ÎÉÑ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ g-admissible orbifold (g-ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÊÏÒÂÉÆÏÌÄ), ÇÄÅ g { ÒÏÄ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ O �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X . ðÒÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ { ÔÏÒ) ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ O. óÁÍÏ ÖÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÍ × ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅ-ÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï L �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X . õ ÔÏÞÅËÖÅ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ L. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ (ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ)ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÍ O ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X . ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÏÂÒÁ-ÚÏ× ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÏÒÂÉÔÙ ÌÀÂÏÇÏÔÁËÏÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ZL. óÁÍÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ×ÅÔ×ÌÅ-ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ (branh index) { ÞÉÓÌÁ m, ÒÁ×ÎÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÕ (ÉÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 79ÌÉÓÔÏ× × ÎÁËÒÙÔÉÉ) L, ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÄÁÎÎÏÊÔÏÞËÉ. îÁËÏÎÅ�, ×ÓÅ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ L-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑO ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ X ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÇ-ÎÁÔÕÒÙ (g; g; L; [m1; : : : ;mr℄); 1 < m1 6 : : : 6 mr;× ËÏÔÏÒÏÊ g ÅÓÔØ ÒÏÄ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X , g { ÒÏÄ ÏÒÂÉÆÏÌÄÁO, L { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔÏ× × ÎÁËÒÙÔÉÉ, r { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ,mi { ÉÎÄÅËÓÙ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ.òÁÚÂÅÒÅÍ Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÙ. ÷ ÓÌÕ-ÞÁÅ L = 2 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÔÏÒÏÍ XÓÆÅÒÙ O  ÞÅÔÙÒØÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ× mi = 2. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(1; 0; 2; [2; 2; 2; 2℄)≡ (1; 0; 2; [24℄):÷ ÓÌÕÞÁÅ L = 4 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÆÅÒÙ ÔÏÒÏÍ ÓÔÒÅÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁ-ÍÉ ÎÁ ÔÏÒÅ. óÉÇÎÁÔÕÒÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ (1; 0; 4; [2; 4; 4℄) ≡ (1; 0; 4; [2; 42℄):÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ËÁÒÔÅ M, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÔÏÒÅ É �ÅÒÅÈÏÄÑÝÅÊ ×ÓÅÂÑ �ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑÈ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�=L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 1=L-ÀÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ËÁÒÔÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ,ÓËÌÅÉ×ÁÑ L ÔÁËÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ëÁÖÄÁÑ 1=L-Ñ ÞÁÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÊËÁÒÔÙ M �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÕ (quotientmap) M, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. æÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÁÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÁÒÔÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ, �ÏÍÉÍÏ ÏÂÙÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ,ÍÏÇÕÔ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÓ-ÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ M É ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÏÊ M.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ËÁÒÔÕ M, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï-×ÏÒÏÔÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÔÏÒ, ÎÁ ÕÇÏÌ × 180◦ (ÒÉÓ.2). ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ËÁÒÔÙ M ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÕ M, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. üÔÏ ÂÙÌÁ ÂÙ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁÒÔÁ ÎÁÓÆÅÒÅ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ, × Ä×Á ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉ-ÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ M, ÅÓÌÉ ÂÙ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÂÙÌÏÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. îÁÌÉÞÉÅ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÁÍ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÎÁ ÓÆÅÒÅ. �ÁË, ÅÓÌÉ



80 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïËÁËÁÑ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÅ M ÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÏÓÏ-ÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÓ�ÁÄÅÔÓÑ ÎÁ L = 2 ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ M ÎÁÔÏÒÅ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï�ÁÄÅÔ × �ÅÎÔÒ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ × ÏÓÏ-ÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÅÊ ÎÁ ÔÏÒÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ.
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()òÉÓ. 2÷ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ mi ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ O. �Ï-ÇÄÁ ÔÁËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ L=mi ×ÅÒÛÉÎ ËÁÒÔÙ M ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ d ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ x̃ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ×mi ÒÁÚ É ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ mid. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÝÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ×ËÌÀÞÁÑ É ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ x̃ ÒÅÂÒÁÍ, ÏÓÏÂÙÍÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÁÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÚÍÎÏÖÉÔØÓÑ × L ÒÁÚ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ, ÍÙ É ÄÏÌÖÎÙ ÌÀÂÏÊ ÌÕÞ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ x̃, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÊÓÅËÔÏÒ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÌÕÞÁÍÉ, ÒÁÚÍÎÏÖÉÔØ × mi ÒÁÚ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ O �Ï�ÁÌÁ ×�ÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ f ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÒÁÚÍÎÏ-ÖÉÔÓÑ × L=mi ÒÁÚ, ÇÄÅ mi { ÉÎÄÅËÓ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 81ÇÒÁÎÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ [8, 10℄. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ×ÅÒÛÉÎÕ, \ÓÔÅ�ÅÎØ" ÇÒÁÎÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ÅÊ ÒÅÂÅÒ É ×ÅÒÛÉÎ, ÄÏÌÖÎÁ �ÒÉ �ÏÄÎÑÔÉÉ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ × mi ÒÁÚ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ É �ÏÎÑÔØ, ÏÔËÕÄÁ Õ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ
M �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ �ÒÏ-ÓÔÅÊÛÕÀ ÞÅÔÙÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ËÁÒÔÕ M ÎÁ ÔÏÒÅ X , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ É ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ (ÒÉÓ.2,a). îÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÔÏÒ, ÔÁËÕÀ ËÁÒÔÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ, �ÏÍÅÓÔÉ×ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ × �ÅÎÔÒ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, Á Ä×Á ÒÅÂÒÁ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ b1 É b2 Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÒÉÓ.2,b). üÔÁËÁÒÔÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÁÈ ÎÁ ÕÇÏÌ × 180◦. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ,ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ O, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÕ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÔÏÞËÁ-ÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ× mi = 2, ËÁÒÔÅ M ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÁ M, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x̃ ÓÔÅ�ÅÎÉ2 É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÁÎØ f . ïÄÎÁËÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ x̃ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ ÂÕÄÕÔÉÓÈÏÄÉÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÒÅÂÒÁ, Á ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ d1 É d2, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ× ×ÅÒÛÉÎÅ x̃ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÒÂÉÆÏÌ-ÄÁ O ÉÎÄÅËÓÁ 2 (ÒÉÓ.2,). ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ �ÒÉ �ÏÄÎÑÔÉÉÎÁ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÅ O ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏËÁÒÔÙ M.áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÍÅÎÎÏ, ÌÀ-ÂÁÑ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÁ M ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÒÅÂÅÒ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÔ ÔÏÞÅË×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ, ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÞËÁÈ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ O ÉÎÄÅËÓÏ× mi = 2. ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ e ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÒÁÚÍÎÏÖÉÔÓÑ × L ÒÅÂÅÒ ËÁÒÔÙ M ÎÁ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÍ O ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ X , Á ËÁÖÄÏÅ ×ÉÓÑÞÅÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÏ d ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÒÁÚÍÎÏ-ÖÉÔÓÑ × L=2 ÒÅÂÅÒ ËÁÒÔÙ M.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏÇÕÔ ÏÔ×Å-ÞÁÔØ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÏÒÂÉÆÏÌÄÕ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÓÌÕÖÁÔ Ä×Á ×ÒÁÝÅÎÉÑË×ÁÄÒÁÔÁ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÏÇÏ Ó ÔÏÒÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ 90◦ ÉÎÁ 270◦. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ÔÁËÉÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÅÒÉÏÄÁ L ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑ-ÀÔÓÑ Ó Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g× �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ ZL. �ÁÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈÜ�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÒÁÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅEpi0(�1(O);ZL) = m2gJ2g(L=m)E(m1; : : : ;mr); (4)



82 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïÇÄÅ m = lm(m1; : : : ;mr) { ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÉÎÄÅËÓÏ× ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ, Jk(n) { ÆÕÎË�ÉÑ öÏÒÄÁÎÁ (Jordan's totient funtion)Jk(n) = nk∏p|n (1− 1pk) ;E(m1; : : : ;mr) = 1m m∑k=1 r∏i=1�(k;mi);ÇÄÅ �(k;mi) = �(mi)�(ni) �(ni); ni = migd(k;mi) ;�(n) { ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ, �(n) { ÆÕÎË�ÉÑ íÅÂÉÕÓÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÙ m1; : : :,mr [8℄, ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ òÉÍÁÎÁ{çÕÒ×É�Á2− 2g = L(2− 2g −

r∑i=1 (1− 1mi)) ; (5)Á ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÉÄÁm = L �ÒÉ g = 0; m | L �ÒÉ g > 0; (6)lm(m1; : : : ;mi−1;mi+1; : : : ;mr) = m ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : : ; r: (7)ðÏÍÉÍÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (5){(7), ÎÁÍ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ mi [8℄:
• ÅÓÌÉ m ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï mi, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ m, ÞÅÔÎÏ;
• ÅÓÌÉ g > 2, ÔÏ r 6= 1 É r > 3 ÄÌÑ g = 0, ÅÓÌÉ g = 1, ÔÏ r ∈ {0; 3; 4};ÎÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ g = 0, ÔÏ r = 2 ÉÌÉ r = 0;
• ÅÓÌÉ g > 1, ÔÏ L 6 4g + 2.ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇÉ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚ ÌÅÍÍÙ âÅÒÓÁÊÄÁ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈËÁÒÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÒÏÄÁ g, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍÉ ÉÌÉ ÉÎÙÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ [8, Th. 3.1℄:�̃g(n) = 12n ∑L|2n ∑O∈Orb(Sg;ZL)Epi0(�1(O);ZL)�O(2n=L): (8)úÄÅÓØ Orb(Sg ;ZL) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÒÂÉÆÏÌÄÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈÓÑ ËÁËÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Sg ÒÏÄÁ g ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ZL, �O(2n=L) ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ Ó



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 832n=L �ÏÌÕÒÅÂÒÁÍÉ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ O, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÁÒÔÁÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ ÒÏÄÁ g Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ { d-×ÁÌÅÎÔÎÙÍËÁÒÔÁÍ.þÔÏÂÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ Ä×Å�ÏÄÚÁÄÁÞÉ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (5), (6) É (7), Ï�ÉÓÁÔØ×ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅÓÑ �ÒÉ ÜÔÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÏÒÂÉÆÏÌÄÙ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÏÄÁÎÎÏÍÕ ÏÒÂÉÆÏÌÄÕ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÎÁ ÎÅÍ ËÁÒÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅd-×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ËÁÒÔÁÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g, É �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ.
§4. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎØÀòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÁÒÔÁM ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÉÍÅÌÁ ÏÄÎÕ ÇÒÁÎØ, ÔÏ ÔÁËÏ×ÏÊ ÂÕÄÅÔ É ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÁ M ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ O. îÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÁÎØ

M ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ O ÚÁÔÅÍ ÎÅ ÒÁÚÍÎÏÖÉÌÁÓØ, × ÎÅÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÕÖÎÏ�ÏÍÅÓÔÉÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ L. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙÄÏÌÖÎÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÏÒÂÉÆÏÌÄÙ O, × ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, �ÒÉÞÅÍ ÉÎÄÅËÓÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍ L. ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1 <m1 6 m2 6 : : : 6 mr ÉÍÅÅÍ mr = L. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (6) É (7) ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏm = lm(m1; : : : ;mr−1; L); m | L =⇒ m = L:�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÁÒÔÙ M Ó ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎØÀÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎØ d. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ O ÄÏÌÖÎÙ �Ï�ÁÄÁÔØ ÌÉÂÏ × ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÂÏ ÓÏ-×�ÁÄÁÔØ Ó ×ÉÓÑÞÉÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M. ðÒÉ ÜÔÏÍ,ËÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ M ÍÏÇÕÔ ÏËÁÎÞÉ-×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÁÈ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁmi = 2. �ÏÞËÁ ÖÅ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑÉÎÄÅËÓÁmi 6= 1 ÍÏÖÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ x̃ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÔÏÌØ-ËÏ ÌÉÛØ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ mi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ×ÅÒÛÉÎËÁÒÔÙ M. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÁËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ x̃ ÒÁ×ÎÁ d=mi.íÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ m = L. ÷ÙÂÉÒÁÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (7) × ËÁÞÅÓÔ×Åi-Ê ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÔÏÞËÕ, �Ï�Á×ÛÕÀ × ÇÒÁÎØ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ m = L = lm(m1; : : : ;mr−1): (9)÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ d ÅÓÔØ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÓÅ mi, i = 1; : : : ; r − 1, ÄÅÌÑÔd, Á ËÏÇÄÁ d ÅÓÔØ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÓÅ ÔÁËÉÅ mi ÄÅÌÑÔ 2d. õÓÌÏ×ÉÅ (9)



84 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïÔÏÇÄÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ É �ÅÒÉÏÄ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ L ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d × ÓÌÕÞÁÅ d ÞÅÔÎÏÇÏ, ÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 2d × ÓÌÕÞÁÅ dÎÅÞÅÔÎÏÇÏ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÓÔÏÇÏ d > 2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÒÉÏÄÁ L = 2d, Á ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÒÁ×ÎÙ 1; 2; d; 2d. úÎÁÞÅÎÉÅ L = 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÍ ËÏÒ-ÎÅ×ÙÍ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ËÁÒÔÁÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ [1℄, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÔÁËÉÈ ËÁÒÔ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ�(d)g (k) = 2(k + 2g − 1)!22g · k! ∑i1+···+ik=gi1;:::;ik>0 k∏j=1 (d−12ij )2ij + 1 : (10)îÁÍ ÎÕÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (8), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑÚÎÁÞÅÎÉÑÍ L. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ ÜÔÉÍ L ÏÒÂÉÆÏÌÄÏ× O.éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ L = 2 ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÙÊ Ä×ÕÍ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÏÇÏÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ òÉÍÁÎÁ{çÕÒ×É�Á ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ,Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï r ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ g É g:r = 2g + 2− 4g;ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× (4) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 4g.÷ ÓÌÕÞÁÅ L = d ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÉÎÄÅËÓÙ mi = d. îÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ m ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏ d, Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅòÉÍÁÎÁ{çÕÒ×É�Á �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ2− 2g = d(2− 2g −
r∑i=1(1− 1=d)) = 2d− 2dg − (d− 1)r:éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

gmax = ⌊2g + d− 12d ⌋ ;ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ r = rmin = 1. îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅL = d ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅEpi0(�1(O);Zd) = d2g−1 [(d− 1)(−1)r + (d− 1)r℄ :



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 85�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ L = 2d. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ L ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ mi = 2d �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÒÁÎÉ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ, r2 ÔÏÞÅË, ÉÍÅÀÝÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÙÅÄ×ÕÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ×ÉÓÑÞÉÍ �ÏÌÕÒÅÂÒÁÍ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M, Á rd ÔÏÞÅË ÓÉÎÄÅËÓÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ d ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÉÎ ÜÔÏÊÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M. ó ÕÞÅÔÏÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ òÉÍÁÎÁ{çÕÒ×É�Á �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ2− 2g = 2d(2− 2g −
r22 −

(d− 1)d rd − (2d− 1)2d )=⇒ 2g + 2d− 1 = 4gd+ dr2 + 2(d− 1)rd: (11)éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ r2 ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (É, ËÁËÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, rd ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ { ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÓËÌÀÞÉÍ ÔÏÞËÕ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑmi = 2d, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑlm(m1; : : : ;mi−1;mi+1; : : : ;mr) = 2dÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÉÎÄÅËÓÏ× ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÎÄÅËÓ mj = d. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÖÅ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× (4) × ÄÁÎ-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏEpi0(�1(O);Z2d) = 2 · (2d)2g−1 · (d− 1) [(d− 1)rd − (−1)rd ℄ :ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÜÔÁ�Õ { Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ ÎÁ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÒÂÉÆÏÌÄÁÈ. éÓÈÏÄÎÁÑ ËÁÒÔÁ M ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÒÏ-ÄÁ g ÉÍÅÅÔ (4g− 2)=(d− 2) ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d É (2g− 1)d=(d− 2) ÒÅÂÅÒ.ï�ÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ M ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ M ÎÁ ÏÒ-ÂÉÆÏÌÄÅ ÒÏÄÁ g ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ L.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÕ M, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ L = 2. îÁ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ L ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ O ÉÍÅÅÔÓÑ r ÔÏÞÅË ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ 2. ïÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÒÁÎØ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÇÕÔ �Ï�Á-ÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ × ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÉÍÅÀÔÓÔÅ�ÅÎØ, ÒÁ×ÎÕÀ d. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M { ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÖÅ ËÁÒÔÙ M̃ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g Ó ÌÉÓÔØÑÍÉ ÎÁ ËÏÎ�Å. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ. íÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ s = r − 1.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k d-×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ M̃ × L = 2 ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅ



86 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑk = 2g − 1d− 2 : (12)îÁËÏÎÅ�, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÌÕÒÅÂÅÒ Õ ËÁÒÔÙ M̃ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ �ÌÀÓ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ s = r − 1 �ÏÌÕÒÅÂÅÒ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑ-ÅÍÙÈ Ó ×ÉÓÑÞÉÍÉ �ÏÌÕÒÅÂÒÁÍÉ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M É ×ÅÄÕÝÉÈ × ÌÉÓÔØÑËÁÒÔÙ M̃: 2n = d(2g − 1)d− 2 + r − 1 = d(2g − 1)d− 2 + 2g − 4g+ 1: (13)ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ M ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ
M × ÓÌÕÞÁÅ L = d. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ L Õ ÎÁÓ ÏÄÎÁ ÔÏÞ-ËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ d ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÇÒÁÎØ, Á ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑs = rd − 1 ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ d ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÏÄÎÏ×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k d-×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍk = V − sd = 4g − 2d(d− 2) − rd − 1d ; (14)Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï n ÒÅÂÅÒ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÂÅÒÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ M × d ÒÁÚ: n = 2g − 1d− 2 : (15)îÁËÏÎÅ�, × ÓÌÕÞÁÅ L = 2d Õ ÎÁÓ, Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ, ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑÉÎÄÅËÓÁ 2d �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÇÒÁÎØ, rd ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ d �Ï�ÁÄÁÀÔ× ×ÅÒÛÉÎÙ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ M ÓÔÅ�ÅÎÉ 1, Á r2 ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅË-ÓÁ 2 �Ï�ÁÄÁÀÔ × ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ ÜÔÏÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ Ó ÌÉÓÔØÑÍÉ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ M̃. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï s ÌÉÓÔØÅ× ËÁÒÔÙ M̃ ÒÁ×ÎÏ r2 + rd. äÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ák d-×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÍ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ M ÎÕÖ-ÎÏ ÏÔÎÑÔØ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï 2rd ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÌÉ ÔÏÞËÉ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ d, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÄÅÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ L = 2d:k = 2g − 1d(d− 2) − rdd : (16)ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÖÅ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ 2n Õ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÙ M̃ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ�ÏÌÕÒÅÂÅÒ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁ L = 2d, �ÌÀÓ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 87�ÏÌÕÒÅÂÅÒ r2, ×ÅÄÕÝÉÈ × ÌÉÓÔØÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑÉÎÄÅËÓÁ 2: 2n = 2g − 1d− 2 + r2: (17)ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÏÄÓÞÅÔÕ ÎÅËÏÒÎÅ×ÙÈ d-ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ d > 2. âÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ (1÷ d)-ËÁÒÔÏÊ ÔÁËÕÀ ËÁÒÔÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÅÒÛÉÎ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙ ÌÉÛØ 1 É d. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(1÷d)
g (k) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅ-×ÙÈ (1÷ d)-ËÁÒÔ M̃ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g, ÉÍÅÀÝÉÈk ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ÷ ÓÌÕÞÁÅ d = 3 Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÅ [5℄ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ:�(1÷3)

g (k) = 2n!12g g! (k − g)! s! = 2(2k − 2g+ 1)!12gg!(k − g)!(k + 2− 4g)! :÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ × ÒÁ-ÂÏÔÅ õÏÌÛÁ É ìÅÍÁÎÁ [1℄:�(1÷d)
g (k) = 2 · (d · k − k − 2g+ 1)!22g · k! · (2− 4g+ (d− 2)k)! ∑i1+···+ik=gi1;:::;ik>0 k∏j=1 (d−12ij )2ij + 1 : (18)÷ ÓÌÕÞÁÅ L = 2 Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ (1 ÷ d)-ËÁÒÔÙ M̃ ÉÍÅÅÔÓÑ 2n = d(2g −1)=(d− 2) + s Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ËÏÒÎÅ×ÙÍ. ïÄÎÁËÏs ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ × M, ÔÁË ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎ�Ù �ÏÌÕÒÅ-ÂÅÒ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÉÓÑÞÉÍÉ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉÎ�É� Ä×ÏÊÎÏÇÏ �ÏÄÓÞÅÔÁ, ÍÙÄÏÌÖÎÙ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ M ÎÁÏÒÂÉÆÏÌÄÅ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ �(1÷d)

g (k) ÎÁ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ MÉ �ÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ 2n �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ËÁÒÔÙ M̃:d(2g − 1)2n(d− 2) · �(1÷d)
g (k):äÏÍÎÏÖÁÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï 4g Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÓÕÍÍÉÒÕÑ �Ï g ÏÔ 0 ÄÏ ⌊g=2⌋, ÍÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ × ÓÌÕÞÁÅ L = 2�ÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÉÄÁf2(g) := d(2g − 1)d− 2 ⌊g=2⌋∑

g=0 4g2n · �(1÷d)
g (k);



88 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïÇÄÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ k É n ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ g, k É g �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (14) É(15). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ 3-×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÁÒÔ ÉÍÅÅÍf2(g) = 3(2g − 1) ⌊g=2⌋∑

g=0 (n− 1)!3g g! (k − g)! s!= (2g − 1) ⌊g=2⌋∑

g=0 (4g − 2− 2g)!3g−1 g! (2g − 1− g)! (2g − 4g+ 1)! :÷ ÓÌÕÞÁÅ L = d ×ÉÓÑÞÉÅ �ÏÌÕÒÅÂÒÁ × ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÁÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ,�ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÍÎÏ-ÖÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �(1÷d)
g (k) ËÏÒÎÅ×ÙÈ (1÷ d)-ËÁÒÔ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÄÁÎÎÏÍÕ L ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× É �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �Ï

g ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ gmax = ⌊(2g + d− 1)=(2d)⌋:fd(g) := ⌊(2g+d−1)=(2d)⌋∑

g=0 d2g−1 [(d− 1)(−1)rd(g) + (d− 1)rd(g)] · �(1÷d)
g (k):ðÁÒÁÍÅÔÒ k × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (14). ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÄÌÑ 3-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏf3(g) = ⌊(g+1)=3⌋∑

g=0 2n! 32g−1 [2r3 + 2(−1)r3 ℄12g g! (k − g)! s!= (2g − 1)!(g − 1)! ⌊(g+1)=3⌋∑

g=0 (34)g−1 2g+1−3g + (−1)g−g

g! (g + 1− 3g)! :îÁËÏÎÅ�, × ÓÌÕÞÁÅ L = 2d ÎÁÍ, ËÁË É ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ L = 2, ÎÕÖÎÏ× �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ (1 ÷ d)-ËÁÒÔÙ M̃ Ë ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÅ M ÎÁ ÏÒÂÉ-ÆÏÌÄÅ �ÅÒÅÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ, ÄÏ-ÍÎÏÖÉ× �(1÷d)
g (k) ÎÁ ÞÉÓÌÏ (2g − 1)=(d − 2) �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ

M É ÒÁÚÄÅÌÉ× ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï 2n �ÏÌÕÒÅÂÅÒ (1 ÷ d)-ËÁÒÔÙ M̃. ðÏÍÉÍÏÜÔÏÇÏ, ÎÁÍ × ËÁÒÔÅ M̃ ÎÕÖÎÏ ( sr2) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ s = rd + r2ÌÉÓÔØÅ× ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÕÔ ×ÉÓÑÞÉÍÉ �ÏÌÕÒÅÂÒÁÍÉ ËÁÒÔÙ M. ðÏÓÌÅÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ
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g É k ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ ÄÌÑ L = 2d:f2d(g) := 2(2g − 1)d− 2 ∑

g;k (2d)2g−1 · (d− 1) [(d− 1)rd − (−1)rd ℄2n
×

(r2 + rdr2 )
· �(1÷d)

g (k):úÄÅÓØ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ r2, rd É n Ó×ÑÚÁÎÙ  g, g, k ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (11), (16)É (17). äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ 3-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏf6(g) = 2(2g − 1)∑
g;k 3g−1 [2r3 − (−1)r3 ℄ (n− 1)!

g! (k − g)! r2! r3! :éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ òÉÍÁÎÁ{çÕÒ×É�Á É ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (16) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏr3 = 2g − 1− 3k; r2 = 4k + 3− 2g − 4g: (19)çÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ k É g ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ. �ÁË, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ r3 = 1 É ÒÁ×ÎÏkmax = ⌊2g − 23 ⌋ :íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ g = 0 É r2 = rmin2 :kmin = ⌊2g − 3 + rmin24 ⌋ :ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ g ÚÎÁÞÅÎÉÅ rmin2 = 3, Á �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å.÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ kmin = ⌊g2⌋ :íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ g �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ g É k ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ×ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ r2 = rmin2 É ÒÁ×ÎÏ
gmax = ⌊4k − 2g + 3− rmin24 ⌋ = k −

⌊g2⌋ :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,f6(g) = 2(2g − 1)
×

⌊(2g−2)=3⌋∑k=⌊g=2⌋ k−⌊g=2⌋∑

g=0 3g−1 [22g−1−3k + (−1)k] (2k − 2g)!
g! (k − g)! (4k + 3− 2g − 4g)! (2g − 1− 3k)! :



90 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ �(3)(g), f2(g), f3(g) É f6(g) × (8),�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á ×ÓÅÈ 3-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ ÒÏÄÁ g:�̃(3)(g) = (6g − 4)!12g g! (3g − 2)! + ⌊g=2⌋∑

g=0 (4g − 2− 2g)!2 · 3g g! (2g − 1− g)! (2g − 4g+ 1)!+ (2g − 2)!6 · (g − 1)! ⌊(g+1)=3⌋∑

g=0 (34)g−1 2g+1−3g + (−1)g−g

g! (g + 1− 3g)! (20)+ ⌊(2g−2)=3⌋∑k=⌊g=2⌋ k−⌊g=2⌋∑

g=0 3g−2 [22g−1−3k + (−1)k] (2k − 2g)!
g! (k − g)! (4k + 3− 2g − 4g)! (2g − 1− 3k)! :ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ �ÏÄÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ d ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.�ÁË, ÄÌÑ d = 4 Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÈÏÖÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ 4-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÒÁ-ÎØÀ: �̃(4)(g) = (4g − 3)!4g g! (g − 1)! + 3(4g − 3)!2 (2g + 1)! (2g − 2)!+ ⌊g=2⌋∑

g=1 g−1∑k=2g−1 (2g − 2g+ k − 1)!2 (2k − 4g+ 2)! g! (k − g)! (2g − 1− 2k)! (21)+ ⌊g=4⌋∑

g=0 ⌊2(g+3−4g)=3⌋∑r4=22|r4 ⌊g=2+r4=4⌋∑k=2g−1+r4=2 22g−3+r4 (k − 2g + g − r4=2)!
g! (k − g)! (g − r4=2 − 2k)! (2k + 3 − 4g − r4)! (r4 − 1)! :óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�ÁÈ (1) { (2).

§5. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉÇÒÁÎÑÍÉäÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÇÒÁÎÑ-ÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÏÈÏÄÏÍ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �Ï ËÏÒÎÅ×ÏÍ ÒÅÂÒÕ(root-edge deomposition), �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÍ �ÁÔÔÏÍ [2℄. åÇÏ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏ-ÑÌÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÒÔÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉ�ÁÓÔÒÕËÔÕÒÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, Á
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òÉÓ. 3ÚÁÔÅÍ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÒÔ × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÏÓÏ-ÂÅÎÎÏÓÔÉ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁÍÏÇÕÔ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ËÁÒÔÙÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ËÁÒÔÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ Ä×Å ÏÓÏÂÙÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÕÍÅÎØÛÉÔØ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÉÍ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏÕÄÁÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, É �ÒÉ ÓÔÑ-ÇÉ×ÁÎÉÉ ÒÅÂÒÁ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ËÁÒÔÕ ÎÁ ÔÏÒÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ-ÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ.3. åÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ,�ÒÉ ÜÔÏÍ ÅÇÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÎÏ×ÏÊ ËÁÒÔÙ ÎÁ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÏÄÁ (ÒÉÓ.3), ËÏÒÅÎØ Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÎÅËÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. ëÁË ×ÉÄÎÏ, ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÏ×ÏÊ ËÏÒÎÅ×ÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ d. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.
òÉÓ. 4äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÒÔÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 4. åÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅÒÅÂÒÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÔÌÀ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÔÑÎÕÔØ ÅÇÏ ËÁË ÒÁÎØÛÅÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÄ ÓÔÑÇÉ-×ÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ. ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ× ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×ÄÏÌØ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÉ �Ï-ÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ËÒÁÅ× × ÔÏÞËÉ. íÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Å �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ



92 å. ó. ëòáóëï, á. ÷. ïíåìøþåîëïÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÏ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ) ÎÁ Ä×Å ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ. åÓÌÉ ÒÏÄ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏË, ÔÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ �ÏÄÏÂÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÁÒÔÕ Ó ÔÒÅÍÑ É ÂÏÌÅÅ ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ,ÉÓÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁ-ÞÉ Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ËÌÁÓÓ ËÁÒÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÒÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏËÏÒÎÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÏÍÉÍÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ëÁ-ÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ËÏÒÎÅ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÉÎÄÉ�ÅÎÔÎÏÅÅÊ �ÏÌÕÒÅÂÒÏ. ëÁÒÔÙ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÞÔÉ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.ðÕÓÔØ Q(d; g;n; d1; d2; : : : ; dk) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÒÏ-ÄÁ g, ÉÍÅÀÝÉÈ k ËÏÒÎÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ v1; v2; : : : ; vk ÓÔÅ�ÅÎÅÊ d1; d2; : : : ; dkÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É n ÄÒÕÇÉÈ ÎÅËÏÒÎÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. íÙ ×Ù×ÅÄÅÍÄÌÑ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×Á× ËÁÒÔÙ �ÏÔÉ�Õ ÓÔÒÕËÔÕÒ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÏÒ-ÎÅ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. ÷ÓÅ ËÁÒÔÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ × ÜÔÏÍÓÍÙÓÌÅ ÎÁ Ä×Å ËÌÁÓÓÁ. ë �ÅÒ×ÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁÒÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ�ÅÒ×ÏÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÁÒÔ, ÉÍÅÀÝÉÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ �ÅÔÌÀ.ðÅÒ×ÙÊ ËÌÁÓÓ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄËÌÁÓÓÁ. ë �ÅÒ×ÏÍÕ �ÏÄËÌÁÓÓÕ ÏÔÎÅÓÅÍ ËÁÒÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ËÏÒÎÅ×ÕÀ (�ÏÍÅÞÅÎÎÕÀ) ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÎÅ�ÏÍÅ-ÞÅÎÎÏÊ. ðÒÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÁÒÔÕ Ó ÞÉÓÌÏÍÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÕÍÅÎØÛÉ×ÛÉÍÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, É ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÅÒ-×ÏÊ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÎÁ d− 2 (ÒÉÓ.3), ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏËÁÒÔ × ÄÁÎÎÏÍ �ÏÄËÌÁÓÓÅ ÒÁ×ÎÏ Q(d; g;n− 1; d1 + d− 2; d2; : : : ; dk).ëÏ ×ÔÏÒÏÍÕ �ÏÄËÌÁÓÓÕ ÏÔÎÅÓÅÍ ËÁÒÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÏÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÒÉ ÓÔÑÇÉ×Á-ÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ Ä×Å ËÏÒÎÅ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ v1 É vi ÓÔÑÎÕÔÓÑ × ÏÄÎÕ ÎÏ-×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ v1 É vi,ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÊ ÎÁ 2 (ÒÉÓ. 5). ðÒÉ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÒÅÂÒÏÍ �ÒÉv1. äÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÅÂÒÏ, ÉÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ × �ÏÒÑÄËÅÏÂÈÏÄÁ ÇÒÁÎÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, �ÒÏÔÉ×ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ �ÏÔÅÒÑÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏÔÏÍ, ËÁËÏÅ ÉÚ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ �ÒÉ vi ÂÙÌÏ ËÏÒÎÅ×ÙÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, di ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
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òÉÓ. 5ËÁÒÔ �ÅÒÅÊÄÕÔ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ËÁÒÔÕ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ(ÒÉÓ. 5). ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÞÉÓÌÏ ËÁÒÔ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ �ÏÄËÌÁÓÓÅ ÒÁ×-ÎÏ ÔÁËÏÊ ÓÕÍÍÅ:k∑i=2 di ·Q(d; g;n; d1 + di − 2; d2; : : : ; di−1; di+1; : : : ; dk):ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÁÒÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ,ËÁÒÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÏÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÔÌÅÊ. òÁÚÒÅÚÁÑ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É ÓÔÑÇÉ×ÁÑ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ËÒÁÑ, ÍÙ �Ï-ÌÕÞÉÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÅÚ ËÒÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÂÏ Ó×ÑÚÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÒÏÄ g − 1(ÒÉÓ.4), ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÓÕÍÍÁ ÒÏÄÏ× ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÒÏÄÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÒÉÓ.6). ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ä×ÅÔÏÞËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÁÎÉ�, ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ�ÅÒ×ÏÊ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ Ä×Å ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ. óÕÍÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÅÊÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ 2 ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.
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+òÉÓ. 6÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÌÕÞÁÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÒÏÄÁ, ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:d1−2∑d′1=0Q(d; g − 1;n; d′1; d2; : : : ; dk; d1 − 2− d′1):÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Å ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ, É ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÒÎÅ×ÙÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÕÞÅÓÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÒÏÄÏ×.üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏÓÌÕÞÁÑ:g∑g′=0 d1−2∑d′1=0 n∑i=0 ∑I⊆{2;:::;k}Q(d; g′; i; d′1; I) ·Q(d;g−g′;n− i; d1−2−d1; {2; : : : ; k}\I):ðÏÄ Q(d; g; n; d1; I) ÍÙ ÚÄÅÓØ �ÏÎÉÍÁÅÍ Q(d; g; n; d1; di1 ; : : : ; dim), ÇÄÅi1; : : : ; im ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ I , ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÅ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ:Q(d; g;n; d1; d2; : : : ; dk) = Q(d; g;n− 1; d1 + d− 2; d2; : : : ; dk)++ k∑i=2 di ·Q(d; g;n; d1 + di − 2; d2; : : : ; di−1; di+1; : : : ; dk)++ d1−2∑d′1=0Q(d; g − 1;n; d′1; d2; : : : ; dk; d1 − 2− d′1)++ ∑g′+g′′=gd′1+d′′1=d1−2n′+n′′=nI⊆{2;:::;k}g′;g′′;d′;d′′;n′;n′′>0Q(d; g′; i′; d′1; I) ·Q(d; g′′; i′′; d′′1 ; {2; : : : ; k}\I):



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 95îÁÞÁÌØÎÙÅ É ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÙ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÏÖÉÔØÔÁËÉÍÉ: Q(d; g;n; d1; : : : ; di; : : : ; dk) = 0 ÅÓÌÉ g < 0; n < 0ÉÌÉ di 6 0; ËÒÏÍÅ Q(d; 0; 0; 0) = 1:ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÒÏÄÁ g Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ× ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÁË Q(d; g;n− 1; d).ðÅÒÅÊÄÅÍ ÄÁÌÅÅ Ë �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ ÎÅËÏÒÎÅ×ÙÈ ËÁÒÔ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉÇÒÁÎÑÍÉ. ðÕÓÔØ QO(d;h) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ Ó h �ÏÌÕÒÅÂÒÁÍÉ ÎÁÏÒÂÉÆÏÌÄÅ O, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ËÁÒÔÁÍ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g. æÏÒÍÕÌÁ (8) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÓÌÕÞÁÑ ËÁËQ̃(d; g;n) = 1d · n ∑L|(d·n) ∑O∈Orb(Sg;ZL)Epi0(�1(O);ZL) ·QO(d; d · n=L);ÇÄÅ Q̃(d; g;n) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÅËÏÒÎÅ×ÙÈ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ ÒÏÄÁ g, ÉÍÅ-ÀÝÉÈ n ×ÅÒÛÉÎ. îÁÛÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÅÌØ { ×ÙÒÁÚÉÔØ QO(d;h) ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁQ(d; g;n; d1; d2; : : : ; dk) �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ.ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÏÒÂÉÆÏÌÄÕ O, ÒÁ×ÎÁ(g; g; L; [m1; : : : ;mr℄) É �ÕÓÔØ ri ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ i× ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ. äÌÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÏÒÂÉÆÏÌÄÏ× QO(d;h) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕd-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÁÒÔ Ó h=d ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ:QO(d;h) = Q(d; g;h=d− 1; d):äÁÌÅÅ ÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÒÂÉÆÏÌÄÏ× ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ QO(d;h):QO(d;h) = r2∑s=02|(h−s)Q(d; g;h=d−1; d; 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸sÒÁÚ ) · 1s! ·(2 − 2g + (h − s)=2 − h=dr2 − s; r3; r4; : : : )+ ∑06vi6rii>2
∃i : vi>0i∤d⇒vi=0 r2−v2∑s=02|(h+s)Q(d; g; hd −

d∑i=2 vii ; d2 ; : : : ; d2︸ ︷︷ ︸v2 ÒÁÚ ; d3 ; : : : ; d3︸ ︷︷ ︸v3 ÒÁÚ ; : : : ; dd ; : : : ; dd︸ ︷︷ ︸s+vd ÒÁÚ )·
×

h+ s(vd + s)! ·∏i6=d(d=i)vi · vi! ·(s+ vds )
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×

hh+ s ·

(2− 2g + (h− s)=2− h=d−
d∑i=2 vi(i−1)ir2 − v2 − s; r3 − v3; r4 − v4; : : : ): (22)üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑQO(d;h) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ïÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÁÍ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ Ó ÔÏÞËÁÍÉ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, É ÉÍÅÀÝÉÍ ÔÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. îÁÞÎÅÍ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ,ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÉÓÁÔØ ÌÅÇÞÅ. ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÕÍÍÙ �Ï ÉÎÄÅËÓÕ s, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÈ ÎÁ ×ÉÓÑÞÉÅ ËÏÎ�Ù�ÏÌÕÒÅÂÅÒ. ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï h �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÒÁ×ÎÏ 2e + s ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ e, ÔÁË ÞÔÏ h − s ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÂÕÄÅÔ ÞÅÔÎÙÍ: 2|(h− s). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ×ËÌÀÞÁÀ-ÝÅÅ ËÏÒÅÎØ, ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ h=d. äÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔ Ë ÏÂÙËÎÏ-×ÅÎÎÙÍ ËÁÒÔÁÍ ÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ s ×ÉÓÑÞÉÈ ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÒÅÂÅÒ �ÏÍÅ-ÓÔÉÍ �Ï ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. þÉÓÌÏ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ËÁÒÔ ÄÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍQ(d; g;h=d− 1; d; 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸sÒÁÚ ), ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ 1=s!ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ ÌÉÓÔØÅ×. íÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × (22) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÓÔÁ×ÛÉ-ÅÓÑ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ �Ï ÇÒÁÎÑÍ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁ×ÎÏ 2−2g+(h−s)=2−h=d.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ × (22) �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ,ÏÄÎÁËÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÞÅÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ É �Ï×ÅÒÛÉÎÁÍ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ. ÷ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÕÞÔÅÎÙ ×Ï ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÕÍÍÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÒÅÚ vi ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ i, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ðÏ ÍÅÎØÛÅÊÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ vi ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, ÔÁË ËÁË ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÁÒÔÙÕÖÅ ÂÙÌÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ. �ÁËÖÅ vi ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÍ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ i ÄÅÌÉÔ d. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÞÉÓÌÕÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ Ó ×ÉÓÑÞÉÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ �ÏÌÕÒÅÂÅÒ.äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ,ÒÅÂÒÁÍ É ÇÒÁÎÑÍ, ÍÙ ×ÎÁÞÁÌÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ËÁÒÔÒÏÄÁ g, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎ.äÁÌÅÅ ÍÙ, ËÁË É ÒÁÎÅÅ, ÚÁÍÅÎÑÅÍ ×ÉÓÑÞÉÅ ËÏÎ�Ù �ÏÌÕÒÅÂÅÒ ÎÁ ÌÉÓÔØÑ,ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔØÅ× ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ s+ vd.÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÁÒÔÙ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ×ÉÄÁ Q(:::), ÉÍÅÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ×ÅÒÛÉÎ. þÔÏÂÙ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ



ðåòåþéóìåîéå òåçõìñòîùè ëáò� 97ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ËÁË ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ, ÔÁË É ÏÔ ÎÁÌÉÞÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒ-ÎÅÊ, �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (vd + s)! ·∏i6=d(d=i)vi · vi!.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ h+ s �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÚÎÁÞÉÔØÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏ×ÙÊ ËÏÒÅÎØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë ÌÀÂÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ.âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ (s+vds ) �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó�Ï-ÓÏÂÙ ×ÙÂÒÁÔØ s ÉÚ s + vd ÌÉÓÔØÅ× ÄÌÑ ÚÁÍÅÎÙ ÉÈ ÎÁ ×ÉÓÑÞÉÅ ËÏÎ�Ù�ÏÌÕÒÅÂÅÒ. �ÁËÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ ËÏÒÎÑ,ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ä×ÏÊÎÙÍ �ÏÄÓÞÅÔÏÍ É ÕÍÎÏÖÉÔØ�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ hh+s . îÁËÏÎÅ�, ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �ÏÇÒÁÎÑÍ ÆÁËÔÏÒ-ËÁÒÔÙ.æÏÒÍÕÌÁ (22) ÂÙÌÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ d-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈËÁÒÔ ÒÏÄÁ g ÄÌÑ g ÄÏ 10 É ÄÌÑ d ÏÔ 3 ÄÏ 6. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�ÁÈ (3){(10).
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g\d 3 4 51 1 1 02 105 45 333 50050 9450 04 56581525 4729725 05 117123756750 4341887550 10386476106 386078943500250 6352181485650 07 1857039718236202500 13566444744352500 08 12277353837189093778125 39834473380605028125 31788496767351173859 106815706684397824557193750 153946961458244898693750 010 1183197582943074702620035168750 757572997336023146471943750 011 16259070931137207808967206912537500 4625189759553876588251163487500 123443391148242936280071421860

�ÁÂÌÉ�Á1.ðÏÍÅÞÅÎÎÙÅd-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙÓÏÄÎÏÊÇÒÁÎØÀ
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g\d 3 4 51 1 1 02 9 6 73 1726 510 04 1349005 169772 05 2169056374 120644422 346290246 5849686966988 144369379620 07 23808202021448662 260893265836244 08 136415042681045401661 663907896121296616 635769940193388979 1047212810636411989605202 2263925904300525582790 010 10378926166167927379808819918 9968065754464730977513732 011 129040245485216017874985276329588 55061782851836038471634743076 1763477016403597971209426672

�ÁÂÌÉ�Á2.îÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅd-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙÓÏÄ-
ÎÏÊÇÒÁÎØÀ
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v\g 0 1 2 3 4 52 4 1 0 0 0 04 32 28 0 0 0 06 336 664 105 0 0 08 4096 14912 8112 0 0 010 54912 326496 396792 50050 0 012 786432 7048192 15663360 6722816 0 014 11824384 150820608 544475232 518329776 56581525 016 184549376 3208396800 17388675072 30117189632 11100235520 018 2966845440 67968706048 522638463744 1465000951488 1191262520280 11712375675020 48855252992 1435486650368 15007609257984 62975678300160 92809670660096 30625920998400

�ÁÂÌÉ�Á3.ðÏÍÅÞÅÎÎÙÅ3-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ
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v\g 0 1 2 3 4 52 2 1 0 0 0 04 6 5 0 0 0 06 26 46 9 0 0 08 191 669 368 0 0 010 1904 11096 13448 1726 0 012 22078 196888 436640 187580 0 014 282388 3596104 12974156 12350102 1349005 016 3848001 66867564 362330506 627525739 231290187 018 54953996 1258801076 9678897252 27130330208 22060899814 216905637420 814302292 23925376862 250129250080 1049599926148 1546833262014 510434205417

�ÁÂÌÉ�Á4.îÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ3-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ
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v\g 0 1 2 3 4 51 2 1 0 0 0 02 9 15 0 0 0 03 54 198 45 0 0 04 378 2511 2007 0 0 05 2916 31266 56646 9450 0 06 24057 385398 1290087 750762 0 07 208494 4721004 25872210 34001964 4729725 08 1876446 57590271 476712054 1155686130 555627195 09 17399772 700465482 8266938732 32793653844 35407720998 434188755010 165297834 8501284530 136971261063 820752362820 1628891511507 685100895750

�ÁÂÌÉ�Á5.ðÏÍÅÞÅÎÎÙÅ4-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ
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103

v\g 0 1 2 3 4 51 1 1 0 0 0 02 3 4 0 0 0 03 7 23 6 0 0 04 33 185 147 0 0 05 156 1647 2937 510 0 06 1070 16455 54511 31765 0 07 7515 169734 927117 1218026 169772 08 59151 1805028 14916436 36144608 17378795 09 483925 19472757 229711384 911103580 983694123 12064442210 4136964 212603589 3424691109 20519920506 40723722416 17128196414

�ÁÂÌÉ�Á6.îÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ4-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ



104
å.ó.ëòáóëï,á.÷.ïíåìøþåîëï

v\g 0 1 2 3 4 52 36 120 33 0 0 04 8640 125280 442800 292680 0 06 3312576 120800160 1457790048 6279955920 7582234716 10386476108 1586304000 113579366400 3119723797248 38667839616000 206853666065856 395867774517120

�ÁÂÌÉ�Á7.ðÏÍÅÞÅÎÎÙÅ5-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ



ðåòåþéóìåîéåòåçõìñòîùèëáò�
105

v\g 0 1 2 3 4 52 7 15 7 0 0 04 468 6423 22409 14806 0 06 111096 4031952 48613214 209370256 252775238 346290248 39670362 2839677570 77994238389 966700391724 5171350497756 9896704783988

�ÁÂÌÉ�Á8.îÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ5-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ



106
å.ó.ëòáóëï,á.÷.ïíåìøþåîëï

v\g 0 1 2 3 4 51 5 10 0 0 0 02 100 800 795 0 0 03 3000 58000 240150 171050 0 04 110000 4080000 41679000 124277000 72037775 05 4550000 283100000 5621625000 41509275000 100405619375 503235075006 204000000 19496000000 655512600000 9438042300000 56500699920000 117532756935000

�ÁÂÌÉ�Á9.ðÏÍÅÞÅÎÎÙÅ6-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ



ðåòåþéóìåîéåòåçõìñòîùèëáò�
107

v\g 0 1 2 3 4 51 2 3 0 0 0 02 14 81 79 0 0 03 180 3313 13496 9625 0 04 4740 171282 1740813 5184959 3005225 05 152024 9444158 187427352 1383758744 3347008068 16775301776 5672485 541659909 18209426105 262170917920 1569470797305 3264807228317

�ÁÂÌÉ�Á10.îÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ6-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅËÁÒÔÙ
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