
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 450, 2016 Ç.ä. ÷. ëÁÒ�Ï×îéöîéå ïãåîëé ëïìéþåó�÷á ìéó�øå÷ ÷ïó�ï÷îùè äåòå÷øñè
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ V (G), ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÒ£ÂÅÒ { ÞÅÒÅÚ E(G), ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ v(G) É e(G) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÅÚÄÅ × ÒÁÂÏÔÅ ÇÒÁÆÙÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ Ò£ÂÅÒ.þÅÒÅÚ dG(x) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ÇÒÁÆÅ G, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Æ(G).þÅÒÅÚ g(G) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÈ×ÁÔ ÇÒÁÆÁ G (ÔÏ ÅÓÔØ, ÄÌÉÎÕ ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÇÏ �ÉËÌÁ). åÓÌÉ ÇÒÁÆ G { ÌÅÓ, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ g(G) =∞.äÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u(G) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÏÓÔÏ×ÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÇÒÁÆÁ G.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F { ÄÅÒÅ×Ï, ÔÏ u(F ) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÅÇÏ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ.ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÂÏÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ï�ÅÎËÉÓÎÉÚÕ ÎÁ u(G). �ÁË, × 1981 ÇÏÄÕ óÔÏÒÅÒ [1℄ ÓÄÅÌÁÌ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏu(G) > 14v(G) �ÒÉ Æ(G) > 3. ÷ ÔÏÍ ÖÅ ÇÏÄÕ ìÉÎÉÁÌ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÂÏÌÅÅÓÉÌØÎÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ : u(G) >

Æ(G)−2Æ(G)+1v(G)+ 
 �ÒÉ Æ(G) > 3, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ
 > 0 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ Æ(G). üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÎÅ ÎÁ �ÕÓÔÏÍÍÅÓÔÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d > 3 ÌÅÇËÏ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÒÉÀ �ÒÉÍÅ-ÒÏ× ÇÒÁÆÏ× Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ u(G)v(G) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË d−2d+1 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÅÎËÁ ÉÚ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ìÉÎÉÁÌÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÔÏÞÎÁ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ.äÌÑ d = 3 É d = 4 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ëÌÅÊÔÍÁÎ É÷ÅÓÔ ([3℄, 1991), ÄÌÑ d = 5 { çÒÉÇÇÓ É ÷Õ ([4℄, 1996). ÷ ÏÂÅÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ�ÒÉÍÅÎÑÌÓÑ ÍÅÔÏÄ Í£ÒÔ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ó ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÄÌÑëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ×.éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ (ÇÒÁÎÔ14.Z50.31.0030), ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ îû-9721.2016.1 É ÇÒÁÎÔÁ òææé 14-01-00156. 62



îéöîéå ïãåîëé ëïìéþåó�÷á ìéó�øå÷ 63d > 6 ÅÓÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÜÔÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅÔ. éÚ ÒÁÂÏÔ [5{7℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ d ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ìÉÎÉÁÌÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ. ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ d > 5 ×Ï�ÒÏÓ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.÷ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÔÏ×ÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ × ËÌÁÓÓÅ ÇÒÁÆÏ× ÓÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ ÚÁ�ÒÅÔÁ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ �ÏÄÇÒÁÆ.âÏÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÂÏÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× × ÇÒÁÆÁÈÂÅÚ K−4 (�ÏÌÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ ÎÁ 4 ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÂÅÚ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ). óÎÁÞÁÌÁ([2℄, 1989) ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ u(G) >
v(G)+43 × Ó×ÑÚÎÏÍ ËÕÂÉÞÅÓËÏÍ ÇÒÁ-ÆÅ ÂÅÚ K−4 . ðÏÚÖÅ âÏÎÓÍÁ ([8℄, 2008) ÄÏËÁÚÁÌ Ä×Å ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ Ï�ÅÎËÉÄÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó Æ(G) > 3: u(G) >
v(G)+43 ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ, Ó g(G) > 4) É u(G) >

2v(G)+127 ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ K−4 .üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅ ÄÁÀÔ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ, ËÁË Ï�ÅÎÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÏÓÔÏ×ÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 1 É 2. îÅÄÁ×ÎÏ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ÒÁÂÏÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÌÉ-ÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 É 2 × ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅ-ÒÅ×Á Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÂÅÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó v3 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÈÏÔÑÂÙ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ Ï�ÅÎËÁ u(G) >
v3+43 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÉÚ [9℄ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ É ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÇÒÁÆÏ×). ÷ ÒÁÂÏÔÅ [11℄ ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G Ó v3 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3É v4 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÈÏÔÑ ÂÙ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ Ï�ÅÎËÁ u(G) >

2v45 + 2v315 .ä. ÷. ëÁÒ�Ï× É á. ÷. âÁÎËÅ×ÉÞ [13℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G,× ËÏÔÏÒÏÍ v(G) > 2 É s ×ÅÒÛÉÎ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ 2, Ï�ÅÎËÕu(G) > 14 (s − 2) + 2. ÷ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× á. ÷. âÁÎËÅ×ÉÞ [14℄ ÄÏËÁÚÁÌ Ï�ÅÎËÕ u(G) > 13 (s− 2) + 2.ïÂÅ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÔÏÞÎÙÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÒÉÉ �ÒÉÍÅÒÏ×, ÎÁËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ. çÌÑÄÑ ÎÁ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÓËÁÚÁÔØ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ u(G) >
g−22g−2 (s− 2)+ 2, ÏÄÎÁËÏ, × ÒÁÂÏÔÅ [14℄ �ÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ �ÒÉ g > 10 ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `(G) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Å�ÏÞËÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 × ÇÒÁÆÅ G.÷ ÒÁÂÏÔÅ [12℄ ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G Ó `(G) 6 k (ÇÄÅ k > 1) ÄÏËÁÚÁÎÁÏ�ÅÎËÁ u(G) > 12k+4v(G) + 32 . üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ, ÞÔÏ �ÏÄÔ×ÅÒ-ÖÄÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÒÉÅÊ �ÒÉÍÅÒÏ×. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Å Ï�ÅÎËÉ, ÕÞÉ-ÔÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÈ×ÁÔ ÇÒÁÆÁ É ÄÌÉÎÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2.



64 ä. ÷. ëáòðï÷�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G { Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ,v(G) > 2; g(G) > g > 4; `(G) 6 k;ÇÄÅ g É k > 1 { �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÏÇÄÁu(G) > �g;k(v(G) − k − 2) + 2;ÇÄÅ �g;k = {

⌈ g2 ⌉−14(⌈ g2 ⌉−1)+1 �ÒÉ k = 1;12k+2 �ÒÉ k > 2:
§2. îÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÍÍ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÎÁÍ ÌÅÍÍÙ ÉÚ ÒÁ-ÂÏÔ [13℄ É [12℄. üÔÉ ÌÅÍÍÙ �ÏÍÏÇÕÔ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�Å-ÎÏË × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 1 É 2 Ë ÓÌÕÞÑÍ ÍÅÎØÛÉÈ ÇÒÁÆÏ× É ÓÏÂÉÒÁÔØ ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ Ï�ÅÎÏË, ËÁË ÉÚ ÄÅÔÁÌÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÔÏÒÁ.îÁÛ ÍÅÔÏÄ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÉÀ ÂÌÏËÏ× É ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ. äÌÑ ÕÄÏÂ-ÓÔ×Á ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÂÌÏËÁÈ É ÔÏÞËÁÈ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × [10℄ ÉÄÒÕÇÉÈ ËÎÉÇÁÈ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. �ÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ, �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÒÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ.ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÔÏÞÅËÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ.âÌÏË ÇÒÁÆÁ G { ÜÔÏ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÇÒÁÆ ÂÅÚÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ.íÏÓÔ ÇÒÁÆÁ G { ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÅ ÎÉ × ÏÄÉÎ �ÉËÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. 1) ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÇÒÁÆÁ G1 É G2, × ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-ÄÅÌÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ x1 ∈ V (G1) É x2 ∈ V (G2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, V (G1) ∩V (G2) = ∅. óËÌÅÉÔØ ÇÒÁÆÙ G1 É G2 �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ x1 É x2 ÚÎÁÞÉÔ ÓËÌÅ-ÉÔØ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ x1 É x2 × ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ x, ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ �ÅÒÅÄÁÎÙ×ÓÅ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ x1 É x2 Ò£ÂÒÁ ÏÂÏÉÈ ÇÒÁÆÏ×. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙÉ Ò£ÂÒÁ ÇÒÁÆÏ× G1 É G2 ×ÏÊÄÕÔ × �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �ÒÉ ÓËÌÅÊËÅ ÇÒÁÆ ÂÅÚÉÚÍÅÎÅÎÉÊ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1).2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e ∈ E(G) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÆ G · e, × ËÏÔÏÒÏÍËÏÎ�Ù ÒÅÂÒÁ e = xy ÓËÌÅÅÎÙ × ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÄÁÎÙ ×ÓÅÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÅ x É y Ò£ÂÒÁ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ·e �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÒÅÂÒÁ e.
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òÉÓ. 1. óËÌÅÉ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. 1) ðÒÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÉ ÍÏÓÔÏ× ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ �ÅÔÅÌØ ÉËÒÁÔÎÙÈ Ò£ÂÅÒ.2) ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ H �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÇÒÁÆÁ H ′ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÏ-ÓÔÏ×, ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÉÓÑÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,u(H) = u(H ′):óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ { ÜÔÏ ÌÅÍÍÁ 1 ÉÚ ÓÔÁÔØÉ [13℄.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ G1 É G2 { Ó×ÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ Ó V (G1) ∩ V (G2) = ∅,v(G1) > 2, v(G2) > 2 É ×ÉÓÑÞÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ x1 É x2, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G1 É G2 ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ x1É x2 É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ m′ − 1 ÍÏÓÔÏ×, ÎÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×É-ÓÑÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1) u(G) = u(G1) + u(G2)− 2.2) ðÕÓÔØu(G1) > �(v(G1)−m)+2; u(G2) > �(v(G2)−m)+2 É m′

> m: (1)�ÏÇÄÁ u(G) > �(v(G) −m) + 2. åÓÌÉ ×ÓÅ ÔÒÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ (1) ÏÂÒÁ-ÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ u(G) = �(v(G) −m) + 2.�Å�ÅÒØ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÌÅÍÍÙÏ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÂÌÏËÏ× ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [12℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. çÒÁÎÉ�Á ÂÌÏËÁ B { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ× ÎÅÇÏ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Bound(B)). ÷ÎÕÔÒÅÎ-ÎÏÓÔØ ÂÌÏËÁ B { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ Int(B) = V (B) \ Bound(B).÷ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ Int(B) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÂÌÏ-ËÁ B.âÌÏË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÔÏÅÓÔØ, Int(B) = ∅). éÎÁÞÅ ÂÌÏË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ.âÌÏË B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÂÏÌØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÔÏ ÅÓÔØ, |Int(B)| >
|Bound(B)|).



66 ä. ÷. ëáòðï÷ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ Ò£ÂÅÒ F ⊂ E(G), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ:1◦ ÇÒÁÆ G− F Ó×ÑÚÅÎ;2◦ Õ ÇÒÁÆÁ G− F ÎÅÔ ÂÏÌØÛÉÈ ÂÌÏËÏ×;3◦ ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ x É y ÓÍÅÖÎÙ × G − F É dG−F (x) = dG−F (y) = 2,ÔÏ dG(x) = dG(y) = 2.
§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 11. ó�ÕÓËíÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G′ ÍÅÎØÛÅ ÇÒÁÆÁ G, ÅÓÌÉ ÌÉÂÏu(G′) < u(G);ÌÉÂÏ u(G′) = u(G) É e(G′) < e(G):÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒ£Í ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×Ù×ÅÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÒÁ-ÆÁ G.ðÕÓÔØ ÛÉ� { ÜÔÏ ÎÅÒÁÚ×ÅÔ×Ì£ÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï (×ÓÅ ÎÅ×ÉÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2), �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏÍ ÚÁ ÏÄÎÕ ÉÚ Ó×ÏÉÈ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ Ë ÔÏÞËÅ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ a (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÁÚÏ×£Í ÏÓÎÏ×ÁÎÉ-ÅÍ ÛÉ�Á).îÁÚÏ×£Í ÔÏÞËÕ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ a ÇÒÁÆÁG ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÇÒÁÆÁG − a ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÛÉ�ÏÍ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ a. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÏ×£Í ÔÏÞËÕ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ.÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÕÎËÔÏ× 1.1 ÉÌÉ 1.2)ÍÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ Ó�ÕÓË ÏÔ ÇÒÁÆÁ G Ë ÍÅÎØÛÉÍ ÇÒÁÆÁÍ.1.1. ÷ ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ a.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉÈÏÔÑ ÂÙ 3. ðÕÓÔØ dG(a) = 2. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÁ a �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ �Å�ÏÞËÅ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, �ÕÓÔØËÒÁÊÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÓÍÅÖÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ b É b′ (ÓÔÅ�ÅÎÉËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ 2). �ÁË ËÁË a { ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ, ÔÏdG(b) > 2 É dG(b′) > 2, �ÒÉÞÅÍ b É b′ { ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ.



îéöîéå ïãåîëé ëïìéþåó�÷á ìéó�øå÷ 67éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ dG(a) > 3. ÷ÅÒÛÉÎÁ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁG, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ Ó×ÑÚ-ÎÙÅ ÇÒÁÆÙ G1 É G2, ÞÔÏ V (G1)∪V (G2) = V (G) É V (G1)∩V (G2) = {a},�ÒÉÞ£Í ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× G1 É G2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÉ�ÏÍ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ a.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G1 ÇÒÁÆ G′1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ dG1(a)=1,ÔÏ G′1 = G1. åÓÌÉ ÖÅ dG1(a) > 2, ÔÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ a ÛÉ� ÉÚk + 1 ×ÅÒÛÉÎÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ `(G′1) 6 k É g(G′1) > g(G). áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ G′2.ðÏÓËÏÌØËÕ 3 6 dG(a) = dG1(a)+dG2(a); ÔÏ dG1(a) > 2 ÉÌÉ dG2(a) > 2.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× G′1 ÉÌÉ G′2ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ ÛÉ� ÉÚ k+1 ×ÅÒÛÉÎÙ. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ a ×ÈÏÄÉÔ× ÏÂÁ ÇÒÁÆÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïv(G′1) + v(G′2) > v(G) + k + 2:çÒÁÆ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ G′1 É G′2 ÓËÌÅÊËÏÊ Ä×ÕÈ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÜÔÉ×ÅÒÛÉÎÙ { ËÏ�ÉÉ a ÉÌÉ ËÏÎ�Ù �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÛÉ�Ï×) É �ÏÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ k + 1 ÍÏÓÔÁ (ÔÁË ËÁË ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎÛÉ� �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ G′1 É G′2 ÂÙÌ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Ä×Å ËÏ-�ÉÉ ×ÅÒÛÉÎÙ a × ÇÒÁÆÁÈ G′1 É G′2 ÓËÌÅÑÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÕ a ÇÒÁÆÁ G. ðÏ�ÕÎËÔÕ 1 ÌÅÍÍÙ 1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ u(G) = u(G′1)+u(G′2)− 2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁ-ÆÙ G1 É G2 ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÛÉ�ÁÍÉ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ a, ÔÏ u(G′1); u(G′2) > 3 ÉÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ u(G′1) < u(G) É u(G′2) < u(G). �ÏÇÄÁ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÍÕ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÍÙ ÉÍÅÅÍu(G′1) > �g;k(v(G′1)− k − 2) + 2; u(G′2) > �g;k(v(G′2)− k − 2) + 2:�Å�ÅÒØ �Ï �ÕÎËÔÕ 2 ÌÅÍÍÙ 1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏu(G) > �g;k(v(G) − k − 2) + 2;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.1.2. ÷ ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÂÌÏËÉ.ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ Ò£ÂÅÒ F ⊂ E(G), ÞÔÏÇÒÁÆ G′ = G − F Ó×ÑÚÅÎ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÈ ÂÌÏËÏ× É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÓÍÅÖÎÙÈ × G′ ×ÅÒÛÉÎ x É y ÉÚ dG′(x) = dG′(y) = 2 ÓÌÅÄÕÅÔ dG(x) =dG(y) = 2. �ÏÇÄÁ `(G′) = max(`(G); 1) 6 k. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, g(G′) > g(G) = g,u(G) > u(G′). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G′. �ÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÇÒÁÆÁ G′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÓÔÏ×ÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ÇÒÁÆÁ G, ÔÏ u(G) > u(G′) > �g;k(v(G) − k − 2) + 2;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.



68 ä. ÷. ëáòðï÷2. âÁÚÁ.âÕÄÅÍ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÇÒÁÆ, ×Ù�ÏÌÎÑÑ ÛÁÇÉ 1.1 É 1.2 ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÜÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× G, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÂÌÏËÏ×. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ a ÇÒÁÆÁG ÄÅÌÉÔ ÅÇÏÎÁ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ { ÛÉ� Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ a.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.2.1. çÒÁÆ G { ÄÅÒÅ×Ï.îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅËÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÎÅÔ.ðÕÓÔØ a É b { Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÈÏÔÑ ÂÙ 3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ aÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ. çÒÁÆ G1 ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G − a { ÔÕ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ b(ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2a). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÉ�ÏÍ. çÒÁÆ G2ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G − a,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a { ÎÅ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G2 É ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÉ-�ÏÍ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ a. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
òÉÓ. 2. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ Õ ÄÅÒÅ×Á.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ a ÓÔÅ�ÅÎÉ m > 4, ×ÅÒÛÉÎÁ aÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2b).åÓÌÉ �(G) 6 2, ÔÏ G ÉÍÅÅÔ Ä×Å ×ÉÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ`(G) = k ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �g;k ÍÙ ÉÍÅÅÍu(G) = 2 > �g;k(v(G) − k − 2) + 2:ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÄÅÒÅ×Ï ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, Á ×ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2. �ÏÇÄÁ G ÉÍÅÅÔ 3 ×ÉÓÑ-ÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 3 · `(G) = 3k ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, v(G) 6 3k + 4. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ Æk = 12k+2×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑu(G) = 3 > Æk(2k + 2) + 2 > Æk(v(G) − k − 2) + 2:



îéöîéå ïãåîëé ëïìéþåó�÷á ìéó�øå÷ 692.2. çÒÁÆ G ÉÍÅÅÔ �ÉËÌ.�ÁË ËÁË G ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ a ÇÒÁÆÁ G ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ ÎÁ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ { ÛÉ� Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ a. ðÕÓÔØ H { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÛÉ�Ï×. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏÇÒÁÆ H ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ (ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ HÂÙÌÁ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÇÒÁÆ H { ÂÌÏË ÇÒÁÆÁ G. �ÁË ËÁË G ÉÍÅÅÔ �ÉËÌ, ÔÏ �ÉËÌ ÉÍÅÅÔ ÉÇÒÁÆ H .ðÕÓÔØ h = v(H), m { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ H ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ ÂÌÏËÏÍ ÇÒÁÆÁ G, ÔÏ m >
h2 . ëÁÖÄÁÑÉÚ m ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÏÔ ÇÒÁÆÁ ÛÉ� ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍÉÚ `(G) + 1 6 k + 1 ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ v(G) 6 h + (k + 1)m. ä×ÕÓ×ÑÚ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ H ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ h ×ÅÒÛÉÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,h > g(G) = g. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.a. m = h.�ÏÇÄÁ v(G) 6 (k + 2)h, u(G) > h. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅu(G) > �h;k(v(G) − k − 2) + 2 ÄÌÑ �h;k = h− 2(h− 1)(k + 2) :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �h;k ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ h > g > 4, �ÏÜÔÏÍÕ �h;k > �g;k =g−2(g−1)(k+2) . îÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ k > 2�g;k >

4− 2(4− 1)(k + 2) = 23k + 6 >
12k + 2 = Æk; (1)Á �ÒÉ g > 5 É k = 1�g;1 >

5− 2(5− 1)(1 + 2) = 312 = 14 = Æ1: (2)b. m < h.÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÌÏË H { ÎÅ�ÕÓÔÏÊ, ×ÙÂÅÒÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕu ∈ Int(H). îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ × ÇÒÁÆÅ G ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, × ËÏÔÏ-ÒÏÍ ×ÉÓÑÞÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ËÏÎ�Ù ×ÓÅÈ m ÛÉ�Ï× É ×ÅÒÛÉÎÁ u,�ÏÜÔÏÍÕ u(G) > m+ 1. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ,ÞÔÏ u(G) > 
h;m;k(v(G)− k − 2) + 2ÄÌÑ 
h;m;k = m− 1(k + 1)(m− 1) + h− 1 : (3)



70 ä. ÷. ëáòðï÷úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 
h;m;k ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ m. �ÁË ËÁË m > ⌈h2 ⌉, �ÏÌÕ-ÞÉÍ, ÞÔÏ 
h;m;k > "h;k = ⌈h2 ⌉ − 1(⌈h2 ⌉ − 1)(k + 1) + h− 1 :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ"2t;k = t− 1(t− 1)(k + 1) + 2t− 1 < t− 1(t− 1)(k + 1) + 2t− 2 = "2t−1;k:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, "2t;k = t−1(k+3)(t−1)+1 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ t. õÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ É h > g, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÊ ËÏÆÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (3) ÒÁ×ÅÎ "2t;k, ÇÄÅ t = ⌈ g2⌉ > 2.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ"2t;k = t− 1(k + 3)(t− 1) + 1 < 12k + 2 = Æk ⇐⇒(1− k)(t− 1) > −1 ⇐⇒ k = 1: (4)ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÅ×.ðÒÉ k > 2 ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (1) É (4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏu(G) >
12k + 2(v(G) − k − 2) + 2:ïÄÎÏ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ðÒÉ k = 1 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïu(G) > �g;1(v(G) − 3) + 2;ÇÄÅ �g;1 { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �ÒÉ ÒÁÚÂÏÒÅÓÌÕÞÁÅ× a É b. ðÒÉ g > 5 ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÍÙ ÉÍÅÅÍ�g;1 > min("2⌈ g2 ⌉;1; �1) = min(

⌈ g2⌉ − 14(⌈ g2⌉ − 1) + 1 ; 14) = ⌈ g2⌉ − 14(⌈ g2⌉ − 1) + 1 ;ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ðÒÉ g = 4 ÍÙ ÉÍÅÅÍ�4;1 > min (�4;1; "4;1) = min(29 ; 15) = 15 = "4;1:�Å�ÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÏ.



îéöîéå ïãåîëé ëïìéþåó�÷á ìéó�øå÷ 71
§4. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙíÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÒÉÀ �ÒÉÍÅÒÏ× ÇÒÁÆÏ×, �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁ-ÀÝÕÀ ÔÏÞÎÏÓÔØ Ï�ÅÎËÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ìÏÇÉËÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÒÁÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÁ: ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÄÏËÁ-ÚÁÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÁÎÕÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ. ðÕÓÔØ `(G) = k,g(G) = g. òÁÚÂÅÒ£Í Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.1. k = 1.ðÕÓÔØ n = ⌈ g+12 ⌉ − 1. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �g;1 = n4n+1 . ðÕÓÔØBg;1 { ÜÔÏ �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ 2n+2, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÁ n+1 ×ÅÒÛÉÎÁ ÞÅÒÅÚÏÄÎÕ. ë ËÁÖÄÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ÛÉ� ÉÚ 2 ×ÅÒÛÉÎ.ïÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ × ÎÁÛÅÍ ÇÒÁÆÅ. ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, `(Bg;1) = 1, g(Bg;1) = 2n+2 > g, v(Bg;1) = 4n+4. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3aÉÚÏÂÒÁÖÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÄÌÑ n = 2 (ÔÏ ÅÓÔØ, g = 5 ÉÌÉ g = 6).

òÉÓ. 3. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ �ÒÉ k = 1.îÁÊÄ£Í u(Bg;1). ÷ ÏÓÔÏ×ÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÇÒÁÆÁ Bg;1 ×ÉÓÑÞÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÂÕÄÕÔ ×ÓÅ n+1 ×ÉÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ËÏÎ�Ù ÛÉ�Ï×). �ÁË ËÁËÕÄÁÌÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÒÕÛÁÔØÓ×ÑÚÎÏÓÔØ, Ë ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÉËÌÁ, Ë ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÎÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ ÛÉ�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, u(Bg;1) = n+2. îÅÓÌÏÖÎÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏu(Bg;1) = n+ 2 = 2 + n4n+ 1 ·
(v(Bg;1)− 1− 2):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Bg;1 Ï�ÅÎËÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÔÏÞÎÁ.2. k > 2.÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �g;k = Æk = 12k+2 . ðÕÓÔØ Bg;k { ÜÔÏ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÅ ÄÅÒÅ×Ï: ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÒÉ ÛÉ�ÁÄÌÉÎÙ k+1 ËÁÖÄÙÊ. �ÏÇÄÁ g(Bg;k) = ∞, v(Bg;k) = 3k+4, `(Bg;k) = k,u(Bg;k) = 3. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 4a ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÄÌÑ k = 3.
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(v(Bg;k)− k − 2):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Bg;k Ï�ÅÎËÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÔÏÞÎÁ.

òÉÓ. 4. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ �ÒÉ k > 2.3. �Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÂÉÒÁÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ�ÒÉÍÅÒÙ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× Bg;k, ËÁË ÉÚ ÄÅÔÁÌÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÔÏÒÁ.ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍu(G) = �g;k · (v(G) − k − 2) + 2; g(G) > g; `(G) 6 k;ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ×ÉÓÑÞÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ a. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ G′: ÓËÌÅ-ÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ a ÇÒÁÆÁ G Ó ËÏÎ�ÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÛÉ�Ï× ÇÒÁÆÁ Bg;k É ÓÔÑÎÅÍ�ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ k + 1 ÍÏÓÔ (Ò£ÂÒÁ �ÒÉËÌÅÅÎÎÏÇÏ ÛÉ�Á ÇÒÁÆÁ Bg;k). ÷ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÒÁÆ G′, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍv(G′) = v(G) + v(Bg;k)− k − 2; g(G′) > g; `(G′) 6 k:ðÏ �ÕÎËÔÕ 2 ÌÅÍÍÙ 1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ u(G′) = �g;k · (v(G′) − k − 2) + 2; ÔÏÅÓÔØ, ÇÒÁÆ G′ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ, �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁ-ÀÝÉÍ ÔÏÞÎÏÓÔØ Ï�ÅÎËÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÙ×ÏÚØÍ£Í G = Bg;k, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ, �ÒÉËÌÅÉ×ÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �Ï ÏÞÅÒÅÄÎÏÍÕ ÇÒÁ-ÆÕ Bg;k. ä×Á �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ ÎÁÒÉÓÕÎËÁÈ 3b É 4b. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. J. A. Storer, Constru
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