
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 450, 2016 Ç.á. äÁ×ÙÄÏ×áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñðåòåïðòåäåìåîîïê �òïðéþåóëïê ìéîåêîïêóéó�åíù ó ðïíïýøà áîáìéúáó�áâéìøîùè �ïþåë ðïäóéó�åí
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅïÄÎÁ ÉÚ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ { ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÒÏ-�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.÷ ÓÌÕÞÁÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ÇÄÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ) ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ [7℄, ÏÄÎÁËÏÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ �ÅÒÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÔÁ-ÂÉÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏ-ÉÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÅÒÅÂÏÒÅ ÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ.

§2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ2.1. �ÒÏ�ÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ××ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÕ�ÏÌÑ R É R∞ = R ∪ {∞}, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁ-�ÉÑÍÉ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ⊕ := min, ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:
⊗ := +, É ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ: ⊘ := −, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍÉ�ÏÌÕ�ÏÌÑÍÉ Ó ÉÌÉ ÂÅÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÅ �ÏÌÕ�ÏÌÑ Ó ÉÌÉ ÂÅÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÓÔÉ ËÁË K É K∞, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ëÒÏÍÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ: x⊗i := x⊗· · ·⊗x.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÌÁÂÏ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÏ-�ÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. 43



44 á. äá÷ùäï÷îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ × ÓÔÁÔØÅ ÒÅÞØ �ÏÊÄÅÔ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÅ-ÔÏÄÁÍÉ ÉÚ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É, × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊÏÄÎÏÞÌÅÎ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. �ÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ Q Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËQ = a⊗ x⊗i11 ⊗ · · · ⊗ x⊗inn = a+ i1 · x1 + · · ·+ in · xn;ÅÇÏ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ { trdeg = i1 + · · ·+ in.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. �ÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËf = ⊕j (aj ⊗ x⊗ij11 ⊗ · · · ⊗ x⊗ijnn ) = minj {Qj};x = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn
∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍ ÎÕÌÅÍ (ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅÍ)ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ x ×ÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:(1) ÍÉÎÉÍÕÍ minj{Qj(x)} ËÏÎÅÞÅÎ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ Ä×ÕÈÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁÈ,(2) ×ÓÅ ÍÏÎÏÍÙ Qj(x) �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x.�Å ÎÕÌÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x ∈ Rn, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ. åÓÌÉ × ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÅ f �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ trdeg 6 d, É ÔÏÌØËÏÏÎÉ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.�ÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ËÁË É × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÅÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ.é ÎÁËÏÎÅ�, ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. �ÒÏ�ÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ { ÜÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.ëÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÅÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÚÁ-ÄÁÎÎÙÈ ÉÍÉ.



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 45óÉÓÔÅÍÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, ÅÓÌÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ�ÕÓÔÏ.óÉÓÔÅÍÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ, ÅÓ-ÌÉ × ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÈ { �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ËÏ-ÎÅÞÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.íÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÄ×Å ÉÚ ÎÉÈ:ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÔÁË: ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔÉÔØ, �ÒÁ×ÄÁ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. úÁÄÁÞÁ Ï �ÏÉÓËÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÔÁË: ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×Ù×ÅÓÔÉ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÉÎÁ-ÞÅ { ÏÔ×ÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÏÜÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, Á × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ RAM-ÍÁÛÉÎÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ-ÓÑ, ÞÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ N ,×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÚÁ M(N).÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÖÅ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÏ�ÉÞÅ-ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× NP -�ÏÌÎÁ [10℄.2.2. �ÒÏ�ÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. åÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, ÔÏ ÔÁ-ËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ { ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂ-ÒÁÚÉÅÍ.�ÒÏ�ÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ, ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù:



46 á. äá÷ùäï÷ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ A ÉÚmÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÄ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ�ÏÎÉÍÁÔØ ÔÁÂÌÉÞËÕ m× (n + 1), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ (i; j), 1 6 i 6 m,1 6 j 6 n ÒÁ×ÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ j-ÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × i-ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ,Á ÜÌÅÍÅÎÔ (i; n + 1); 1 6 i 6 m ÒÁ×ÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ×i-ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ.ðÒÉÍÅÒ 1. óÉÓÔÅÍÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 2x⊕3y⊕4z⊕5 É x⊕y⊕1z⊕10ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÏÔ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ:
( 2 3 4 50 0 1 10 )òÅÛÅÎÉÀ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÔÒÏËÁ, ÚÁ×ÅÒÛÁÀ-ÝÁÑÓÑ ÎÕÌÅÍ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÅÅ Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÓÔÒÏËÉ ÂÅÚ ÓÔÒÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (Ô.Å. ÍÉÎÉÍÕÍÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÁÖÄÙ).úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÖÉÔ ×�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÏ× NP É oNP [1, 4℄, É ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÌÑ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÌÉÛØ �ÓÅ×ÄÏ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ (Ô.Å. ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ, ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÎÅ ÏÔ ÉÈ ÄÌÉÎÙ) [1, 4℄.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Õ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (ÄÁÖÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ) ×ÓÅÇÄÁÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ [7℄, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÒÏ×ÅÒËÅ ÒÁÚÒeÛÉÍÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÍÙÓÌ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, Ô.Å. ÓÉÓÔÅÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌØ (Ô.Ë. × ÍÁÔÒÉ�Å ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÏ É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁËÁÑÍÁÔÒÉ�Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A. åÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:�T (A) = ⊕� A�1;1 ⊗A�2;2 ⊗ · · · ⊗A�n;n;



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 47ÇÄÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁÍ �.îÅÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÅÓÔØÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÓÁ ÎÁÄ×ÕÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÓÉÓÔÅÍÙ.�ÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ×ÒÅÍÑ ï(n3M(N)), ÇÄÅ n { ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á N { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÏ-ÄÕÌØ ÞÉÓÌÁ × ÎÅÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÷ÅÎÇÅÒÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ [6℄ (ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÒÏ�ÉËÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ [7℄).ëÁË É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏÓÔØ:�ÅÏÒÅÍÁ 1 ([2℄). �ÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n + 1-ÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÍÉÎÉÍÕÍ × ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ { Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÚÁÄÁÎÎÏ-ÇÏ ÅÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÓÁ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ O(n3M(N))Ó �ÏÍÏÝØÀ ÷ÅÎÇÅÒÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, Ô.Å. ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÒÏ×ÅÒËÅ ÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÌÅÖÉÔ × P .üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ:�ÅÏÒÅÍÁ 2 ([5℄). ðÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÉÚ m ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÅÅ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n + 1-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÍÅÅÔÒÅÛÅÎÉÅ.ÎÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, Ô.Ë.�ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Cn+1m �ÏÄÓÉÓÔÅÍ.åÓÌÉ ÖÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ:



48 á. äá÷ùäï÷�ÅÏÒÅÍÁ 3 (�ÒÏ�ÉÞÅÓËÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ [7℄). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÒÏ�É-ÞÅÓËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ A ÉÚ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÚÁ �T;i ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÉÚÍÁÔÒÉ�Ù A ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ i-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.�ÏÞËÁ (�T;1⊘�T;n;�T;2⊘�T;n; · · · ;�T;n−1⊘�T;n) ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉ-ÅÍ A.úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ N �Ï ÍÏÄÕÌÀ,ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ O(n3M(N)) (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÷ÅÎ-ÇÅÒÓËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÚÁÍÅÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á × ÍÁÔÒÉ�Å Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÞÉÔÁÔØ ÚÁË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÅ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-ÍÙÅ ÎÁÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÛÁÇÏÍ ÎÁ �ÕÔÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÏ-�ÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÁÂÏ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈÓÉÓÔÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. �ÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ m ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÓÌÁÂÏ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉm−n < k.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ k-ÓÌÁÂÏ�ÅÒÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÖÉÔ × P .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Cn+1n+k , ÞÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (n+ k)k. �É�ÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÉÓËÅ ÒÅÛÅÎÉÑ k-ÓÌÁÂÏ�ÅÒÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÖÉÔ × P [3℄.�ÕÔ ×ÁÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖ-ÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ P ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, Ô.Ë.ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ k.óÔÏÉÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ k-ÓÌÁÂÏ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ×[3℄, ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÅÎ, ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (�ÅÏÒÅÍÁ 9).



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 49÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁËO((Cnmn2+n3)M(N)), ÞÔÏ ÁÓÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ×ÒÅ-ÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ × [3℄.2.3. �ÁÂÌÉ�Á ÍÉÎÉÍÕÍÏ×. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÍÉÎÉ-ÍÕÍÏ×, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÍÕ × [4℄:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ A { ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚk ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ d. ÷ ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÅ x ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁÂÌÉ�Õ A∗x ÒÁÚÍÅÒÁk ×
(n+d−1d ), ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÁÓÔÏÌÂ�Ù { ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ d ÏÔ n�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.üÌÅÍÅÎÔ (i; j) ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ i-ÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ j-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ËÁË ËÌÁÓ-ÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ) × ÔÏÞËÅ È ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÚ ×ÓÅÈÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× j-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÍ. ðÒÉÍÅÒ 2).ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×A = {0⊕ 1x⊕ y0⊕−2x⊕−2y ⊕−2x2 ⊕−3xy ⊕−1y2:÷ ÔÏÞËÅ (−1; 0) ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:A = {0⊕ 0⊕ 00⊕−3⊕−2⊕−4⊕−4⊕−1;Ô.Þ. A∗(−1;0) = [ 0 x y x2 xy y2

∗ ∗ ∗
∗ ∗

] :÷ ÔÏÞËÅ (1; 0) ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:A = {0⊕ 2⊕ 00⊕−1⊕−2⊕ 0⊕−2⊕−1;Ô.Þ. A∗(1;0) = [ 0 x y x2 xy y2
∗ ∗

∗ ∗

] :



50 á. äá÷ùäï÷÷ ÔÏÞËÅ (−2;−1) ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:A = {0⊕−1⊕−10⊕−4⊕−3⊕−6⊕−6⊕−3;Ô.Þ. A∗(−2;−1) = [ 0 x y x2 xy y2
∗ ∗

∗ ∗

] :2.4. óÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. ÷ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ { ÓÉÓÔÅÍÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×�ÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ. áÍ�ÌÉÔÕÄÏÊ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÁÈ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13 ([7℄). �ÏÞËÁ x { ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÉÚ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÅÓ-ÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÏÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ { ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. (æÏÒ-ÍÁÌØÎÅÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æ < � ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ� > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ó ÁÍ�ÌÉÔÕÄÏÊ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ × Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x).éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Õ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ (ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÒÏ-�ÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ [7℄), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÒÏ�É-ÞÅÓËÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. òÅÛÅÎÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÁÊÄÅÎ-ÎÏÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ëÒÁÍÅÒÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÏÞËÁ { ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÈÏÄÉÔ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÅ�ÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. �

§3. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉíÎÏÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÍÉÎÉÍÕÍÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÓÍ.



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 51�ÒÉÍÅÒ [4℄). óÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ { ÎÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ, É ÎÉÖÅ ÂÕÄÕÔ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÁ-ÂÌÉ�Ù ÍÉÎÉÍÕÍÏ×. èÏÔÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÉ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÕÄÕÔ �ÒÉÍÅÎÑÔØ-ÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔØÉÈ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ô.Ë. ÏÂÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏ-ÎÅÞÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ A É ÔÏÞËÕ x { ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.úÁÍÅÎÉÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ× A∗x, ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ { ÎÁ +∞,ÏÂÏÚÎÁÞÉ× �ÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁ C. �ÏÞËÁ x { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁA ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ C ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ:
{0⊕ 3x⊕ 0xy ⊕ 0x⊗23⊕ 0x⊕ 0y⊗3:0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô.Ë. Õ ÓÉÓÔÅÍÙ
{a1 ⊕ a2xy ⊕ a3x⊗2a4x⊕ a5y⊗3;ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ a1; a2; a3; a4; a5.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÔÏÞËÁ x ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁÈ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÈ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ × A∗0) { ÎÕÌÉ (ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÔÒÏ-�ÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ).ðÕÓÔØ d { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × A, É �ÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÉÚ A ÒÁ×ÅÎ �.(1) äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ A, ÔÏ ÕÓÉÓÔÅÍÙ C ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏ×. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ. îÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ(ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ). ðÕÓÔØ M { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ.�.Ë. 0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ A, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ, ÞÔÏ

• 0 < Æ < �4d ,



52 á. äá÷ùäï÷
• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× A Ó ÁÍ�ÌÉÔÕÄÏÊ,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ Æ, × �4d -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ Õ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ B ÓÉÓÔÅÍÙ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ, Á ÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÁÍÅ-ÎÑÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ C, ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÆM .éÓÈÏÄÑ ÉÚ ×ÙÂÏÒÁ Æ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ y { ÒÅÛÅÎÉÅ B × �4d -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. íÏÎÏÍÙ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × A ÓÔÏÑÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ { ÏÎÉ ÓÌÉÛ-ËÏÍ ×ÅÌÉËÉ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ � − d �4d > �2(ËÏÜÆÉ�ÉÅÎÔ �ÅÒÅÄ ÍÏÎÏÍÏÍ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ �, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ �4d ), × ÔÏ ×ÒÅ-ÍÑ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÏÞÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Æ + d �4d < �2 .úÎÁÞÉÔ, × ÔÏÞËÅ y × ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ Ä×Á ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × A ÓÔÏÑÌÉ ÎÕÌÅ×ÙÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÄÏÍÎÏÖÉ× (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉ) y ÎÁ MÆ , ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ C.(2) �Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍÅÎÙËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Õ ÓÉÓÔÅÍÙ C ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ 0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑÔÏÞËÁ A.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ É ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ p, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ Ó ÁÍ�ÌÉÔÕ-ÄÏÊ Æ < min(p−1(�4d); �4d) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ × p(Æ)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÎÕÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁ E. åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÍÅ-ÎÉÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ E, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ A, ÔÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Õ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÂÕÄÅÔ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ y × p(Æ) = 2Æn!dn-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ (Ô.Ë. ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÅ�ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ Ë ÎÕÌÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ y ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÒÅÛÅÎÉÅÍ E, Ô.Ë. �ÒÉ ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ Æ ÍÏ-ÎÏÍÙ E, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÎÏÍÁÍ A Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ × y. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÁÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ p(Æ) = 2Æn!dn, Á ÚÎÁÞÉÔ,ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ 0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ A.

�



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 53�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏúÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ x { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ F É ÔÏÞËÉ y, ÅÓÌÉ F ∗y = A∗x(ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ A É F ÏÂÝÉÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, Ô.Å.×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×), ÔÏ y {ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ F .üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ:�ÅÏÒÅÍÁ 7. åÓÌÉ x { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× A, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ F Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ (Ô.Å.ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÊÓÑ ÏÔ A ÔÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ) É ÔÏÞËÉy, ÅÓÌÉ A∗x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × F ∗y (Ô.Å. ×ÓÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ Ú×ÅÚ-ÄÏÞËÁÍÉ × A∗x, ÏÔÍÅÞÅÎÙ É × F ∗y), ÔÏ y { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ F .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x É yÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ,ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ × ÎÕÌÅ, { ÎoÌÉ ËÁË × A, ÔÁË É × F . îÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏ-ÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉ�Ù ÍÉÎÉÍÕÍÏ× A∗0 É F ∗0 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÌÉÛØ × ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ Ai;j (ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ, ÅÓ-ÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ A;B;C; · · ·F ÔÁËÕÀ, ÞÔÏÚ×ÅÚÄÞÁÔÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ËÁÖÄÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÕÀ É ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ D �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A.äÏËÁÖÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØ-ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ F . úÎÁÞÉÔ, �Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÇÄÅ-ÔÏ ÅÓÔØ ÅÝÅD ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÒÁÔÎÙÈ). ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÒÅ-ÄÉ ×ÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË { �. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÌÏÅ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ F , Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ j-ÏÍ ÍÏÎÏÍÅ × i-ÏÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÎÁ Æ É ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ðÏ úÁÍÅ-ÞÁÎÉÀ 1 Õ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ 0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. îÏ Ô.Ë. �ÒÉÍÁÌÙÈ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ [9℄, ÍÙÓÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ Æ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÍÅÓÔÑÔÓÑ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ D+1 ÓÔÁÂÉÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ: DÔÏÞÅË × �-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË F É 0, ÞÅÇÏ �Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. �÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ-ÂÙ ÅÇÏ ××ÅÓÔÉ, Ó�ÅÒ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ pn(m1), ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ



54 á. äá÷ùäï÷ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÎÏÍ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; · · · ; xn × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÁ É ÓÔÁ×ÉÔ ÅÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Rn ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:pn(x⊗a11 x⊗a22 · · ·x⊗ann ) = (a1; a2; · · · ; an).�ÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ vn(m1;m2), �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ Ä×Á ÔÒÏ�É-ÞÅÓËÉÈ ÍÏÎÏÍÁ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× É ÓÔÁ×ÑÝÕÀÅÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Rn vn(m1;m2) = pn(m2)− pn(m1).ðÒÉÍÅÒ 4.
• v2(0; x1) = (1; 0),
• v2(x⊗21 x2; x1x⊗22 ) = (−1; 1),
• v3(0; 2x1x2x3) = (1; 1; 1).�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ:�ÅÏÒÅÍÁ 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ A ÉÚ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ × ÔÏÞËÅ x.x { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ×ÙÂÒÁÔØ 2n ÍÏÎÏÍÏ× mi;j ; 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 2 ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ:
• íÏÎÏÍÙ mi;1 Émi;2 { Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁ ÉÚ i-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁA, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ × ÔÏÞËÅ x.
• òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× vn(m1;1;m1;2),vn(m2;1;m2;2),· · · ,vn(mn;1;mn;2) ÒÁ×ÎÁ n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÉ, ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ x { ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁÈ { ÎÕÌÉ.(1) ó�ÅÒ×Á ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏÎÏÍÙ Ó Ï�ÉÓÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉÎÁÊÄÕÔÓÑ, ÔÏ 0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 0 { ÓÔÁÂÉÌØ-ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ F Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÞÔÏ É A, ÇÄÅ ×ÓÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ mi;j , 1 6 i 6 n,1 6 j 6 2, ÚÁÍÅÎÅÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ 1, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉÍÏÎÏÍÁÈ mi;j ; 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 2 { ÎÕÌÉ.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 0 ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ F , ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁC, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ F ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈmi;j ; 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 2 ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á �ÒÉ ÍÏÎÏ-ÍÁÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÉÈ, ÎÁ ∞, ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ.



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 55úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ C ÌÉÛØ Ä×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ × ËÁ-ÖÄÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ, É �ÏÜÔÏÍÕ C ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (ËÁÖÄÙÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÎÏÍÙ ÒÁ×ÎÙ).üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ô.Ë. ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÍÏÎÏ-ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ ÒÁÎÇ n.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 0 { ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ F , Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,É A.(2) �Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÍÏÎÏÍÏ× Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ 0 { ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.äÏËÁÖÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. úÁÍÅÎÉÍ ×ÓÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÉÎÅÊ-ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÄ Q, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁ ∞. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 ÕÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ y. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÍÏÎÏÍÏ×fi;j ; 1 6 j 6 2 { ÎÁÂÏÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ × y ÍÏÎÏÍÏ× ÉÚ i-ÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2, ×ÙÂÅÒÅÍ Ä×Á�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ). ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ vn(fi;1; fi;2); 1 6 i 6 n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n,Ô.Þ. ÒÁÎÇ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑfi;1 = fi;2; 1 6 i 6 n, ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ n. õ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕ-ÄÕÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ É Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ Q, Á ÚÎÁÞÉÔ, Õ ÎÅÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÈÏÔÑ �Ï�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ y { ÒÅÛÅÎÉÅ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÛÌÉ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.
�úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ �ÏÞÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË [8℄.

§4. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÓÉÓÔÅÍ�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÚÄÅ ÄÁÌÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × n-ÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÁË x1; x2; · · ·xn. �ÁËÖÅÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ xn+1 ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.



56 á. äá÷ùäï÷�.Ë. Ó ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÍÁÔÒÉÞ-ÎÏÍ ×ÉÄÅ, × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÎÅÊ-ÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ É ÅÅ ÍÁÔÒÉ�Õ.óÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ëÌÁÓÓ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ËÏ×ÓÅÍ ÞÉÓÌÁÍ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÓÌÅ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, �ÒÉÂÁ×É× Ë ÎÁÊÄÅÎÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ�ÅÒ×ÙÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÏ É �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ �ÏÄÏÂÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ë ÓÔÒÏËÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑ-ÅÔ, Ô.Ë. ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÕ. ðÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  Ë ÓÔÏÌÂ�Õ i { ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi ÎÁxi −  (ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ { �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  Ë �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ, ÓÔÏÌÂ�Õ, ÎÏ ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØÞÅÒÅÚ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ  Ë ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÀ  ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂ-�Á, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ). �äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÉÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ É ×ÍÅÓÔÏ �ÏÉÓËÁÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÅÅ, �ÒÉÂÁ×ÌÑÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ËÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂ�ÁÍ, ÓÔÁÒÁÑÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ 0.éÚ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ× ÍÁÔÒÉ�Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:
• h(A) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A,
• n(A) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÉÓÔÅÍÅ A,
• w(A) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A (Ô.Å. n+ 1),
• k(A) = h(A)− w(A),
• N(A) { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÞÉÓÌÁ × ÍÁÔÒÉ�Å.äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, ÅÓÌÉ �ÏÎÑÔÎÏ, Ï ËÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, �ÁÒÁÍÅÔÒ ×ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÂÕÄÅÔ Ï�ÕÓËÁÔØÓÑ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 57�ÅÏÒÅÍÁ 9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ A. åÓÌÉ A ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ F { ÔÁËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ�ÏÄÓÉÓÔÅÍÁ A ÉÚ w(A)− 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ x { ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ F{ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ A.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ �ÅÏÒÅÍÅ 8 ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 2h ÍÏÎÏÍÏ× ai;j ; 1 6 i 6 h; 1 6 j 6 2, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
• íÏÎÏÍÙ ai;1 É ai;2 { Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁ ÉÚ i-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁA, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ × ÔÏÞËÅ x.
• òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× vn(a1;1; a1;2),vn(a2;1; a2;2); · · · ; vn(ah;1; ah;2) ÒÁ×ÎÁ n.îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÌÅÇËÁ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�Õ A ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ËÔÁËÏÍÕ ×ÉÄÕ A′ , ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 2h ÞÉÓÅÌ fi;j , 1 6 i 6 h,1 6 j 6 2, 1 6 fi;j 6 w, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
• A′i;fi;j ; 1 6 j 6 2 { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × i-ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å (ÍÙÂÅÒÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ, Á ÎÅ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ô.Ë. Ó�ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ÓÔÁÎÅÔ ÎÕÌÅÍ).
• åÓÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆ ÉÚ w ×ÅÒÛÉÎ É �ÒÏ×ÅÓÔÉ × ÎÅÍ h ÒÅÂÅÒ(fi;1; fi;2); 1 6 i 6 h, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÕÄÅÔ Ó×ÑÚÎÙÍ.üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A′ , �ÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, É ÎÁÂÏÒ ÉÚ 2h ÞÉÓÅÌ fi;j , 1 6 i 6 h,1 6 j 6 2, 1 6 fi;j 6 w, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
• A′i;fi;j ; 1 6 j 6 2 { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉ-�Ù A′.
• åÓÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆ G ÉÚ w ×ÅÒÛÉÎ (�Ï ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ�)É �ÒÏ×ÅÓÔÉ × ÎÅÍ h ÒÅÂÅÒ (fi;1; fi;2); 1 6 i 6 h (Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ ×ÙÂÒÁÎÙ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ), ÔÏÒÁÚÍÅÒ D1 { Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÕ 1, {ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏ× A′ É fi;j .�.Ë. ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏG ÎÅ Ó×ÑÚÅÎ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ× D1.



58 á. äá÷ùäï÷òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:(1) ÷ ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÅ × D1.(2) ÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ × D1, ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÙ.÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ A′′ ,�ÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÊ, É ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ f ′i;j , ÞÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ G′ ÒÁÚÍÅÒÓ×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ 1, ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ D1.ó�ÅÒ×Á ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉ�Õ A′′ × ÓÌÕÞÁÅ (1).åÓÌÉ × ÍÁÔÒÉ�Å A′ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÞËÁ i ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fi;1 É fi;2 ÎÅ ÌÅÖÁÔ × D1,ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÍÏÎÏÍÅ fi;3,ÌÅÖÁÝÅÍ × D1, ÔÏ, ÚÁÍÅÎÉ× fi;1 ÎÁ fi;3, ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉÍ ÒÁÚÍÅÒ Ó×ÑÚÎÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÅÄÉÎÉ�Õ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A′′ = A′ . åÓÌÉ ÖÅÔÁËÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ D1 ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÏËÁÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ, �ÏÌÕÞÉ× ÉÓËÏÍÏÅ A′′ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙ-ÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ × A′ , ÂÕÄÕÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ É × A′′ , Ô.Þ. ×ÙÂÏÒ fi;jËÏÒÒÅËÔÅÎ).�Å�ÅÒØ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÅD1 ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÙ.âÅÚ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ×ÅÒÛÉÎÁ v, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ × D1 (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÉÎ-ÄÕË�ÉÀ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ { �ÒÉÂÁ×ÉÍ∞ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × D1, É Ó×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ).íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ A′ , ÚÎÁÞÅÎÉÑ fi;j É ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÍ ÇÒÁÆ G × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ:(1) úÁ×ÅÄÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V , ÒÁ×ÎÏÅ {v}. ÷Ï ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:(a) ÷ ÇÒÁÆÅ G ÎÅÔ ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ V É ÄÒÕÇÉÍÉ.(b) ÷ ÇÒÁÆÅ G ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ.() ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G \ V ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á×ÅÒÛÉÎ.îÁ ÄÁÎÎÏÍ ÛÁÇÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, Ô.Ë. ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÅÂÅÒ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.(2) ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÏÍÅ-ÒÁÍÉ × V ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ k ÔÁËÁÑ, ÞÔÏÒÁÎÅÅ ÍÉÎÉÍÕÍ × ÎÅÊ ÄÏÓÔÉÇÁÌÓÑ × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ fk;1; fk;2, ÎÅ ÌÅÖÁ-ÝÉÈ × V , Á �ÏÓÌÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÔÏÌÂÅ� Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÉÚ



áìçïòé�í ðïéóëá òåûåîéñ 59V (ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, a) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A′k;a = A′k;fk;1 = A′k;fk;2 . ÷ÏÚÍÏÖÎÏ,ÞÔÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÉÄÅÔÓÑ, Ô.Ë. ÔÁËÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÂÕÄÅÔ× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å. åÓÌÉ ÖÅ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅ-ÔÁËÉ�ÒÉÄÅÔÓÑ, ÔÏ, Ô.Ë. × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ V ÉG\V , ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ × A′ , ÏÓÔÁÎÕÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ×ÙÂÏÒ fi;j �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ËÏÒÒÅËÔÅÎ.åÓÌÉ ÇÒÁÆ G \ V ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÒÅÂÒÁ(fk;1; fk;2), ÔÏ, ÚÁÍÅÎÉ× fk;1 ÎÁ a, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ,Ô.Å. �ÒÉÄÅÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.éÎÁÞÅ { �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ (fk;1; fk;2) ÇÒÁÆ G \ V ÒÁÓ�Á-ÄÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. �.Ë. �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ×ÇÒÁÆÅ G \ V ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÂÙÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÒÅÂÅÒ, ÔÏ �Ï �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ É ÄÌÑÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ (ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ fk;1). úÎÁÞÉÔ,ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ fk;1 ÎÁ a É ÄÏÂÁ×ÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ fk;2, × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V , × ÇÒÁÆÅ G �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕÂÕÄÅÔ Ä×Å Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ VÉ G \ V ÎÅ ÂÕÄÅÔ, É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × G \ V ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ. �Å�ÅÒØ �Ï×ÔÏÒÉÍ ÛÁÇ (2) Ó ÉÚÍÅÎÅÎÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÅÂÅÒ, ÇÒÁÆÏÍ G É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ V .�.Ë. ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ, Á ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ, ÁÚÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆ G ÓÔÁÎÅÔ Ó×ÑÚÎÙÍ.
�ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ�ÏÉÓËÁ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊÚÁ O((Cw−1h w2 + w3)M(N)):�ÅÏÒÅÍÁ 10. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÄÉÔ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÚÁ ×ÒÅÍÑO((Cw−1h w2 + w3)M(N)) :ðÅÒÅÂÅÒÅÍ ×ÓÅ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ A ÉÚ h(A) − 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É Ó �ÏÍÏÝØÀÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ ÎÁÊÄÅÍ S { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÈ ÓÔÁÂÉÌØ-ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚ S × A { ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÉÚ ÎÉÈ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ A, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁÊÄÅÎ, ÉÎÁÞÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.



60 á. äá÷ùäï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÓÞÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ O(w3M(N)) Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÅÎ-ÇÅÒÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, Á �ÅÒÅÓÞÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏ-ËÉ/ÓÔÏÌÂ�Á ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÚÁ O(w2M(N)). �

§5. ÷Ù×ÏÄÙ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÕÀ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ×ÓÅ ÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ�ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÅ �ÏÄÏÊÄÅÔ ÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ { ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÄÓÉÓÔÅÍ,ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÂÉÒÁ-ÅÍÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ, ÕÄÁÓÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ TÅÏÒÅÍÅ 9,×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (ÎÅ ÔÏÌØËÏÌÉÎÅÊÎÙÈ). é ÈÏÔÑ ÍÁÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ NP -�ÏÌÎÁ ÄÁÖÅ × ÎÅ-�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ), ÄÁÎÎÙÊ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÔÏ-ÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ �ÏÎÑÔØ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ(ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÎÏÇÉÅ ÆÁËÔÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÅ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÉÚ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁÂÏÔÙ { ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. M. Akian, S. Gaubert, A. Guterman, Tropial polyhedra are equivalent to meanpayo� games. | Intern. J. Algebra Comput. 22, No. 1 (2012).2. P. Butovi�, Strong regularity of matries Ôß a survey of results. | Disr. Appl.Math. 48 (1994), 45{68.3. A. Davydow, New Algorithms for Solving Tropial Linear Systems. | arXivpreprint arXiv:1309.5206, (2013).4. D. Grigoriev, Complexity of solving tropial linear systems. | Comput. Complexity22 (2013), 71{78.5. Z. Izhakian, L. Rowen, The tropial rank of a tropial matrix. | Commun. Algebra37, No. 11 (2009), 3912{3927.6. Harold W. Kuhn, The hungarian method for the assignment problem. | Naval Re-searh Logistis Quarterly 2 (1995), 83{97.
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