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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍ1. ÷ ç�æ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁÍ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ �ÏÌÀÓÁÍÉ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ×. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ.ðÕÓÔØ a = {a1; : : : ; an} É � = {�1; : : : ; �n} { ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÔÏÞÅË ÎÁ C É ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÓÕÍÍÙ n

∑k=1�2kM(Dk; ak) (1)× ÓÅÍÅÊÓÔ×Å D(a) ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D1, : : : ,Dn, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ak ∈ Dk �ÒÉ k = 1; : : : ; n. úÄÅÓØ ÉÎÉÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. M(Dk; ak) { �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Dk ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ak ∈ Dk.(îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ M(Dk; ak) = 12� logR(Dk; ak), ÇÄÅ R(Dk; ak) { ËÏÎ-ÆÏÒÍÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÏÂÌÁÓÔÉ Dk ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ak ∈ Dk, ÅÓÌÉ ak 6=
∞;M(Dk;∞) = 12� logR(Dk;∞).)íÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ (1) × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å D(a) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ
M(a1; : : : ; an;�1; : : : ; �n), × ÓÌÕÞÁÅ� = {1; : : : ; 1} { ÞÅÒÅÚM(a1; : : : ; an).þÅÒÅÚ M(�; a; b) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ a É b.÷ Ó×ÑÚÉ Óo 
ÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÓÕÍÍÙ (1) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏÍ ÄÌÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊÓÌÕÞÁÅ: �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞÅËak É �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �k. îÁÞÁÌÏ ÜÔÏÍÕ ËÒÕÇÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÏÖÉÌÁ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ, ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ. 214



ïâ ïäîïí üëó�òåíáìøîï-íå�òéþåóëïí ðïäèïäå 215�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ a = {a1; : : : ; an} { ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉC = {|z| = 1}. íÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ (1) × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å D(a) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ak ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C, Á ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Dk Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÇÌÙ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÉÓ-ÓÅËÔÒÉÓÁÍÉ ÌÕÞÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ak. éÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏM(a1; : : : ; an) = n2� log 4n:ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÀÓÙ É ËÒÕÇÏ×ÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ
− zn−2(zn − 1)2 dz2:ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÷. î. äÕÂÉÎÉÎÙÍ (ÓÍ.[1℄) ÍÅÔÏÄÏÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ× É ÏÂÌÁÓÔÅÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ É ÒÑÄÁ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÏÒÅÍ å. ç. åÍÅÌØÑÎÏ× [2℄ �ÏÌÕ-ÞÉÌ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÏÂÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. ÷ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ( ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑÕÇÌÏ× É ×ÅÓÏ× ) ÓÕÍÍÁ (1) ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÅÈ ÖÅ ÔÏÞËÁÈ a1; : : : ; an.ï ÄÒÕÇÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ ÎÉÖÅ. õËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅ-ÏÒÅÍÕ × [2℄ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ å. ï ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÅÔÏÄÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÒÉ×ÙÈ ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ á. à. óÏÌÙ-ÎÉÎÁ [4℄.�ÅÏÒÅÍÕ 1 ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ-×ÏÄÉÔÓÑ × §2, ÏÎÏ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÒÏÌØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ä×ÕÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ a = {a1; : : : ; an} { ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÞÅË, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÙÈ ÎÁ n ÌÕÞÁÈ,×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÏÄ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ, É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ |ak| = rk, ÇÄÅ r1 · : : : · rn =A > 0. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

M(a1; : : : ; an) = n2� log( 4nA1=n):üÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ak ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = A1=n, Á ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Dk



216 ç. ÷. ëõúøíéîáÓÌÕÖÁÔ ÕÇÌÙ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍÉ ÕÇÌÏ× ÍÅÖÄÕ ÌÕÞÁÍÉ, �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ak. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁ-ÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ �ÏÌÀÓÁÍÉ ÉËÒÕÇÏ×ÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ
− zn−2(zn −A)2 dz2:2. ë ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ç�æ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁJ(a1; : : : ; an) = 2�M(a1; : : : ; an)− 2n− 1 log ∏16k<l6n |ak − al|:÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ �ÒÉ 3 (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ç. í. çÏÌÕÚÉ-ÎÁ), �ÒÉ n = 4 (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÙ Á×ÔÏÒÁ [5℄ É ó. é. æÅÄÏÒÏ×Á [6℄) É n = 5. ÷�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏJ(a1; : : : ; a5) = 411=3 · 3−3=4 · 5−25=6: (2)üÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ {a1; a2; a3; a4; a5}= {1; e−2�i=3; 0; e2�i=3;∞}, Á ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Dk; k = 1; : : : ; 5 ÓÌÕÖÁÔ ËÒÕ-ÇÏ×ÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ

−z6 + 7z3 + 1z2(z3 − 1)2 dz2:ëÁÖÄÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ �ÒÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ C.�ÅÏÒÅÍÁ 3 �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ a ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ �ÒÑÍÏÊ, ÄÏËÁÚÁÎÁ× [7℄ É äÕÂÉÎÉÎÙÍ ×[10℄ (
Í.ÔÁËÖÅ [11℄). ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ × [8, I℄. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å × [7℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØÔÅÏÒÅÍÁ å, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ. üÔÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÅÊÓÑ ÍÅÔÒÉËÉ × [8,I, ÌÅÍÍÁ3℄,ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ × [8, I℄. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ ×Á-ÒÉÁÎÔÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × [8, II℄ É [8, III℄.3. ðÕÓÔØ a0 = 0; ak; k = 1; : : : ; n; { ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C =
{|z| = 1}, É �ÕÓÔØ � > 0.



ïâ ïäîïí üëó�òåíáìøîï-íå�òéþåóëïí ðïäèïäå 217òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ 2�M(0; a1; : : : ; an;�; 1; : : : ; 1) ÓÕÍ-ÍÙ �2 logR(D0; 0) + n
∑k=1 logR(Dk; ak) (3)× ÓÅÍÅÊÓÔ×Å D(a) ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Dk, k =0; 1; : : : ; n, ÇÄÅ 0 ∈ D0; ak ∈ Dk, k = 1; : : : ; n. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÒÁÚÌÉÞÎÁ × ÓÌÕÞÁÑÈ 0 < � 6 1 É � > 1. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ � ∈ (0; 1℄, n > 2. íÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ (3) × ÕËÁ-ÚÁÎÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË 0; ak = ei2�(k−1)=n; k = 1; : : : ; n, É ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÒÕ-ÇÏ×ÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁQ(z)dz2 = − 14�2 (n2 − �2)zn + �2z2(zn − 1)2 dz2; (4)ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË ak Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÀÓÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ. äÌÑ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2�M(0; a1; : : : ; an;�; 1; : : : ; 1)= n{

−
(1− �n )2 log (1− �n)

−
(1 + �n)2 log(1 + �n )= �2n2 log (4�2n2 )+ log 4n}: (5)ëÁÖÄÁÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ �ÒÉ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ z → ei�0z; �0 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 4 × ÓÌÕÞÁÅ � = 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ ÷. î. äÕÂÉÎÉÎÙÍ [1℄ ÍÅÔÏ-ÄÏÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ � ∈ (0; 1℄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ × [12℄ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ åÏ Ó×ÑÚÉ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ.åÝÅ × [9℄ (Á ÔÁËÖÅ × [10℄) äÕÂÉÎÉÎÙÍ ÂÙÌ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ×Ï�ÒÏÓ, ÂÕÄÅÔÌÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ (3) ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÔÏÞÅË�ÒÉ � > 1. üÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ ÂÙÌÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÒÑÄÁ Á×-ÔÏÒÏ×. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 4 ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÚÎÁÞÅÎÉÊ � > 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ z-ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÁË Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÁËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏ-ÒÅÍÁ å ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÁ, ÞÔÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ



218 ç. ÷. ëõúøíéîáÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ × [12℄. éÍÅÎÎÏ,ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ � = �0 > 1 ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ N(�0) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀg(�) = 1� + (1− �) log |1− �| − 2(1 + �) log(1 + �) + 4� log(2�):üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ,g(0) = g(+∞) = +∞ É g(�) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ × ÔÏÞËÅ�− = 0; 662 : : : . ðÕÓÔØ �∗ = �∗(�0) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ g(�∗) = g(�0)ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; �−). þÅÒÅÚ N(�0) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ�0n 6 �∗(�0): (6)ðÒÉ n > N(�0) ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ M(0; a1; : : : ; an;�0; 1; : : : ; 1) × ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Å D(a) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅËa∗1; : : : ; a∗n ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 1 É ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÒÕÇÏ×ÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ (4) �ÒÉ � = �0. äÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅ-ÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5), ÇÄÅ � = �0.ðÒÉ � = √2; 2; 3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍÅÅÍ N(�0) = 7; 13; 28.
§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ Sk { ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÌÕ-ÞÁÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ak; ak+1:Sk = {z : 2�k=n < arg z < 2�(k + 1)=n}; k = 1; : : : ; n:ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w = fk(z) = {ze−2�ik=n}n=2ÕÇÌÁ Sk ÎÁ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØH = {w : Imw > 0} ÔÏÞËÁÍ ak; ak+1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ�k = rn=2k ; −�k+1 = −rn=2k+1:îÁ w-ÓÆÅÒÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÓÕÍÍÙM(Dk; �k) +M(Dk+1;−�k+1)× ÓÅÍÅÊÓÔ×Å �ÁÒ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, 
ÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ �k É −�k+1. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ �ÁÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �ÒÑÍÕÀ



ïâ ïäîïí üëó�òåíáìøîï-íå�òéþåóëïí ðïäèïäå 219Rew = (�k − �k+1)=2. üÔÉ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁq(w)dw2 = − 14�2 C(w − �k)2(w + �k+1)2 dw2; C > 0:÷ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ −q(w)dw2 ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á Ä×Õ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ: ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ H Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �k;−�k+1 É ÎÉÖÎÑÑ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ H− Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁM(H; �k;−�k+1) =M(H−; �k;−�k+1) = 2� log(�k + �k+1)=2:ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÒÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ [3℄, ÄÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔØ Sk Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ak; ak+1, ÉÍÅÅÍÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏM(Sk; ak; ak+1) =M(H; �k;−�k+1)− 1�[ log n2 +n− 2n (log �k+log �k+1)]:�Å�ÅÒØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ å �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
M(a1; : : : ; an) 6

1� n
∑k=1{12 log(�k + �k+1)

−
[2 log n2 + n− 2n (log �k + log �k+1]}= 1�F(�k; : : : ; �n);É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÆÕÎË�ÉÉ

F(�1; : : : ; �n) �ÒÉ Ó×ÑÚÉ �1:::�n = An=2.÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ~F(�1; : : : ; �n) = F(�1; : : : ; �n)− �( n
∑k=1 log �k − n2 logA);� { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ � ~F��k = 0; k = 1; : : : ; n; ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ12( 1�k + �k+1 + 1�k + �k−1 )− n− 2n 1�k = ��kÉÌÉ �k�k + �k+1 + �k�k + �k−1 = ~�; ~� = 2�+ 2(n− 2)=n:



220 ç. ÷. ëõúøíéîáóËÌÁÄÙ×ÁÑ �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ ~� = 1. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ �1; : : : ; �n ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�1 > �k �ÒÉ k > 1, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �k =rn=21 = A1=2 �ÒÉ k = 1; : : : ; n. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2ÄÌÑ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ,Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁì. é. ëÏÌÂÉÎÏÊ [11℄.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ � > 0. ðÕÓÔØ 2�M(0; 1;−1; 2�; 1; 1) { ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÍ-ÍÙ 4�2 logR(D0; 0) + logR(D1; 1) + logR(D2;−1) (7)× ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D0, D1,D2 ÎÁ w-ÓÆÅÒÅ, 0 ∈ D0; 1 ∈ D1;−1 ∈ D2. éÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2�M(0; 1;−1; ; 2�; 1; 1)= −2(1− �)2 log |1− �| − 2(1 + �)2 log(1 + �)+ 4�2 log�+ (1 + 2�2) log 4: (8)ðÒÉ � 6= 1 ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍoÊ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D0; D1; D2 ÓÌÕÖÉÔ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ËÒÕÇÏ×ÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ (ÓÍ. ÒÉÓ.1{3) q(w)dw2 = − 1�2 (1− �2)w2 + �2w2(w2 − 1)2 dw2: (9)�ÏÞËÉ 0; 1;−1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÊÎÙÍÉ �ÏÌÀÓÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ.÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ (9).ðÒÉ � 6= 1 × ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁ-ÌÁ (9) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ �ÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.ðÒÉ 0 < � < 1 ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ�1 = �1(0; 1);�2 = �2(0;−1);�3 = �3(1;−1), ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ïÂÌÁÓÔÉ �1 É �2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ É ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË[−i�=√1− �2; i�=√1− �2℄ (�ÒÉ � → 1 ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×ÍÎÉÍÕÀ ÏÓØ).ïÂÌÁÓÔØ �3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ (1;∞℄ É (i�=√1− �2; i∞℄.
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òÉÓ. 1. (0 < � < 1).
òÉÓ. 2. (� = 1).
òÉÓ. 3. (� > 1).ðÒÉ � > 1 × ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÉÍÅÀÔÓÑ �Ï-ÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ �1 = �1(0; 1), �2 = �2(0;−1), �3 = �3(0; 0).ïÂÌÁÓÔÉ �1 É �2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÉ-ÍÏÊ ÏÓÉ, ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔ-ÒÅÚÏË [1; �=√�2 − 1℄ É [−1;−�=√�2 − 1℄. ïÂÌÁÓÔØ �3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ(�=√�2 − 1;∞℄ É (−�=√�2 − 1;−∞℄ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4{6).



222 ç. ÷. ëõúøíéîá
òÉÓ. 4. (0 < � < 1).
òÉÓ. 5. (� = 1).
òÉÓ. 6. (� > 1).÷ ÓÌÕÞÁÅ � = 1 ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÅË-ÔÏÒÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ (9) �ÒÅÄÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÁ.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ì. é. ëÏÌÂÉ-ÎÏÊ [12℄. æÁËÔÙ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ (9) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÂÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.



ïâ ïäîïí üëó�òåíáìøîï-íå�òéþåóëïí ðïäèïäå 223äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5. óÌÅÄÕÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÔÅÏÒÅÍÙ × [7, ÔÅÏÒÅÍÁ 1). ðÕÓÔØ0 < argak+1 − argak = 2��k; n
∑k=1�k = 1:òÁÚÏÂßÅÍ w-ÓÆÅÒÕ ÎÁ Sk ÕÇÌÏ× Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ak; ak+1:Sk = {z : arg ak < arg z < argak+1}; k = 1; : : : ; n:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅw = fk(z) = {ze−i argak}1=(2�k) (10)ÕÇÌÁ Sk ÎÁ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ H = {w : Imw > 0}, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍÔÏÞËÉ 0; ak; ak+1 �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ÓÏÏ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÉ 0; 1;−1. îÁ w-ÓÆÅÒÅÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 2�M(0; 1;−1; 2�k; 1; 1), ÇÄÅ�k = ��k . äÌÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9) �ÒÉ � = �k:qk(w)dw2 = − 1�2 (1− �2k)w2 + �2kw2(w2 − 1) d2: (11)ðÕÓÔØ �(k)j ; j = 1; 2; 3, { �ÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ

−qk(w)dw2, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÌÅÍÍÅ 1, É �ÕÓÔØ�(k)+j = �(k)j ∩H; j = 1; 2; 3:þÅÒÅÚ P (k)j , j = 1; 2; 3; ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏÂÌÁÓÔÅÊ �(k)+j �ÒÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÉ (10 ). ïÂÌÁÓÔÉ P (k)j , j = 1; 2; 3; ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÕÇÌÁSk.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.1) ðÕÓÔØ 0 < � < 1. �ÏÇÄÁ �k = ��k < 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ k = 1; : : : ; n.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �(k)+j ; j = 1; 2; 3; { Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 0; 1; 0;−1; 1;−1; P (k)j , j = 1; 2; 3, { Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ × ÕÇÌÅSk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ×ÅÒÛÉÎaÍÉ 0; ak; 0; ak+1; ak; ak+1. óÉÓÔÅÍÁ Ä×Õ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× P (k)j , j = 1; 2; 3, k = 1; : : : ; n, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ
C \ {0; a1; : : : ; an}.



224 ç. ÷. ëõúøíéîáòÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8) ÌÅÍÍÙ 1 �ÒÉ � = �k ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ
M(0; 1;−1; 2�k; 1; 1)= h(k)21 Mod�(k)1 + h(k)22 Mod�(k)2 + h(k)23 Mod�(k)3= 2 · 14{h(k)21 Mod�(k)+1 + h(k)22 Mod�(k)+2 + h(k)23 Mod�(k)+3 }; (12)ÇÄÅ h(k)1 = h(k)2 = �k; h(k)3 = 1− �k:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ å ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2�M(0; a1; : : : ; an;�; 1; : : : ; 1)

6
14 n

∑k=1{h(k)21 ModP (k)1 + h(k)22 ModP (k)2 + h(k)23 ModP (k)3 }: (13)ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÏ×�ÒÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ,Mod�(k)+j = ModP (k)j + 1��k log 12�k ; j = 1; 2;Mod�(k)+3 = ModP (k)3 + 2�(1− �k) log 12�k :�Å�ÅÒØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (13) ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ
M(0; a1; : : : ; an;�; 1; : : : ; 1℄ 6 n

∑k=1{�2k4 [Mod�(k)+1 + 1��k log(2�k)℄+ �2k4 [Mod�(k)+2 + 1��k log(2�k)]+ (1− �k)24 [Mod�(k)+3 + 2�(1− �k) log(2�k)]}= n
∑k=1{�2k4 Mod�(k)+1 + �2k4 Mod�(k)+2+ (1− �k)24 Mod�(k)+3 + 12� log(2�k)}: (14)



ïâ ïäîïí üëó�òåíáìøîï-íå�òéþåóëïí ðïäèïäå 225éÚ (12) É (14) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2�M(0; a1; : : : ; an;�; 1; : : : ; 1)
6

n
∑k=1{�M(0; 1;−1;�k; 1; 1) + log(2�k)}: (15)ïÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ËÏÒÏÔËÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (15).ðÕÓÔØ ÍÅÔÒÉËÁ �(z)|dz| Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ�(z)|dz| = |qk(fk(z))|1=2|f ′k(z)||dz|�ÒÉ z ∈ Sk \ {0; ak; ak+1}; k = 1; : : : ; n: (16)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ �(z)|dz| ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ × �ÒÏÂÌÅÍÅ ÍÏÄÕÌÑ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÝÅÊM(0; a1; : : : ; an;�; 1; : : : ; 1). ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÏ× P (k)j , k = 1; : : : ; n; j = 1; 2; 3. ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ P (1)1 ,P (1)2 , : : : , P (n)1 , P (n)2 ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÁÖÄÙÊÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ak; k = 1; : : : ; n. ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ P (k)1 , P (k)3 , P (k−1)2 , P (k−1)3ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ak, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÉ, ÓÏ-ÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÕ ak Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË 0; ak+1; ak−1. ðÕÓÔØ �k { ËÒÉ×ÁÑÎÁ C, ÇÏÍÏÔÏ�ÎÁÑ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÞËÅ ak. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ �kÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÉ, �ÅÌÉËÏÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÏ×P (k)1 ; P (k)3 ; P (k−1)2 ; P (k−1)3 É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÉÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏ-ÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÏÊ � × ÍÅÔÒÉËÅ �(z)|dz| ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlength��k > 1:ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �0 { ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ C, { ÇÏÍÏÔÏ�ÎÁÑ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ÎÁ-ÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ �0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÉ, �ÅÌÉËÏÍ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÝÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÚÁ�ÏÌÎÑÀÝÉÈÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÉÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅÓÔÏÒÏÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ length��k >

n
∑k=1�k = �:õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ �(z)|dz| ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �ÒÏÂÌÅ-ÍÅ ÍÏÄÕÌÑ É ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w = fk(z) ÕÇÌÁ Sk ÎÁ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØH �-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍ ÔÏÞÅË ak; ak+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ (2�k)−1-ÏËÒÅÓÔÎÏÓ-ÔÉ ÔÏÞÅË 1;−1, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (15).



226 ç. ÷. ëõúøíéîáðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � > 1. �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ �k = ��k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �k > 1.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌÁ (11) �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ�(k)1 = �(k)1 (0; 1); �(k)2 = �(k)2 (0;−1); �(k)3 = �(k)3 (0; 0);ÇÄÅ �(k)3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ [−∞;−bk) ∪ (bk;+∞℄,ÇÄÅ bk = �k=(�2k − 1)1=2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÇÏÌ Sk ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁ-ÓÔÑÍÉ P (k)1 ; P (k)2 ; P (k)3 , Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ�(k)+j = �(k)j ∩H; j = 1; 2; 3;�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (10); × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ �k < 1, ÚÄÅÓØ ÏÂÌÁÓÔØ �(k)+3�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ [−∞;−bk) ∪ (bk;+∞℄. ðÏÜÔÏÍÕ Ë ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÔÅÏÒÅÍÁ å ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÁ. ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ (16) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ É �ÏÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (15) ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (12) ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅ 2�M(0; a1; : : : ; an;�; 1; : : : ; 1) 6 G(�1; : : : ; �n);ÇÄÅG(�1; : : : ; �n)= n
∑k=1{

− (�k)2 log |1− �k| − (1 + �k)2 log(1 + �k)+ (1 + 2�2k) log�k + �2k log 4 + log 4�}:ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÆÕÎË�ÉÉ G(�1; : : : ; �n) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉn
∑k=1�k = �:òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, ××ÅÄÅÍ ÆÕÎË-�ÉÀ ~G(�1; : : : ; �n) = G(�1; : : : ; �n)− �( n

∑k=1�k − �);ÇÄÅ � { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.



ïâ ïäîïí üëó�òåíáìøîï-íå�òéþåóëïí ðïäèïäå 227OÏÚÎÁÞÉÍ � ~G��k ÞÅÒÅÚ g(�k). éÍÅÅÍg(�) = 1� + 2(1− �) log |1− �| − 2(1 + �) log(1 + �) + 4� log(2�);g(0) = +∞; g(1) = 1; g(∞) = +∞:éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ g(�k) = �; k = 1; : : : ; n: (17)îÁÈÏÄÉÍ g′(�) = − 1�2 − 2 log |1− �2|+ 4 log(2�);g′(0) = −∞; g′(1) = +∞; g′(�) → 4 log 2 �ÒÉ � → ∞:�ÁË ËÁË g′′(�) = 2�3 + 4�1− �2 + 2� = 2 + �2�3(1− �2) > 0�ÒÉ � ∈ (0; 1); g′′(�) < 0 �ÒÉ � < 1; g′′(�) → 0 �ÒÉ � → ∞;ÔÏ g′(�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (0; 1) ÏÔ −∞ ÄÏ +∞ É ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍÏÔÒÅÚËÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ �− = 0; 662. ðÒÉ � ∈ (0; �−) g(�) ÕÂÙ-×ÁÅÔ ÏÔ +∞ ÄÏ g(�−) = −0; 168, �ÒÉ � ∈ (�−; 1) g(�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔg(�−) ÄÏ g(1) = 1. ðÕÓÔØ �∗(1) < �− { ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ g(�) = 1 ÎÁÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; �−) : �∗(1) = 0; 349. ðÒÉ � ∈ (1;+∞) g(�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔÏÔ 1 ÄÏ +∞.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ � = 1. ðÕÓÔØ n > 3. �ÏÇÄÁ(�k)min 6 1=3; g[(�k)min℄ > g(�∗) = 1;É ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (17) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ�1 = · · · = �n = 1=n:ðÕÓÔØ n = 2. óÉÓÔÅÍÁ (17) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ �1; �2 Ó �1 < �1ÔÏÌØËÏ �ÒÉ �1 ∈ [�∗; �−); �2 ∈ [�−; 1℄, ÎÏ �ÒÉ �2 > �− = 0; 662 ÉÍÅÅÍ�1 6 0; 338 É �ÏÔÏÍÕ �1 < �∗, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ �1 > �∗.÷ ÓÌÕÞÁÅ 0 < � < 1 �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (17) �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍÉÖÅ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ 0 <� 6 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ n > 2 ÓÉÓÔÅÍÁ (17) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �k =1=n; k = 1; : : : ; n: ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ G(�1; : : : ; �n)ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5) É ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (4)ÄÌÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ.



228 ç. ÷. ëõúøíéîáðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � = �0 > 1. �ÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (17)Ñ×ÌÑÀÔÓÑÞÉÓÌÁ �k = �0n 6 �∗(�0); k = 1; : : : ; n;ÇÄÅ �∗ = �∗(�0) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ g(�∗) = g(�0) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ(0; �−). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n > N(�0), ÇÄÅ N(�0) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (3) ÄÏÓÔÉÇaÅÔÍÁËÓÉÍÕÍÁ (5) É ÄÌÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁ-ÌÁ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (4).÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 5 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï n > N(�0), ÇÄÅ �0 > 1, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÌÕÞÁÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÅË a1; : : : ; an ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 1.÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 2 ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË É ×ÙÛÅ, ÞÅÒÅÚ
M(0; a1; : : : ; an) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ (3) × ÓÅÍÅÊÓÔ-×Å D(a).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ � > 0. ðÒÉ 0 < � 6 � Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2�M(0; 1; ei�;�; 1; 1) = 2�M(0; 1;−1;�; 1; 1)+(�2−2) log 1sin�=2 : (18)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ D0; D1; D2 { ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ 0; 1; ei� É ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÍÁËÓÉÍÕÍ

M(0; 1; ei�;�; 1; 1):ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ w = f(z) = (1 + i tg �2 )zz + i tg �2 ; 0 < � 6 �;�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÉ z = −1; 1; 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × w = ei� ; 1; 0, Á ×ÅÌÉÞÉÎÕ
M(0; 1;−1;�; 1; 1) { ×M(0; 1; ei�;�; 1; 1). éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÏÂÌÁÓÔÅÊ D0; D1; D2 �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ(15), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (18).ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, òÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ É ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 168 (1988), 48{66.2. å. ç. åÍÅÌØÑÎÏ×, ï Ó×ÑÚÉ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. | úÁ�.ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 160 (1987), 91{98.



ïâ ïäîïí üëó�òåíáìøîï-íå�òéþåóëïí ðïäèïäå 2293. å. ç. åÍÅÌØÑÎÏ×, ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ.ÓÅÍÉÎ. ìïíé 154 (1986), 76{89.4. á. à. óÏÌÙÎÉÎ, íÏÄÕÌÉ É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ. |áÌÇÅÂÒÁÉ ÁÎÁÌÉÚ 11 (1999), ×Ù�.1, 3{86.5. ç. ÷. ëÕÚØÍÉÎÁ, ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 100 (1980), 131{145.6. ó. é. æÅÄÏÒÏ×, ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ × ÚÁÄÁÞÅ ÏÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 112 (1981), 172{183.7. ç. ÷. ëÕÚØÍÉÎÁ, ë ×Ï�ÒÏÓÕ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÓÆÅÒÙ.| úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 185 (1990), 72{95.8. ç. ÷. ëÕÚØÍÉÎÁ, úÁÄÁÞÉ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÓÆÅÒÙ. I, II,III. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 276 (2001), 253{275; 286 (2002), 126{147; 314(2004), 126{141.9. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏ-ÇÏ. | õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË 49, ×Ù�.1 (1994), 3{76.10. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, åÍËÏÓÔÉ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ× É ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÷ÌÁÄÉ×ÏÓÔÏË, 2009.11. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ, ðÒÅ�ÒÉÎÔä÷ï áî óóóò. éÎ-Ô �ÒÉËÌÁÄ. ÍÁÔ., ÷ÌÁÄÉ×ÏÓÔÏË, 1990.12. ç. ÷. ëÕÚØÍÉÎÁ, íÅÔÏÄ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ �ÒÉ ÎÁ-ÌÉÞÉÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 302 (2003), 52{67.13. ì. é. ëÏÌÂÉÎÁ, îÅËÏÔÒÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ × ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÉ. | äÏËÌ. áî óóóò 84 (1952), 865{868.Kuz'mina G. V. On an extremal metri
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