
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 449, 2016 Ç.÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñåäéîéã áìçåâòáéþåóëéè ðïìåê ÷íîïçïíåòîùå ãåðîùå äòïâé÷×ÅÄÅÎÉÅ0.1. �ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÕÓÔØ x = (x1; : : : ; xd) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞ-ËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÚ R É Fx = Q(x1; : : : ; xd) { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xd.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÏÞËÉ x ÎÁÄ Q, �ÏÌÁÇÁÑ deg(x) = degFx, ÇÄÅ Ó�ÒÁ-×Á ÕËÁÚÁÎÁ ÓÔÅ�ÅÎØ degFx = [Fx : Q℄ �ÏÌÑ Fx, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q.÷ [1℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 0.1. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x = (x1; : : : ; xd) ÂÕÄÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ,Ô.Å. ÞÉÓÌÁ 1; x1; : : : ; xd ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Z. åÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞ-ËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Æ ÉÚ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù d-ÍÅÒÎÙÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ D, ÔÏ ÅÅ ÓÔÅ�ÅÎØdeg(x) = d+ 1:�ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ [2℄, ÞÔÏ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÄÏ�ÕÓ-ËÁÅÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 0.1�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d+1, Ô.Ë. ×ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ×ÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÅ × d-ÍÅÒÎÕÀ �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ.0.2. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ� ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÅÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÔÅ-ÏÒÅÍÁ 0.2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (d + 1)-�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔÁ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ, ÔÏÞÎÅÅ, { ÄÌÑ ÔÏÞÅË � = (�1; : : : ; �d)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÏÒÁ, ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ No. 14-01-00360.84



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 85Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ �1 = �d, �2 = �d−1; : : :, �d = �, ÇÄÅ 0 < � < 1 {×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x) = xd+1 + adxd + : : :+ a1x+ a0ÓÔÅ�ÅÎÉ d+1 > 3 Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ai = 1; 2; 3; : : : É ÓÏÓ×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ a0 = −1. �ÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ËÏÌØ�Á�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ O ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÑ Q(�) { ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ d+ 1 �ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q.÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 11.2 ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 0.2. 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÉÏÄ p > 1 É ÔÁËÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Qa, Ra1 ; : : :, Rad �ÏÒÑÄËÁ d+1 Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = ap+ b, ÇÄÅ 0 6 b < p, ÔÏÞËÁv(i)min = (−Qa�1 +Ra1 ; : : : ;−Qa�d +Rad) (0.1)ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:v(i)min ∈ T (i) Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ Qa > 1; (0.2)ÇÄÅ T (i) { Ñ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÏ×, ÏÂßÅÍ ËÏÔÏÒÙÈ s(T (i)) → 0 �ÒÉ i → +∞. ó×ÏÊÓÔ×Ï (0.2)ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙ xj ≡ −j� mod Zd ÎÅ �Ï�Á-ÄÁÅÔ xj =∈ T (i) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 j < Qa (0.3)× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË T (i).2. äÌÑ ×ÓÅÈ a = 0; 1; 2; : : : ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Qa�1 −Ra1 |+ : : :+ |Qa�d −Rad| 6 %(A)a; (0.4)ÅÓÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �i 6= �i′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= i′ Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁ-ÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÇÄÅ %(A) { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÍÁÔÒÉ�ÙA É  > 0 { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ a.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 0.1. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (0.2) ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÎÁÉÌÕÞ-ÛÅÅ ÑÄÅÒÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ (karyon approximation). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÔÏÞËÉ v(i)min ÉÚ (0.1) ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë 0 mod Zd ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T (i)-ÎÏÒÍ (ÑÄÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍ), × ËÁÞÅÓÔ×Å ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÂÒÁÎÙ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ T (i) { ÑÄÒÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ Td. äÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ T (i)ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞÅË xj ≡ −j� mod Zd ÄÌÑ j = 0; 1; 2; : : :É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÔÏÞËÏÊ� = (�1; : : : ; �d).



86 ÷. ç. öõòá÷ìå÷îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÖÅ (0.4) ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÊ s-ÎÏÒÍÅ |x|s = |x1|+ : : :+ |xd|. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÚÑÔØ É ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÎÏÒ-ÍÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, { ÛÁÒÏ×ÕÀ ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×Õ |x| = (|x1|2 + : : : + |xd|2)1=2.æÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÏÒÍÙ ÕÄÏÂÎÙ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÓËÏÒÏÓÔÉ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ, ÎÏ ÏÎÉ ÎÅ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÀÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.0.3. éÓÔÏÒÉÑ É ÍÅÔÏÄÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ(0.2) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T (i)-ÎÏÒÍ, Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅ-ÔÏÄ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÔÏ-ÒÏ× [1,3,4℄. �ÅÏÒÅÍÁ 0.2 ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [5℄.äÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÖÅ ÉÚ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ (0.2) ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ï�ÅÎÏË (0.4)ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ [1, 5℄. òÁÎÅÅ ÏÄ-ÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ × ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅ-ÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ [6,7℄, Á Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ { ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒ-ËÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ [8℄ É ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅ-ÎÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ [5℄.éÓÌÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × [9{15℄.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÕÀ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÊ d-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ △d. äÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d = 2 �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
△2 �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ × [16{22℄.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÙÍÉ �Å�ÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ É ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 11.2 ÄÌÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÎÏ ÕÖÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ d+1. ÷ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÔÁËÁÑ Ó×ÑÚØ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ó ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÑÍÉ ÂÙÌÁ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ × [23℄.

§1. óÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× É ÉÈ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ1.1. óÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÓÏ-×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ � ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {k1; k2} ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÎÄÅËÓÏ× {0; 1; : : : ; d}. ðÕÓÔØ v0; v1; : : : ; vd { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ
Rd É �′ = {k′1; : : : ; k′d−1} { ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë � ÓÏÞÅÔÅÎÉÅ × {0; 1; : : : ; d}.



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 87íÅÖÄÕ � ∈ � É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÎÉÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ �′ ∈ � ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ � ⇔ �′: äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× {v0; v1; : : : ; vd}.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ ÌÀÂÙÅ d− 1 ×ÅËÔÏÒÁ ÉÚ {v0; v1; : : : ; vd} ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H�′ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÕÀ ×ÅËÔÏÒÙ vk′j Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ k′j ÉÚ �′. �ÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅË-ÔÏÒÏ× {v0; v1; : : : ; vd} ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ë �′ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ � = {k1; k2} ∈ � ×ÅËÔÏÒÙ vk1 , vk2 ÉÚ
{v0; v1; : : : ; vd} ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ H�′ É ÌÅÖÁÔ �Ï ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÎÅÊ × ÒÁÚÎÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ H+�′ É H−�′ .îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀ-ÂÙÅ D ×ÅËÔÏÒÁ ÉÚ {v0; v1; : : : ; vd} ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ìÀÂÏÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× v =
{v0; v1; : : : ; vd} ÉÚ Rd ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ú×ÅÚÄÏÊ.ïÂßÑÓÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ Ú×ÅÚÄÙ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅ-ÒÉÊ.ëÒÉÔÅÒÉÊ 1.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(v) ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ Ú×ÅÚÄÙv ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ, É �ÕÓÔØ �int(v) { ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ.�ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× v ÂÙÔØ Ú×ÅÚÄÏÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÕÓÌÏ×ÉÀ 0 ∈ �int(v): (1.1)1.2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Ú×ÅÚÄÙ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ X = X1 ⊔X2; X = X1 ∪X2 (1.2)ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏÇÏ É ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉX1 ∩X2 = ∅ É X int1 ∩X int2 = ∅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÄÅ X intk { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ Xk.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 1.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ �={k1; k2}ÉÚ � ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v� = vk1 +vk2 Ú×ÅÚÄÙ v = {v0; v1; : : : ; vD} ÎÅ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ H�′ , ÇÄÅ �′ { ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÞÅÔÁÎÉÅÄÌÑ �. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×v(�) ⊔ v(�′) (1.3)



88 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÂÕÄÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ. úÄÅÓØ v(�) = {vk1 ; v�} ÉÌÉ v(�) = {v� ; vk2} ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÚ �ÁÒ ×ÅËÔÏÒÏ× vk1 , v� ÉÌÉ vk2 , v� �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ H±�′ , É v(�′) { ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅÄÌÑ v(�) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ Ú×ÅÚÄÙ v.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ×ÙÂÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á v(�) × (1.3) ÇÁÒÁÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ×ÅËÔÏÒÏ× v� =∈ H�′ .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v� = v(�)⊔v(�′) ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ (1.3), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× v� ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ � ∈ �, Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÅÈ� ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ 1.1, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÏ-×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× {v0; v1; : : : ; vd} ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅËÒÁÔËÏ { Ú×ÅÚÄÁ v = {v0; v1; : : : ; vd} ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.3 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ � =
{k1; k2} ÉÚ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ú×ÅÚÄ v = {v0; v1; : : : ; vd}Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅv �−→ v� = {v�0 ; v�1 ; : : : ; v�d }; (1.4)ÇÄÅ v�k1 = vk1 ; v�k2 = v� ÉÌÉ v�k1 = v� ; v�k2 = vk2 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ (1.3), É v�k′ = vk′ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k′ ∈ �′:ú×ÅÚÄÕ v� ÉÚ (1.4) ÎÁÚÏ×ÅÍ �-�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÅÒÙ×ÏÖÄÅÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v.åÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔ ÉÎÄÅËÓÙ k1, k2 ÉÚ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ � = {k1; k2}, ÔÏ ÂÕ-ÄÅÍ ÄÌÑ �-�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (1.4) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÝÅ É ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ v� = v{k1;k2}: ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (1.4) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕ-ÌÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ v{k1;k2} = v{k2;k1}: ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅÒÙ×ÏÖÄÅÎÎÏÊÚ×ÅÚÄÙ v ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ C2d+1 = (d+1)d2 ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Ú×ÅÚÄ v� .

§2. éÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÏÒÁ2.1. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ. ðÕÓÔØL = Z[l1; : : : ; ld℄{ �ÏÌÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd Ó ÂÁÚÉÓÏÍ l1; : : : ; ld, Ô.Å. ×ÅËÔÏÒÙl1; : : : ; ld ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R; É �ÕÓÔØT { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ Rd. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ ÔÏÒÁ TdL = Rd=L, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅT −→∼ TdL : x 7→ xmodL



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 89{ ÂÉÅË�ÉÑ. òÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ Td (2.1)É �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅT S′

−→ T : S′(x) = x+ vol(x) (2.2)ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ v0; v1; : : : ; vd, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ÒÅÛÅÔËÉ L ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉlk = vk − v0 ÄÌÑ k = 1; : : : ; d: (2.3)÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.2) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ol(x) = k ÄÌÑ �×ÅÔÁ ÔÏ-ÞÅË x, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Tk ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (2.1), ÇÄÅ k =0; 1; : : : ; d.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ (2.3) ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÅÒÅËÌÙÄÙ×ÁÎÉÑv0; v1; : : : ; vd Ë ÂÁÚÉÚÕ l1; : : : ; ld ÒÅÛÅÔËÉ L ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ËÏ-ÇÄÁ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ v0. õÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ v0 = �′: (2.4)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (2.3) É (2.4) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑvk ≡ �′ mod LÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; d. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ (2.2) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÄ×ÉÇÕ ÔÏÒÁ S′ = S′�′ :T S′

−→ T : S′(x) ≡ x+ �′ mod L (2.5)ÎÁ ×ÅËÔÏÒ �′ modL.2.2. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÙ É ÉÈ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ m = 0; 1; : : : ; d ÚÁÍËÎÕÔÙÅ d-ÍÅÒÎÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÙTm = {�k1vk1 + : : :+ �kdvkd ; 0 6 �ki 6 1}; (2.6)ÇÄÅ k1; : : : ; kd { ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ë m ÉÎÄÅËÓÙ × {0; 1; : : : ; d}. åÓÌÉ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× v = {v0; v1; : : : ; vd} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÊ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ1.2), ÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ T = T 0 ∪ T 1 ∪ : : : ∪ T d (2.7)�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ× (2.6) ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ [24,25℄ { ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË,ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Rd = ⋃l∈LT [l℄ (2.8)



90 ÷. ç. öõòá÷ìå÷Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ× T [l℄ = T + l ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ l ÒÅÛÅÔ-ËÉ L. ðÒÉÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ T [l℄ ÉÚ (2.8) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂ-ÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉ-ÅÍ (1.2).äÌÑ d = 2 �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ T ÉÚ (2.6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØ-ÎÉËÏÍ Ó �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÍÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÄÌÑ d = 3 {ÒÏÍÂÏÄÏÄÅËÁÜÄÒÏÍ æÅÄÏÒÏ×Á [26℄, Á ÄÌÑ d = 4 { �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏÍ ÷ÏÒÏ-ÎÏÇÏ [27℄.ðÏ i-ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÉÚ [25℄ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ É ÇÒÁÎÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×Tm ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÁÌÏÓØ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÅ T = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ Td; ÉÍÅÀÝÅÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÞÁÓÔØ T int = (T )intÔÁËÕÀ ÖÅ, ËÁË É �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ (2.7), É ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Rd = ⊔l∈LT [l℄ (2.9)× ÓÔÒÏÇÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (1.2), Ô.Å. × (2.9) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ T [l′℄ ∩ T [l′′ ℄ = ∅,ÅÓÌÉ l′ 6= l′′ . óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (2.9) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÅ-ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÕ T ÂÙÔØ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ ÔÏÒÁ TdL = Rd=L.éÓÈÏÄÑ ÉÚ i-ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ [25℄, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ-×ÉÑ0 ∈ T0; v0 ∈ T1; v0+v1 ∈ T2; : : : ; v0+v1+ : : :+vd−1 ∈ Td: (2.10)åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2.10),ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÁÖÄÏÊ Ú×ÅÚÄÅ v = {v0; v1; : : : ; vd} ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ Td; (2.11)Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ ÔÏÒÁ TdL Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ �Å-ÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ v0, v1, : : : ; vd × (2.2).2.3. ÷ÍÅÝÁÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ëÒÏÍÅ ÔÏÒÁ TdL, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÏÒ Td

L = Rd=L ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ L ⊂ Rd. úÁÄÁÄÉÍÓÄ×ÉÇ S = S� ÔÏÒÁ Td
L ÎÁ ×ÅËÔÏÒ � ∈ Rd, �ÏÌÁÇÁÑ

Td
L

S−→ Td
L : x 7→ S(x) ≡ x+ �modL: (2.12)äÁÌÅÅ ÔÏÒÙ Td

L ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ËÁË ×ÍÅÝÁÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÒÏ× TdL Ó ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÍÉÓÑ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ L.



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 912.4. ÷ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÒ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÉÚ (2.1) ×ËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ T em,→ Td
L (2.13)× ÔÏÒ TD

L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S = S�, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ Rd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L-ÒÁÚÌÉÞÉÍÙÍ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y ÉÚ T , Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x ≡ ymodL, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = y. úÎÁÞÉÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅT −→∼ T modL : x 7→ xmodL (2.14)ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ; �ÏÜÔÏÍÕ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2.14)ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ T ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ Td
L ×ÔÏÒ Td

L.2. ÷ÅËÔÏÒÙ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ (2.2) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ vk ≡ mk� modL ÄÌÑ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; d Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ mk = 1; 2; 3; : : :3. ðÕÓÔØOrb+(Tk) = {Sj(Tk); j = 1; : : : ;mk − 1} (2.15)ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÒÂÉÔÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Tk ⊂ T . ÷ ÓÉÌÕ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ T ⊂ Td
LÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ Orb+k ⊆ Td

L. �ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÏÒÂÉÔÙ (2.15) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ Orb+(Tk) ∩ T = ∅ ÄÌÑ k =0; 1; : : : ; d.þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë (2.15) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÝÅ �ÏÌÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙOrb(Tk) = {Sj(Tk); j = 0; 1; : : : ;mk − 1}: (2.16)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ � = (�1; : : : ; �D)ÉÚ (2.12) ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ:ÞÉÓÌÁ 1; �1; : : : ; �d ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z: (2.17)úÄÅÓØ �k { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ � × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÏÌÎÏÊ ÒÅÛÅÔ-ËÉ L.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ (2.13) × ÔÏÒ Td
L,ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÉÍÅÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ, É �ÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ � ÄÌÑ ÓÄ×ÉÇÁS = S� ÉÚ (2.12) ÂÕÄÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ (2.17). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



92 ÷. ç. öõòá÷ìå÷1. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ �ÏÌÎÙÈ ÏÒÂÉÔ Orb(Tk) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô.Å.Sj1(Tk1) ∩ Sj2(Tk2) 6= ∅ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ j1 = j2 É k1 = k2.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÔÏÒÁ Td
L:

T = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ Td; (2.18)ÇÄÅ
Tk = Tk ⊔ S1(Tk) ⊔ : : : ⊔ Smk−1(Tk){ ÏÒÂÉÔÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × �ÏÌ-ÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ Orb(Tk) ÉÚ (2.16).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [1℄. �2.5. éÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÑÄÒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. éÚ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ S′ : T −→ T ÉÚ (2.5) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÏÚ-×ÒÁÝÅÎÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ðÕÁÎËÁÒÅ { ÄÌÑ ÓÄ×ÉÇÁ ÔÏÒÁ S : Td

L −→ Td
LÉÚ (2.12), ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁS′ = S|T :ïÂÏÚÎÁÞÉÍT = T (v); T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ Td (2.19)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ T ÉÚ (2.1), (2.11) É ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÅ (2.18) ÔÏÒÁ Td

L, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ × ÔÏÒ T em,→ Td
LÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ T .íÎÏÖÅÓÔ×Ï T �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ×ÓÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÔÏÒÁ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ(ÓÒ. [4℄) ÑÄÒÏÍ (karyon) ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T . þÔÏÂÙ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁ ÔÁËÕÀ Ó×ÑÚØÍÅÖÄÕ T É T ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑT = Kr = Kr(T ): (2.20)ñÄÒÏ (2.20) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÑÄÒÏ { ÜÔÏ ÔÁ-ËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Kr ⊂ Td

L, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ S′ = S|Kr, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÏÒÁ S = S� ÉÚ(2.12), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÀ d+ 1 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ Kr = Kr0 ⊔Kr1 ⊔ : : : ⊔Krd:÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÑÄÒÁ Kr ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÌÁÓÔÅÊ × ÅÇÏ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÍÅÝÁÀÝÅÇÏ ÅÇÏ ÔÏÒÁ Td
L. ïÔ-ÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Kr Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÔÏÒÁ TdL, Á ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S′ = S|Kr ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÄ×ÉÇÕÜÔÏÇÏ ÔÏÒÁ.



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 932.6. ëÒÉÔÅÒÉÊ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ. ÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (2.11) ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÏÒÁ T = T (v) ×ËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ (2.13) × ÔÏÒ T em,→ Td
L ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ Td ÉÚ (2.19) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÔÏÒÁ Td

L;2) ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÞÁÓÔØ T int ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T ⊂ Td
L ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊÉÚ ÔÏÞÅË xj ÏÒÂÉÔÙOrb+(0;m) = {xj = Sj(0); j = 1; 2; : : : ;m− 1} (2.21)�ÏÒÑÄËÁ m = m0 +m1 + : : :+md:2.7. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÅËÔÏÒÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ v = {v0; v1; : : : ; vd} { Ú×ÅÚÄÁ É T = T (v) {ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÅÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ (2.19) ÔÏÒÁ TdL Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×Á-ÎÉÑ v0; v1; : : : ; vd. åÓÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ T em,→ Td

L ×ÔÏÒ Td
L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ S = S�, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ Ú×ÅÚÄÁ v ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑv em,→ Td

L (2.22)× ÔÏÒ Td
L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S.÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ v = {v0; v1; : : : ; vd} ×ËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ (2.22) × ÔÏÒ Td

L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S = S� Ó ÉÒÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÍ (2.17) ×ÅËÔÏÒÏÍ �. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÅÅ �-�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ v� =
{v�0 ; v�1 ; : : : ; v�d } ÄÌÑ � ∈ � ÔÁËÖÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑv� em,→ Td

L× ÔÏÔ ÖÅ ÔÏÒ Td
L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ S.
§3. ÷ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑúÄÅÓØ �ÒÉ×ÅÄÙ ËÒÁÔËÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ × [1℄.



94 ÷. ç. öõòá÷ìå÷3.1. âÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ É ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ÷ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ { ÜÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ (1.4). ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔØÀ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ d-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ △ = △d Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ (0; : : : ; 0), (1; : : : ; 0); : : : ; (0; : : : ; 1) ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rd.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S△ ÇÒÕ��Õ ÅÇÏ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. ïÎÁ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁÓ ÇÒÕ��ÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △′d ⊂ Rd+1Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (1; 0; : : : ; 0), (0; 1; : : : ; 0); : : : ; (0; 0; : : : ; 1) ÉÚ Rd+1. þÔÏÂÙÑ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÉÓÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ Ó×ÑÚØ, ÚÁÄÁÄÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅem : Rd ⊃ △d −→∼ △′d ⊂ Rd+1 : (3.1)x = (x1; : : : ; xd) 7→ x′ = (x′1; : : : ; x′d; x′d+1);ÇÄÅ x′i = xi ÄÌÑ 1 6 i 6 d É x′d+1 = 1 − x1 − · · · − xD . óÉÍÍÅÔÒÉÉ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ � : △′d −→∼ △′d (3.2)ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅËx′ → �x′ = (x′�(1); x′�(2); : : : ; x′�(d+1)); (3.3)ÇÄÅ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÎÏ×ÏË Sd+1 ÉÚ d + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ1; : : : ; d + 1. óÉÍÍÅÔÒÉÉ (3.2) ÂÕÄÕÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÁ △′d.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ
△d ∋ x em−→ x′ ∈ △′d� ↓ ↓ �
△d ∋ �x pr←− �x′ ∈ △′d (3.4)úÄÅÓØ pr ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÅË�ÉÀ pr : Rd+1 ∋ x′ → (x′1; : : : ; x′d) ∈ RdÉ ÌÅ×ÁÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (3.4) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÒÁ×ÅÎÓ-Ô×ÏÍ �x = pr(�x′); (3.5)ÇÄÅ � ∈ Sd+1 É x′ = em(x). éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (3.4), ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÉÔØ S△
−→∼ Sd+1 : s = s� −→∼ � (3.6)ÇÒÕ��Õ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ S△ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △d Ó ÇÒÕ��ÏÊ �ÅÒÅÓÔÎÏ-×ÏË Sd+1. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ S△ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 95℄S△ = (d+1)! É ×ÓÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ s = s� ÉÚ S△ ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓ-ÓÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ sign(s) = ±1 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ sign(�) = ±1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÉÚ Sd+1.óÏÇÌÁÓÎÏ (3.5) É (3.1) × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1; : : : ; xd) ∈ △d ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÄÅËÁÒÔÏ×Á ÂÁÚÉÓÁ e1 = (1; : : : ; 0); : : :, ed = (0; : : : ; 1) ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ s = s�ÉÚ S△ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:s�(x1; : : : ; xd) = (�x1; : : : ; �xd); (3.7)ÇÄÅ �xi = { x�(i); ÅÓÌÉ �(i) 6 d;1− x1 − · · · − xd; ÅÓÌÉ �(i) = d+ 1:3.2. òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ. ÷ÙÄÅÌÉÍ × ÓÉÍ�ÌÅËÓÅ △ =
△D ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ

△klk ; △kll ⊂ △ (3.8)Ó �ÅÌÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 0 6 k < l 6 d. úÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ △ klk , △ kllÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÓÉÍ�ÌÅËÓ
△ = △ klk ∪△ kll (3.9)É �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ △ klk ∩ △ kll = � kl �Ï ÍÅÄÉÁÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ � kl,�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ËÏÎ�Ù ×ÅËÔÏÒÏ× ekl = 12 (ek + el) É em ÄÌÑ ×ÓÅÈ0 6 m 6 d, m 6= k; l, ÇÄÅ e0 = (0; : : : ; 0). îÉÖÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ × △klk É

△kll ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k É l ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ △ klk É △ kll .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÌÁÓÔÉ (3.8) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÌÕ-ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ
△ kl = △ klk ⊔△ kll (3.10)ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ △ É �ÒÉ ÜÔÏÍ △ klk ∩△ kll = ∅.3.3. îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ú×ÅÚÄ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓ-ÌÏ×ÉÀ (1.1) ÉÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ 1.1, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ △ kl ÚÁÄÁÅÔ Ú×ÅÚÄÕw = {w0; w1; : : : ; wd} Ó ÌÕÞÁÍÉ wm = em − x; ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ �ÅÎÔÒÁx × ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ 0; 1; : : : ; d.ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÅÎÔÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁw′ = {w′0; w′1; : : : ; w′d}: (3.11)åÓÌÉ x ∈ △ klk , ÔÏ ÌÕÞÉ × (3.11) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄw′k = wk; w′l = wk + wl É w′m = wm ÄÌÑ m 6= k; l; (3.12)



96 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÅÓÌÉ ÖÅ x ∈ △ kll , ÔÏ { ×ÉÄw′k = wk + wl; w′l = wl É w′m = wm ÄÌÑ m 6= k; l: (3.13)éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ x ∈ △ kl ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙe′1 = w′1 − w′0; : : : ; e′D = v′D − v′0 (3.14)ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RD. ðÕÓÔØ A kl { ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁe′ = eA kl (3.15)ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {e1; : : : ; ed} Ë ÂÁÚÉÓÕ {e′1; : : : ; e′d} ÉÚ (3.14). ÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (3.15)ÓÌÅ×Á ÕËÁÚÁÎÁ ÓÔÒÏËÁ e′ = (e′1 : : : e′d), Á Ó�ÒÁ×Á { �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏ-ËÉ e = (e1 : : : ed) ÎÁ d × d-ÍÁÔÒÉ�Õ A kl. äÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ Ä×ÅÓ�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ A kl = A klk ÉÌÉ A kll (3.16)× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ x ÏÂÌÁÓÔÉ △ klk ÉÌÉ △ kll :ÄÌÑ 1 6 k < l 6 d
Aklk = 

1 0 −x1 0. . .0 1kk 1− xk 0. . .0 0lk 1− xl 0. . .0 0 −xd 1



; (3.17)
Akll = 

1 −x1 0 0. . .0 1− xk 0kl 0. . .0 1− xl 1ll 0. . .0 −xd 0 1



; (3.18)
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; (3.19)

A0ll =  1 + x1 x1 x1 x1x2 1 + x2 x2 x2. . .
−1 + xl −1 + xl xl −1 + xl. . .xd xd 1 + xd




: (3.20)÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÒÅÈÏÄÁ (3.15) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ



x′1...x′d  = A kl x1...xd  : (3.21)úÄÅÓØ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÕÓÌÏÖÎÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (A kl)−1ÄÌÑ A kl ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ A kl. ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A kl ÍÏÖ-ÎÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ w′ ÉÚ (3.11) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀÚ×ÅÚÄÕ w′ = {w′0;w′1; : : : ;w′d} (3.22) �ÅÎÔÒÏÍ x′ = (x′1; : : : ; x′d), ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ



x′1...x′d  = A kl −w′01...
−w′0d  ; (3.23)ÇÄÅ × �ÒÁ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁw′0 = (w′01; : : : ; w′0d)ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ w′ = {w′0; w′1; : : : ; w′d}, Ï�ÒÅÄÅÌÎÎÏÊ × (3.11). åÓ-ÌÉ ×ÅËÔÏÒ w′0 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ w′0 = w0, ÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÅ (3.21)×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒ x = (x1; : : : ; xd) = −w0 = −w′0 �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ Ú×ÅÚ-ÄÙ w. îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ w′, ËÁË É w, ÉÍÅÅÔ ÌÕÞÉ w′m = em − x′



98 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÄÌÑ 0 6 m 6 d, ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÔÅ�ÅÒØ ÕÖÅ ÉÚ ÎÏ×ÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ x′ × ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (3.22) Ú×ÅÚÄÙ w′ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (1.1) ÔÏÞËÁ x′ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ △intÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ △.÷ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x′1; : : : ; x′d) = Ækl(x1; : : : ; xd) �ÅÎÔÒÁ x′ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ w′ ÉÚ (3.22) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ:ÄÌÑ 1 6 k < l 6 d {Æklk (x1; : : : ; xd) = ( x11−xl ; : : : ; xk−xl1−xl ; : : : ; xd1−xl );Ækll (x1; : : : ; xd) = ( x11−xk ; : : : ; xl−xk1−xk ; : : : ; xd1−xk ); (3.24)ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ xk−xl1−xl É xl−xk1−xk ÓÔÏÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ k É l ÍÅÓÔÁÈ;ÄÌÑ k = 0 É 1 6 l 6 d {Æ0l0 (x1; : : : ; xd) = ( x11−xl ; : : : ; xd1−xl );Æ0ll (x1; : : : ; xd) = ( x1x1+···+xd ; : : : ; x1+···+2xl+···+xd−1x1+···+xd ; : : : ; xdx1+···+xd );(3.25)ÇÄÅ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÒÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÏÉÔ ÎÁ l ÍÅÓÔÅ.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (3.24), (3.25) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊÁÎÁÌÏÇ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ [6, 7℄ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ [1℄.3.4. ÷ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ(3.24), (3.25) ÚÁÄÁÀÔ
△ Ækl−→ △ : x 7→ x′ = Ækl(x) (3.26)(d+1)d2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ækl, ÎÕÍÅÒÕÅÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 0 6 k < l 6 d:Ækl(x) = { Æklk (x); ÅÓÌÉ x ∈ △klk ;Ækll (x); ÅÓÌÉ x ∈ △kll ; (3.27)ÇÄÅ △klk É △kll { ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÅ × (3.8). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÆkl Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÁÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ△kl ⊂ △ ÉÚ (3.10) É, ÚÎÁÞÉÔ,Ækl Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ × ÓÉÍ�ÌÅËÓÅ △, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÉÍÅÄÉÁÎÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ � kl, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × (3.9).
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§4. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ4.1. íÁÔÒÉ�Ù ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. îÁ ÑÚÙËÅ (d+1; d+1)-ÍÁÔÒÉ� M =  a11 : : : a1;d+1: : :ad+1;1 : : : ad+1;d+1ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (3.24), (3.25) ÕÄÏÂÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ×Ó×ÅÒÎÕÔÏÍ ×ÉÄÅM〈x〉 = ( �1(M;x)�d+1(M;x) ; : : : ; �d(M;x)�d+1(M;x)); (4.1)ÇÄÅ �i(M;x) = ai1x1+ : : :+aidxd+ai;d+1 { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ÷ ÄÁÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ { ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓ�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÀ xd+1 = 1. ÷ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (4.1) ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊM1〈M2〈x〉〉 = (M1 ·M2)〈x〉; (4.2)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ M1 ·M2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� M1 É M2. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ Ed+1〈x〉 = x ÄÌÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ed+1 �ÏÒÑÄËÁ d + 1, ÔÏÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á (4.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ x 7→ x′ = M〈x〉 ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÔ x′ 7→ x =M−1〈x′〉: (4.3)óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (4.1), ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (3.24),(3.25) ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù:



100 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÄÌÑ 0 < k < l 6 d̂Æklk = E 0 0 0 0 00 1kk 0 −1kl 0 00 0 E 0 0 00 0lk 0 1ll 0 00 0 0 0 E 00 0 0 −1 0 1


;

Æ̂kll = E 0 0 0 0 00 1kk 0 0kl 0 00 0 E 0 0 00 −1lk 0 1ll 0 00 0 0 0 E 00 −1 0 0 0 1


; (4.4)

ÄÌÑ k = 0 É 1 6 l 6 dÆ̂0l0 = E 0 0 00 1ll 0 00 0 E 00 −1 0 1 ; Æ̂0ll = E 0 0 01 2ll 1 −10 0 E 01 1 1 0  : (4.5)÷ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (4.4), (4.5) ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ É ÅÄÉÎÉÞÎÙÊÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÕ��Å ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� GLd+1(Z).4.2. ïÂÒÁÔÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ækl Ñ×-ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓ △, Á ÉÈ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ækl∗ÚÁÄÁÀÔ ÕÖÅ ÂÉÅË�ÉÉÆklk : △klk −→∼ △int; Ækll : △kll −→∼ △int: (4.6)ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�klk : △int −→∼ △klk ; �kll : △int −→∼ △kll : (4.7)íÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (4.7) ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÌÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (4.4), (4.5):



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 101ÄÌÑ 0 < k < l 6 d̂�klk = E 0 0 0 0 00 1kk 0 1kl 0 00 0 E 0 0 00 0lk 0 1ll 0 00 0 0 0 E 00 0 0 1 0 1


;

�̂kll = E 0 0 0 0 00 1kk 0 0kl 0 00 0 E 0 0 00 1lk 0 1ll 0 00 0 0 0 E 00 1 0 0 0 1


; (4.8)

ÄÌÑ k = 0 É 1 6 l 6 d�̂0l0 = E 0 0 00 1ll 0 00 0 E 00 1 0 1 ; �̂0ll =  E 0 0 0
−1 0ll −1 10 0 E 0
−1 −1 −1 2 : (4.9)ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ×ÓÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ækl∗ ÉÍÅÀÔ ÕÎÉÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (4.4), (4.5). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉ�Ù (4.8), (4.9) ÏÂÒÁÔÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �kl∗ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÕÔ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌÅÍ.þÅÒÅÚ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �kl∗ÚÁ�ÉÛÕÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ: ÄÌÑ 1 6 k < l 6 d�klk (x1; : : : ; xd) = ( x1xl + 1 ; : : : ; xk + xlxl + 1 ; : : : ; xdxl + 1);�kll (x1; : : : ; xd) = ( x1xk + 1 ; : : : ; xk + xlxk + 1 ; : : : ; xdxk + 1); (4.10)ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ xk+xlxl+1 É xk+xlxk+1 ÓÔÏÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ k É l ÍÅÓÔÁÈ;ÄÌÑ k = 0 É 1 6 l 6 d�0l0 (x1; : : : ; xd) = ( x1xl + 1 ; : : : ; xdxl + 1);�0ll (x1; : : : ; xd) = ( x1s+ 2 ; : : : ; s− xl + 1s+ 2 ; : : : ; xds+ 2); (4.11)



102 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÇÄÅ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÒÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s−xl+1s+2 ÓÔÏÉÔ ÎÁ l ÍÅÓÔÅ És = x1 + : : :+ xd.4.3. íÁÔÒÉ�Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ. óÉÍÍÅÔÒÉÉ s =s� ÉÚ ÇÒÕ��Ù S△ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △ = △d, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (3.7), ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (4.1). äÌÑ ÎÉÈ(d+ 1; d+ 1)-ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÂÕÄÕÔŝ = ŝ� =  : : :0 : : : 1i;�(i) : : : 0 0i;d+1: : :
−1 : : : −1 : : : −1 1j;d+1: : :0 : : : : : : : : : 0 1d+1;d+1



: (4.12)úÄÅÓØ i-ÓÔÒÏËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 0, ËÒÏÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 = 1i;�(i) ÎÁ �(i) ÍÅÓÔÅ× ÓÌÕÞÁÅ �(i) 6 d. åÓÌÉ �(j) = d + 1, ÔÏ ÓÔÒÏËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j 6 d�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÉÎÏÊ ×ÉÄ (−1; : : : ;−1; 1). ðÏÓÌÅÄÎÑÑ (d+1)-ÓÔÒÏËÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ� ∈ Sd+1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (0; : : : ; 0; 1).íÁÔÒÉ�Ù (4.12) ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △D ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉ�×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (4.4), (4.5) ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ (0; : : : ; 0; 1). éÈÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ det(ŝ�) = sign(�); ÇÄÅ Ó�ÒÁ×ÁÕËÁÚÁÎ ÚÎÁË sign(�) = ±1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÉÚ Sd+1. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (4.12) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÕ��Å GLd+1(Z).ëÒÏÍÅ ÓÁÍÉÈ ÍÁÔÒÉ� (4.12) ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÅÝÅ ÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅÞÁÓÔÉ { ×ÅÒÈÎÉÅ ÌÅ×ÙÅ (d× d)-ÂÌÏËÉ:�s = �s� =  : : :0 : : : 1i;�(i) : : : 0i;d: : :

−1 : : : −1 : : : −1j;d: : : 

: (4.13)íÁÔÒÉ�Ù (4.13) �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕ��Õ S �△ ÁÆÆÉÎÎÙÈ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÊ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �△ = �△d, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △ = △d ÎÁ ×ÅËÔÏÒ (− 1d+1 ; : : : ;− 1d+1). óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÓÉÍ�ÌÅËÓ �△ ÉÍÅÅÔ �ÅÎÔÒ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (0; : : : ; 0) { ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (4.13).4.4. éÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (2.17) ÄÌÑ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÏÞËÕ x = (x1; : : : ; xd) ÉÚ Rd ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 103ÞÉÓÌÁ 1; x1; : : : ; xd ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z: (4.14)÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ.ìÅÍÍÁ 4.1. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ x = (x1; : : : ; xd) ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ (4.14) É ÍÁ-ÔÒÉ�Á M �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÅGLd+1(Z);ÔÏ1) ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÅÅ ÏÂÒÁÚ M〈x〉 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (4.1); É2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ x′ = M〈x〉 ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÊ.
§5. ÷ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù5.1. åÄÉÎÉ�Ù ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÅÊ. ðÕÓÔØfa(x) = xd+1 + adxd + : : :+ a1x+ a0 (5.1)ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ d+1 > 3 Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉai = 1; 2; 3; : : : É ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ a0 = −1. �ÁËÉÅ fa(x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

△-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ [5℄. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x) ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ fa(�) = 0 × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ 0 < � < 1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÕÓÌÏ×ÉÀ � = (�1; : : : ; �d) ∈ △int; (5.2)ÇÄÅ �1 = �d, �2 = �d−1, . . . , �d = �1. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fa(x)ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ÔÏ ÓËÁÖÅÍ,ÞÔÏ fa(x) {△irr-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ� ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ d+ 1.éÚ △irr-ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a0 = −1 ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ (5.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÏÒÍÙNQ(�)=Q(�) = (−1)d ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q(�)ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ d+ 1.



104 ÷. ç. öõòá÷ìå÷5.2. ÷ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÅÄÉÎÉ�. ëÁÖÄÏ-ÍÕ ÎÁÂÏÒÕ a = (ad; : : : ; a1; a0) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ (5.1) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕM(a) =M(ad; : : : ; a1; a0) = −ad : : : −a1 −a01 : : : 0 0: : :0 : : : 1 0  (5.3)�ÏÒÑÄËÁ d + 1. �ÁË ËÁË detM(a) = (−1)d+1a0 = ±1, ÔÏ M(a) �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ÇÒÕ��Å GLd+1(Z). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (5.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÅ��̂ = 


�1...�d1  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù M(a), Ô.Å. ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏM(a)�̂ = ��̂ (5.4)Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � = �.5.3. ðÏÌÕÇÒÕ��Á D̂. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D̂ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈÍÁÔÒÉ� ÉÚ GLd+1(Z), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ Æ ÉÚ �ÏÌÕÇÒÕ�-�Ù D. ðÏÌÕÇÒÕ��Á D̂ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÕ��Õ Ŝ△ ÍÁÔÒÉ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÁÆÆÉÎÎÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍ S△ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á M�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Å D̂ ⊂ GLd+1(Z), ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÎÁ ÄÏ-�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ŝ ∈ Ŝ△ ÉÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Æ̂kl∗ ∈ D̂, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × �. 3. ðÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ M ÉÚ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù D̂ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÏÚ-×ÒÁÔÎÏÊ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù D ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁM ÂÕÄÅÔ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÄÌÉÎÎÙÈ ÚÁ�É-ÓÅÊ É ÓÄÅÌÁÔØ ÉÈ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÞÉÔÁÅÍÙÍÉ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÓÏËÒÁÝÅÎÉÑÍÉ: ŝ→ s; (Æ̂klk )n → kln; (Æ̂kll )n → lkn (5.5)ÄÌÑ n = 0; 1; 2; : : : îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ M = ŝ · Æ̂k1l1k1 · (Æ̂k2l2l2 )3 �ÒÉÍÅÔÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÊ ×ÉÄ M = s · k1l1 · l2k32 :5.4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈÍÁÔÒÉ�. îÁÛÁ �ÅÌØ { �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù M(a) ÉÚ (5.3), ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ fa(x) ÉÚ (5.1), ÂÕÄÕÔ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÍÉ, Ô.Å. M(a)ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �ÏÌÕÇÒÕ��Å D̂.



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 105ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ M(a) { ÍÁÔÒÉ�Ù (5.3) Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ai = 1; 2; 3; : : : ÄÌÑ i = 1; : : : ; d É a0 = −1. �ÏÇÄÁ × ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ (5.5) ÍÁÔÒÉ�Ù M(a) ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ:M(a) = F · V (a); (5.6)ÇÄÅ F = s� · d; d− 1 · : : : · d; 1 · d; 0 (5.7){ ÏÓÔÏ× (frame) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5.6), ÁV (a) = 01ad−1 · 02 ad−1−1 · : : : · 0d a1−1 (5.8){ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÉÌÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5.6). ÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.7) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ d; k = Æ̂kdd É s� { ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÑ (3.7) ÄÌÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ � = (0 1 : : : dd 0 : : : d− 1)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.1. íÎÏÖÉÔÅÌØ F × M(a) ÎÁÚ×ÁÎ ÏÓÔÏ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ(5.6), �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× a1, . . . ,ad.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ (4.4) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍdl = Æ̂ldd = (Ed−1 0
−1l E2) (5.9)ÄÌÑ 0 < l < d, ÇÄÅ 1l = (0 : : : 1 : : : 00 : : : 1 : : : 0) { 2 × (d − 1)-ÍÁÔÒÉ�Á ÓÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ÎÁ l ÍÅÓÔÅ. éÚ (5.9) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÆ̂ldd · Æ̂l′dd = ( Ed−1 0

−1l − 1l′ E2) (5.10)É ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉÆ̂ldd · Æ̂l′dd = Æ̂l′dd · Æ̂ldd (5.11)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 < l; l′ < d. éÚ (5.10) É (5.11) ÎÁÈÏÄÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅd; d− 1 · d; d− 2 · : : : · d; 1 = (Ed−1 0
−1 E2) (5.12)Ó 2× (d−1)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ 1 = (1 : : : 11 : : : 1) : ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (4.5) ÎÁÈÏÄÉÍd; 0 = Æ̂0dd = (Ed−1 01 E′2) (5.13)



106 ÷. ç. öõòá÷ìå÷Ó ÂÌÏËÏÍ E′2 = (2 −11 0 ) : óÏÅÄÉÎÑÑ (5.12) Ó (5.13) �ÏÌÕÞÁÅÍd; d− 1 · : : : · d; 1 · d; 0 = (Ed−1 00 E′2) : (5.14)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉŝ1 = (S11 S12S21 S22) (5.15)ÉÍÅÀÔ ÂÌÏËÉS11 = −1 : : : −1 −11 : : : 0 0: : :0 : : : 1 0  ; S12 = −1 10 0: : :0 0 
 ;S21 = (0 : : : 0 10 : : : 0 0) ; S22 = (0 00 1) ;ÇÄÅ S11 É S22 { Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏ× d− 1 É 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.14) É (5.15) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÏÓÔÏ×Á (5.7)ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏF = ŝ1 · d; d− 1 · : : : · d; 1 · d; 0 = −1 : : : −1 11 : : : 0 0: : :0 : : : 1 0 : (5.16)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÏ× F ÒÁ×ÅÎM(1; : : : ; 1;−1) = F (5.17){ ÍÁÔÒÉ�Å M(a) ÉÚ (5.3) Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ad = 1, . . . , a1 = 1, a0 = −1.ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ V (a) ÞÁÓÔÉ (5.8) ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ (5.6). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ0l = Æ̂0l0 = ( Ed 0

−1l 1 ) (5.18)ÄÌÑ 0 < l 6 d, ÇÄÅ 1l = (0 : : : 1 : : : 0) { ÓÔÒÏËÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁ l ÍÅÓÔÅ. éÚ(5.18) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÆ̂0l0 · Æ̂0l′0 = ( Ed 0
−1l − 1l′ 1 ) (5.19)



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 107É ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉÆ̂0l0 · Æ̂0l′0 = Æ̂0l′0 · Æ̂0l0 (5.20)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 < l; l′ 6 d. éÚ (5.19) É (5.20) ÎÁÈÏÄÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ01b1 · 02b2 · : : : · 0d bd = ( Ed 0
−b 1 ) (5.21){ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÏ ÓÔÒÏËÏÊ b = (b1b2 : : : bd). éÓ�ÏÌØÚÕÑ (5.21) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ F · 01b1 · 02b2 · : : : · 0d bd = (M11 M12M21 M22) (5.22)Ó ÂÌÏËÁÍÉM11 = −1− b1 : : : −1− bd−1 −1− bd1 : : : 0 0: : :0 : : : 1 0 

 ; M12 = 10...0 ;M21 = (0 : : : 0 1) ; M22 = (r0) ;ÇÄÅ M11 { Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ d. åÓÌÉ �ÒÉÎÑÔØ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F = M(1; : : : ; 1;−1) É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (5.3), ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(5.22) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙM(1+ b1; : : : ; 1+ bd;−1) =M(1; : : : ; 1;−1) · 01b1 ·02b2 · : : : ·0d bd : (5.23)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÎÅÅ b1 = ad − 1, b2 = ad−1 − 1,. . . , bd = a1 − 1 É ÉÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (5.21) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (5.8), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (5.6). �

§6. îÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�6.1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ É Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ÷Ù�ÉÓÁÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù M(a) × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ŝ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Æ̂kl∗ ÚÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅM(a) −→ Æs; (6.1)ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Æs = sÆ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Å DÉ ÒÁ×ÎÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ s É ÎÅËÏÔÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Æ ÉÚ �Ï-ÌÕÇÒÕ��Ù DÆ ⊂ D. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (6.1) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ



108 ÷. ç. öõòá÷ìå÷É Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÀ Æ∗ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: Æ ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ækl, Á ÅÇÏ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÑ Æ∗ ÒÁ×ÎÁ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÊ Ækl∗ , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ×ÏÚ-×ÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Æ̂kl∗ , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉÓÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊÍÁÔÒÉ�Ù M(a).6.2. îÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ f(x) { △irr-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (5.1) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ ad; : : :, a1; a0 ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1 É � { ÔÏÞËÁ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ △int,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (5.2). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÕÓÔØ M(a) { ×ÏÚ×ÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ-�Á (5.3) Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ a = (ad; : : : ; a1; a0) É Æs = sÆ { ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÅÊÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (6.1) ÉÚ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù D. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÑÍ: � ∈ △(Æs∗); (6.2)ÇÄÅ △(Æs∗) { ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ Æs∗ = sÆ∗ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ Æs, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ (6.1), ÉÆs∗� = �; (6.3)Ô.Å. ÔÏÞËÁ � ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ Æs∗ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ Æs� = � ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Æs.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÏÞËÁ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ △irr-ÕÓÌÏ×ÉÀÉ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ (5.3) ÍÁÔÒÉ�Ù M(a) ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ � ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ� �̂ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (5.4) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ M(a)�̂ = ��̂ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù M(a)Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � = � 6= 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÍÎÏ-ÇÏÍÅÒÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÔÅËÁÀÔÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (6.2) É (6.3). �ðÕÓÔØ x = (x1; : : : ; xd) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÚ
R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fx = Q(x1; : : : ; xd) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xd. äÁÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ f(x1;:::;xd)g(x1;:::;xd) , ÇÄÅ f É g Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁÍÉ ÏÔ D �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ Q. íÎÏÖÅÓÔ×Ï FxÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÔÅ�ÅÎØ (ÎÁÄ Q) ÔÏÞËÉ x ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍdeg(x) = degFx; ÇÄÅ degFx = [Fx : Q℄ { ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÑ Fx ÎÁÄ Q. åÓÌÉdeg(x) = 1, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏÞËÁ x ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÚ Q.÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 109�ÅÏÒÅÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x ÂÕÄÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ (4.14). åÓÌÉ ÏÎÁ�ÒÉ ÜÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÉÚ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù D, ÔÏ ÅÅ ÓÔÅ�ÅÎØ deg(x) = d+ 1:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. �ÅÏÒÅÍÁ 6.1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÏ-ÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.
§7. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ú×ÅÚÄÙ7.1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏÓ�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÑ Æ∗, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÔÏÞËÏÊ �, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄÆ∗ = Æp · · · Æ2Æ1; (7.1)ÇÄÅ Æi = Ækili∗ { Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ (6.1). úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (7.1) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ s ÉÚ ÇÒÕ��ÙS△.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕw Æ1−→ w(1) Æ2−→ : : : Æp−→ w(p)

↓ id ↓ A(1) ↓ A(p)v �1−→ v(1) �2−→ : : : �p−→ v(p) (7.2)úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: w = w(0) { ÎÁÞÁÌØÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x = x(0) = �; w(1) = Æ1w(0) { Ú×ÅÚÄÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × x(1) =Æ1x(0); É Ô.Ä., : : :; w(p) = Æpw(p−1) { Ú×ÅÚÄÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × x(p) = Æpx(p−1).ëÒÁÔËÏ �Å�ÏÞËÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (7.2)ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉw(p) = Æp(: : : (Æ2(Æ1v))) = Æ∗w; x(p) = Æp(: : : (Æ2(Æ1x))) = Æ∗x (7.3)ÉÚ p ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Æ∗. �ÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ w(i) ÄÌÑi = 1; : : : ; pÂÕÄÕÔ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ Ú×ÅÚÄÁÍÉ.îÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (7.2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÙÞÎÙÅ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ 1.2) ÉÌÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ Ú×ÅÚÄÙ v(i) ÄÌÑ i = 1; : : : ; p, ÇÄÅ v = v(0) = w;v(1) = v(0)�1 { �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ�1 = {k1; l1}, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Æ1 = Æk1l1∗ ; É Ô.Ä., : : :;v(p) = v(p−1)�p { �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �p = {kp; lp}, ÁÓÓÏ-�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó Æp = Ækplp∗ . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅv(p) = ((v�1 )�2 : : :)�p = v� (7.4)



110 ÷. ç. öõòá÷ìå÷Ú×ÅÚÄÙ v(p) ÞÅÒÅÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ� = �1�2 : : : �p;ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Æ∗ ÉÚ (6.1).�Å�ÅÒØ Ï�ÉÛÅÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (7.2). ðÅÒ×ÁÑÓÔÒÅÌËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ id, Ô.Å. v = idw = w:äÁÌÅÅ, ×Ù�ÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A(p):A(1) = Ak1l1∗ (x(0)) { ÍÁÔÒÉ�Á (3.16), ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉx = x(0);A(2) = Ak1l1∗ (x(0))Ak2l2∗ (x(1)) { ÍÁÔÒÉ�Á, ÕÖÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ Ä×ÕÈ ÔÏ-ÞÅË x = x(0) É x(1); É Ô.Ä., : : :;�ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÍÁÔÒÉ�Á A(p) = Ak1l1∗ (x(0))Ak2l2∗ (x(1)) · · ·Akplp
∗ (x(p−1))Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ x(0); x(1); : : : ; x(p−1).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉ�Ù A(i) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A(i) : w(i) −→∼ v(i) (7.5)Ú×ÅÚÄ w(i) É v(i) ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (7.2) ÄÌÑ ×ÓÅÈi = 1; : : : ; p.÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑìÅÍÍÁ 7.1. äÉÁÇÒÁÍÍÁ (7.2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ.7.2. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ Ú×ÅÚÄÙ. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ w(p) ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (7.2) ÂÕÄÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊw = �sw(p) (7.6)ÉÓÈÏÄÎÏÊ Ú×ÅÚÄÅ w = w(0) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �s ÉÚ ÇÒÕ�-�Ù S �△ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (4.13) ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �△. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ú×ÅÚÄÁ w �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ Æs ÉÚ (6.1), Á Ú×ÅÚÄÁ v = w �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ � ÉÚ (7.4), �ÒÉ ÜÔÏÍ p > 0 ÂÕÄÅÔ �ÅÒÉÏÄÏÍ Ú×ÅÚÄÙv = w.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �s ÉÚ (4.13) ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ Ú×ÅÚÄÙ w, Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ s ÉÚ ÇÒÕ��Ù S△ ÁÆÆÉÎÎÙÈÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (3.7) ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÔÏÞËÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ △. ÷ÆÏÒÍÕÌÅ (7.6) Ú×ÅÚÄÁ w, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ d + 1×ÅËÔÏÒÏ× w0, w1; : : : ; wd.



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 1117.3. ëÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ðÏÓËÏÌØËÕ v(p) = A(p)w(p) �Ï ÆÏÒ-ÍÕÌÅ (7.5), ÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7.6) �ÏÌÕÞÁÅÍv(p) = A(p)w(p) = A(p)�s−1w:ðÏÜÔÏÍÕ, �ÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï w = v, ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØv(p) = Av; (7.7)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á A = A(p)�s−1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ Ú×ÅÚÄ A : v 7→ v(p). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.7) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÚ×ÅÚÄÁ v(p) ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (7.2) ÁÆÆÉÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ Ú×ÅÚÄÅv. ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒÉÏÄÉ-ÞÅÓËÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v.äÁÌÅÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (7.7) ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. óÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎ-ÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � = {�0; �1; : : :} Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ p, ÇÄÅ �1 = �1,�2 = �2, : : :, �p = �p�s−1, �p+1 = �1; : : : ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ� Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ Ú×ÅÚÄÙ v �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ Ú×ÅÚÄÙ v(i) ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : :,�ÏÌÁÇÁÑ v(i) = (v(i−1))�i ÄÌÑ n > 1; (7.8)ÇÄÅ v(0) = v É v′�i = �s(v′�p) ÄÌÑ i = p; 2p; 3p; : : :. þÔÏÂÙ ÎÅ ××ÏÄÉÔØ ÎÏ×Ï-ÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ, ÂÕÄÅÍ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Ú×ÅÚÄÙ v(i) �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÁÚÙ×ÁÔØ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÄÌÑ Ú×ÅÚÄÙ v.÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ Ú×ÅÚÄÁ v �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ � ÉÚ (7.4) Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ p, É �ÕÓÔØ A { ÅÅ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÁÑ × (7.7). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : : Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÆÏÒÍÕÌÁ v(i) = Aav(b); (7.9)ÅÓÌÉ i = ap+ b, ÇÄÅ a = 0; 1; 2; : : : É b = 0; : : : ; p− 1.
§8. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÑÄÅÒ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÔÏÒÁ8.1. çÅÎÅÒÁ�ÉÉ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ(2.22) É ÔÅÏÒÅÍÅ 2.3 �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Ú×ÅÚÄÙ v(i) ÉÚ (7.8) ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑv(i) em,→ Td (8.1)



112 ÷. ç. öõòá÷ìå÷× ÔÏÒ Td = Rd=Zd. ðÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ (2.19) ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÒÏÖÄÁÅ-ÍÙÅ ÉÍÉ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ { ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÑÄÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊÔÏÒÁ { T (i) = T (v(i)) (8.2)×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × ÔÏÒ T (i) em,→ Td: éÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ (7.8) �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ú×ÅÚ-ÄÙ v(i) = {v(i)0 ; v(i)1 ; : : : ; v(i)d } ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑv(i)k ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ v(i)k ≡ m(i)k �− mod Zd (8.3)ÄÌÑ k = 0; 1; 2 Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ m(i)k = 1; 2; 3; : : :, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÒÑÄËÁÍÉ ÌÕÞÅÊ v(i)k Ú×ÅÚÄÙ v(i). úÄÅÓØ �− = −� ∈ Rd{ ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ S = S�− ÔÏÒÁ Td É �ÏÒÑÄËÉ m(i)k ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ (1.4). óÕÍÍÕ ÄÁÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×m(i) = m(i)0 +m(i)1 + : : :+m(i)d (8.4)ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÒÑÄËÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v(i). ó ÎÉÍ Ó×ÑÖÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÅÏÒÂÉÔÙOrb′(0;m(i)) = {xj = Sj(0) ≡ j�− mod Zd; j = 1; 2; : : : ;m(i) − 1}: (8.5)äÁÌÅÅ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÑÄÅÒ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ T (i) ÉÚ (8.2), Á ÉÍÅÎÎÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×É ÏÂßÅÍÏ× �ÒÉ i→∞. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙÍÁÔÒÉ� É ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂßÅÍÏ× ÑÄÅÒ.8.2. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ. ðÕÓÔØ �1; : : : ; �d { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÄÖÅÎÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ d× d-ÍÁÔÒÉ�Ù A É%(A) = max{|�1|; : : : ; |�d|} (8.6){ ÅÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ, ËÏÇÄÁ �i 6= �i′ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= i′, ÍÁÔÒÉ�Õ A ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ××ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑA =MJM−1 (8.7)ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù J = �1 : : : 0. . .0 : : : �d É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M . ÷×ÅÄÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Cd ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÕÀ s-ÍÅÔÒÉËÕ |x|s = |x1|+ : : :+ |xd|, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ
|Mx|s 6 d ||M ||max · |x|s; (8.8)



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 113ÇÄÅ M = (mij) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ d × d-ÍÁÔÒÉ�Á, Mx =M 

x1...xd É ||M ||max = maxi;j |mij | { max-ÎÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉ�ÙM . éÓ�ÏÌØÚÕÑÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (8.7) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.8) ÉÍÅÅÍ
|Ax|s = |M(JM−1x)|s 6 d ||M ||max|J(M−1x)|s 6

6 d 2||M ||max||J ||max|M−1x|s
6 d 3||M ||max||M−1||max||J ||max|x|s: (8.9)�ÁË ËÁË ||J ||max = maxi |�i| = %(A), ÔÏ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ

|Ax|s 6 s(M)%(A)|x|s (8.10)Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ s(M) = d 3||M ||max||M−1||max. óÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ (8.7) ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ An =MJnM−1, ÏÔËÕÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍ%(Jn) = %(A)n; (8.11)�ÏÓËÏÌØËÕ %(Jn) = %(J)n = %(A)n. �Å�ÅÒØ ÅÝÅ ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÑÑ ÓÈÅÍÕ(8.9), (8.10) É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.11) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|Anx|s 6 s(M)%(A)n|x|s (8.12)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n = 1; 2; 3; : : : îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.12) ÔÁËÖÅ �ÅÒÅÎÏ-ÓÉÔÓÑ É ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÍÅÔÒÉËÕ |x| = (|x1|2 + : : : + |xd|2)1=2. ðÏ×ÔÏÒÑÑÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (8.9)-(8.12) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1√d |x|s 6 |x| 6 |x|s,ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8.12) ÄÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ
|Anx| 6 (M)%(A)n|x| (8.13)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n = 1; 2; 3; : : : Ó ÄÒÕÇÏÊ Õ×ÅÌÉÞÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ(M) = √d (M)s.8.3. òÁÄÉÕÓÙ É ÏÂßÅÍÙ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ×. ðÒÉÍÅ-ÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (8.12) É (8.13) Ë Ï�ÅÎËÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ× T (i) = T (v(i)) ÉÚ (8.2). ÷ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ |x|s É |x| ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ä×Á ÒÁÄÉÕÓÁrs(T (i)) É r(T (i)).ìÅÍÍÁ 8.1. åÓÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ T (v) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÊv = {v0; v1; : : : ; vd};



114 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÔÏ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ r∗(T (v)) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅr∗(T (v)) = 12 max"0;"1;:::;"d |"0v0 + "1v1 + : : :+ "Dvd|∗: (8.14)ÇÄÅ r∗(T (v)) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÒÁÄÉÕÓÏ× rs(T (v)) ÉÌÉ r(T (v)) ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ |x|∗ = |x|s ÉÌÉ |x|. íÁËÓÉÍÕÍ ×(8.14) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ {"0; "1; : : : ; "d}, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ "i =
±1, �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ "i ÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ[1; : : : ; d+12 ℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (2.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒT (v) ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ vk1 + : : : + vki ; ÇÄÅ 0 6 k1 < : : : < ki 6 d É1 6 i 6 d. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÏÍ ÂÕÄÅÔ (T (v)) = 12 (v0 + v1 + : : :+ vd):òÁÄÉÕÓ ÖÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁ r∗(T (v)) ÒÁ×ÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ×ÅËÔÏÒÏ××ÉÄÁ w − (T (v)), ÇÄÅ w �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁ T (v).ïÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (8.14). �íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË T (i) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ ÔÏÒÁ TdL(i) = Rd=L(i) ÄÌÑÒÅÛÅÔËÉ L(i) = Z[l(i)1 ; : : : ; l(i)d ℄ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ l(i)k = v(i)k −v(i)0 ÄÌÑ k = 1; : : : ; d,ÇÄÅ v(i)k { ÌÕÞÉ Ú×ÅÚÄÙ v(i) ÉÚ (8.1). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂßÅÍ s(T (i)) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ T (i) ÒÁ×ÎÁ s(T (i)) = ∣∣∣∣∣detl(i)11 : : : l(i)1d: : :l(i)d1 : : : l(i)dd∣∣∣∣∣ (8.15){ ÏÂßÅÍÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÅÛÅÔËÉ L(i), ÇÄÅ l(i)kl { ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× l(i)k ÄÌÑ k = 1; : : : ; d.ìÅÍÍÁ 8.2. 1. åÓÌÉ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A Ú×ÅÚÄÙ v ÉÚ (7.7) ÉÍÅ-ÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �i 6= �i′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= i′, ÔÏ ÄÌÑÒÁÄÉÕÓÏ× r∗(T (i)) = rs(T (i)) ÉÌÉ r(T (i)) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ T (i) ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉr∗(T (i)) 6 ∗(M)%(A)ar∗(T (b)) (8.16)ÄÌÑ i = ap + b, ÇÄÅ a = 0; 1; 2; : : : É b = 0; : : : ; p − 1. úÄÅÓØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ∗(M) ÒÁ×ÎÙ s(M) ÉÚ (8.10) ÉÌÉ (M) = √d (M)s É %(A) { Ó�ÅËÔÒÁÌØ-ÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ (8.6) ÍÁÔÒÉ�Ù A.2: ïÂßÅÍ s(T (i)) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ T (i) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅs(T (i)) = |detA|as(T (b)); (8.17)



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 115ÇÄÅ detA ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 < |detA| < 1; Á ÏÂßÅÍÙ s(T (b)) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(8.15).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [1℄, ÇÄÅ Ó�ÒÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉ�ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ Ó�ÒÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ. �

§9. ðÏÒÑÄËÏ×ÙÅ É ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù9.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�. óÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÚ �ÏÒÑÄËÏ× ÌÕ-ÞÅÊ (8.3) Ú×ÅÚÄÙ v ÍÁÔÒÉ�Õ-ÓÔÏÌÂÅ�m =m(v) = m0m1...mD (9.1)É ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÁ △ =△D É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ v� ÎÁ Ú×ÅÚÄÕ v.äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× 0; 1; : : : ; d ÅÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕS� = : : : 10;�(0) : : :: : : 11;�(1) : : :...: : : 1d;�(d) : : : (9.2)Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ 1 = 1i;�(i) ÎÁ (i; �(i))-ÍÅÓÔÁÈ. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ 0 ÎÁ d + 1,ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ (3.2), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÂÁÚÉÓÎÏ-ÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ s = s� ÉÚ ÇÒÕ��Ù S△. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑÍ ÖÅ Æklk ÉÆkll ÉÚ (3.27) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 0 6 k < l 6 d �ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÁÔÒÉ�ÙDklk = E +Elk; Dkll = E +Ekl; (9.3)ÇÄÅ E = Ed+1 { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ d + 1, Á ÍÁÔÒÉ�Ù EijÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ 1 = 1ij ÎÁ (i; j)-ÍÅÓÔÅ. íÁÔÒÉ�Ù MÉÚ (9.2) É (9.3) ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ detM =
±1, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ GLd+1(Z).9.2. ðÏÒÑÄËÉ ÌÕÞÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Ú×ÅÚÄ. äÁÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �Ï-Ú×ÏÌÑÀÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �ÏÒÑÄËÉ ÌÕÞÅÊ m�0 , m�1 ; : : :, m�d �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ



116 ÷. ç. öõòá÷ìå÷Ú×ÅÚÄÙ v� = (v�0 ; v�1 ; : : : ; v�d ):m� =m(v�) =M�(v)m: (9.4)úÄÅÓØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (1.4), ÉÍÅÅÍM�(v) = Dk1k2∗ ;ÅÓÌÉ � = {k1; k2} { ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ
∗ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ k1 ÉÌÉ k2 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1.4)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ; ÉM�(v) =M� = S� × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ� = s = s� Ú×ÅÚÄÙ v, ÇÄÅ S� { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ (9.2).ìÅÍÍÁ 9.1. ðÕÓÔØ v { �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ú×ÅÚÄÁ v(p) = Av �ÅÒÉÏÄÁ p > 0Ó ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A = A(t)�s ÉÚ (7.7), É �ÕÓÔØ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅÚ×ÅÚÄÙ v(i) ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : : Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (7.8). �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉi = ap+ b, ÇÄÅ a = 0; 1; 2; : : : É b = 0; : : : ; p− 1, ÔÏm(i) =m(v(i)) =Mam(b): (9.5)úÄÅÓØ M = SM (p) (9.6)Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ S ÉÚ (9.2), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ�s, É M (p) = Dkplp

∗ (v(p−1)) · · ·Dk2l2
∗ (v(1))Dk1l1

∗ (v(0)); (9.7)ÇÄÅ Õ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� Dkj lj
∗ (v(j−1)) = Dkj lj

∗ ÉÚ (9.4) Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ
∗ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ú×ÅÚÄÏÊ v(j−1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1 É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (7.7) ËÁ-ÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ó ×ÅÒÈÎÅÊÎÁ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (7.2) ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÒÑÄÏË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÊ. �îÁÚÏ×ÅÍM �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v, ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÅÊ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A.9.3. ðÏÒÑÄËÏ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÅÄÉÎÉ�. ÷ÏÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9.6) É ×ÙÞÉÓÌÉÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ M × Ñ×-ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × (5.1).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (9.3) ÄÌÑ 0 6 k 6 d− 1Dkdd = E +Ekd; ÇÄÅ Ekd = 0 : : : 0 0: : :0 : : : 0 1: : :0 : : : 0 0 (9.8)



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 117{ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ (d + 1) Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ.ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ekd:Ekd · Ek′d = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 6 k; k′ 6 d− 1; (9.9)ÎÁÈÏÄÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅDd−1;dd · : : : ·D1dd ·D0dd = (E11 E120 1 ) ; (9.10)ÇÄÅ E11 = Ed { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ d É E12 = 1...1 { ÓÔÏÌÂÅ�×ÙÓÏÔÙ d.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (9.2) ÄÌÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ� = (0 1 : : : dd 0 : : : d− 1)�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á S� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄS� = 0 : : : 0 11 : : : 0 0: : :0 : : : 1 0 : (9.11)ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (9.10) É (9.11) �ÏÌÕÞÁÅÍMf = S� ·Dd−1;dd · : : : ·D1dd ·D0dd = (D11 D12D21 D22) : (9.12)úÄÅÓØ Mf ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ (9.12), Á ÂÌÏËÉ Dij ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙD11 = 0 : : : 0 01 : : : 0 0: : :0 : : : 1 0 ; D12 = 1...1 ;D21 = (0 : : : 0 1) ; D22 = (1):



118 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (9.3) ÄÌÑ 0 < l 6 d ÉÍÅÅÍD0l0 = E +El0; ÇÄÅ El0 = 0 : : : 0 0: : :1 : : : 0 0: : :0 : : : 0 0 (9.13){ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ (d+1) Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ l-ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. äÌÑÍÁÔÒÉ� El0 É El′0 Ó ÌÀÂÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 0 < l; l′ 6 d ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ El0 ·El′0 = 0, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÅ (9.9). ðÏÜÔÏÍÕÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ (D0l0 )bl = E + blEl0 (9.14)Ó ÌÀÂÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ bl = 0; 1; 2; : : : ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (9.14), ×ÙÞÉ-ÓÌÑÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅMv(b) = (D010 )b1 · (D020 )b2 · : : : · (D0d0 )bd = E +( 0 0B 0) : (9.15)úÄÅÓØ Mv(b) { �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ (9.14), ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔb = (b1; b2; : : : ; bd);É B = 


b1b2...bd { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ b ÓÔÏÌÂÅ� ×ÙÓÏÔÙ d. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ M(b) = Mf · Mv(b): �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ (9.12) É (9.15)�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ M(b) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅM(b) =  bdbd + 1bd + b1: : :bd + bd−2bd + bd−1
0 : : : 0 0 10 : : : 0 0 11 : : : 0 0 1: : :0 : : : 1 0 10 : : : 0 1 1



: (9.16)�ÅÏÒÅÍÁ 9.1. ðÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (9.6) ÄÌÑ �Å-ÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v É ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A, ÄÏ-�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅM =Mf ·Mv(a) (9.17)



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 119ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÏ× Mf { �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ (9.12) ÉMv(a) = (D010 )ad−1 · (D020 )ad−1−1 · : : : · (D0d0 )a1−1 (9.18){ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ai = 1; 2; 3; : : :ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x) ÉÚ (5.1). ÷ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ �ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á (9.17)ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ËÁËM =  a1 − 1a1a1 + ad − 2: : :a1 + a3 − 2a1 + a2 − 2 0 : : : 0 0 10 : : : 0 0 11 : : : 0 0 1: : :0 : : : 1 0 10 : : : 0 1 1


: (9.19)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9.6) ÄÌÑ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù M É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9.16), ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ b1 = ad − 1,b2 = ad−1 − 1 É bd = a1 − 1. �9.4. ëÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÅÄÉÎÉ�.ðÒÉÍÅÎÉÍ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (9.19) �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M É ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ A, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÕÀ × (7.7).åÓÌÉ v̂ = v0v1...vd { ÉÓÈÏÄÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (9.6) �ÏÒÑÄ-ËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁv̂′ = v̂(p) = Âv = v′0v′1...v′d (9.20)×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ v̂′ =Mv̂: (9.21)óÏÇÌÁÓÎÏ (7.2) ÉÓÈÏÄÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ v̂ ÉÍÅÅÔ ÌÕÞÉv0 = −�; v1 = e1 − �; : : : ; vd = ed − � (9.22)



120 ÷. ç. öõòá÷ìå÷É ÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÒÅ�ÅÒ w1 = v1 − v0 = e1, : : :, wd =vd − v0 = ed: òÅ�ÅÒ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ v̂′ ÚÁ�ÉÛÅÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅŵ′ = w′1...w′d = v′1 − v′0...v′d − v′0 =Wv̂′ (9.23)Ó d × (d + 1)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ W = 


−1 1 : : : 0: : :
−1 0 : : : 1 : ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (9.23)ÚÎÁÞÅÎÉÅ v̂′ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9.21), �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅŵ′ =WMv̂ (9.24)�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÒÅ�ÅÒÁ ŵ′ ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÕÀ Ú×ÅÚÄÕ v̂ É �ÏÒÑÄËÏ×ÕÀ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ M.ðÒÉÍÅÎÉÍ (9.22) É ÒÁÚÏÂßÅÍ Ú×ÅÚÄÕ v̂ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ùv̂ =  −�

−�+ e1...
−�+ ed = (−�1e1E0 + e1E1) + : : :+ (−�dedE0 + edEd): (9.25)úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Õ ×ÅËÔÏÒÁ � = (�1; : : : ; �d) ÉE0 = 1...1...1



; Ei = 0...1...0




ÄÌÑ i = 1; : : : ; d (9.26){ ÓÔÏÌÂ�Ù ×ÙÓÏÔÙ d+1, �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ei ÅÄÉÎÉ�Á ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-ÏÍÍÅÓÔÅ É ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Ei ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 0.ðÏÓÌÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ v̂ ÉÚ (9.25) × ÆÏÒÍÕÌÕ (9.24) �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÇÏ ÒÅ�ÅÒÁ ŵ′ = e1A1 + : : :+ edAd (9.27)ÎÁ ÓÔÏÌÂ�ÙA1 =WM(−�1E0 +E1); : : : ; Ad =WM(−�dE0 +Ed) (9.28)



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 121×ÙÓÏÔÙ d. ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÒÅ�ÅÒ (9.27) × ×ÉÄÅŵ′ = Ae (9.29)Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A = (A1| : : : |Ad) (9.30)ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï× (9.28) É ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ e = 

e1...ed. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (9.29) ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ A ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞ-ÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á (7.7).�ÅÏÒÅÍÁ 9.2. ðÕÓÔØ M { �ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á (9.6), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ÉÚ (7.7), ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙM = m00 m01 : : : m0dm10 m11 : : : m1d: : :md0 md1 : : : mdd (9.31)É �ÕÓÔØm0 = d∑k=0m0k; m1 = d∑k=0m1k; : : : ; md = d∑k=0mdk (9.32){ ÓÕÍÍÙ ÅÅ ÓÔÒÏË. �ÏÇÄÁ ÓÔÏÌÂ�Ù Aj ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A =(A1| : : : |Ad) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ:A1 =  −(m1 −m0)�1 + (m11 −m01)

−(m2 −m0)�1 + (m21 −m01): : :
−(md −m0)�1 + (md1 −m01) 

· · · · · · · · · · · · · · ·Ad =  −(m1 −m0)�d + (m1d −m0d)
−(m2 −m0)�d + (m2d −m0d): : :
−(md −m0)�d + (mdd −m0d)  : (9.33)



122 ÷. ç. öõòá÷ìå÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ (d+1)×d-ÍÁÔ-ÒÉ�Ù:E10 =  1 0 : : : 01 0 : : : 0: : :1 0 : : : 0  ; E11 =  0 0 : : : 01 0 : : : 0: : :0 0 : : : 0  ;
· · ·Ed0 =  0 0 : : : 10 0 : : : 1: : :0 0 : : : 1  ; Ed1 =  0 0 : : : 00 0 : : : 0: : :0 0 : : : 1  : (9.34)ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉ� (9.34) ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ A, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ (9.30) É (9.28), ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ A = WMV;ÇÄÅ W { ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9.23) ÉV = V� = (−�1E10 +E11) + : : :+ (−�dEd0 +Ed1 ){ (d + 1) × d -ÍÁÔÒÉ�Á. ïÔÓÀÄÁ É (9.31) ÓÌÅÄÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (9.33) ÄÌÑÓÔÏÌÂ�Ï× Aj ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A. �

§10. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉúÄÅÓØ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ É ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎ-ÔÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f i+1 =M f i (10.1)Ó ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ i = 0; 1; 2; : : : úÄÅÓØ M { Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁd+ 1, f i = f i0f i1...f id É f0 { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�. éÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ (10.1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁf i =M if0: (10.2)îÁÛÁ �ÅÌØ { ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (10.1) ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉf i = 1 · f i; (10.3)ÇÄÅ 1 = (1 1 : : : 1) { ÓÔÒÏËÁ ÄÌÉÎÙ d + 1, Ô.Å. f i = f i0 + f i1 + : : : + f idÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÔÏÌÂÏ× f i.



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 123äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù M ÚÁ�ÉÛÅÍ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ×ÉÄÅhM (x) = det(xE −M) = xd+1 − bdxd − : : :− b1x− b0: (10.4)ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ M ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÀ Md+1 − bdMd − : : :− b1M − b0E = 0: (10.5)ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ (10.5) × ×ÉÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Md+1 = bdMd + : : : + b1M + b0E.õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� f i, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏMd+1f i = bdMdf i + : : :+ b1M f i + b0f i: (10.6)�Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (10.6) ÆÏÒÍÕÌÕ (10.2) É �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÎÏ×ÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅf i+d+1 = bdf i+d + : : :+ b1f i+1 + b0f i (10.7)ÄÌÑ ÓÔÏÌÂ�Ï× f i. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (10.7) ÎÁÓÔÒÏËÕ 1 É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (10.3). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉÈÏÄÉÍË ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ f i ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : : Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÏÍ (10.3), ÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÀ f i+d+1 = bdf i+d + : : :+ b1f i+1 + b0f i; (10.8)ÇÄÅ bd; : : : ; b1; b0 { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ(10.4) É ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑfd = 1 ·Mdf0; : : : ; f1 = 1 ·M f0; f0 = 1 · f0 (10.9)ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ M É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ f0 ÉÚ (10.1).
§11. íÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÑÄÅÒÎÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ11.1. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ). ÷ÁÖÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ × (8.2) �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×T (i) = T (v(i)) ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : : { ÑÄÅÒ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ(2.20) { ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑÁ��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙOrb�−(0) = {xj = Sj(0) ≡ j�− mod Zd; j = 0; 1; 2; : : :}; (11.1)�ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÊ ÓÄ×ÉÇÏÍ S = S�− ÔÏÒÁ Td = Rd=Zd ÉÚ (2.8). ïÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ T (i) ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÔÏÒÅ Td ×ÙÄÅÌÑÀÔ ÉÚ ÏÒÂÉÔÙ



124 ÷. ç. öõòá÷ìå÷(11.1) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË {xj′}∞j′=1, ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈÓÑ Ë 0 ∈ Td.�ÅÏÒÅÍÁ 11.1. ðÕÓÔØ v { �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ú×ÅÚÄÁ �ÅÒÉÏÄÁ p > 0 Ó ËÁ-ÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ÉÚ (7.7), É �ÕÓÔØ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Ú×ÅÚÄÙv(i) ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : : Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (7.8). �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1: îÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË xj ≡ j�− mod Zd ÏÒÂÉÔÙ (11.1) ÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔxj =∈ T (i) ÄÌÑ j = 1; 2; : : : ;m(i) − 1 (11.2)× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË T (i) ÉÚ (8.2), ÇÄÅ m(i) { �ÏÒÑÄÏË (8.4) Ú×ÅÚÄÙ v(i), ÒÁ×-ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù-ÓÔÏÌÂÅ�Á m(i) ÉÚ (9.5). ðÅÒ×ÏÊ�Ï�Á×ÛÅÊ × ÏÂÌÁÓÔØ T (i) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁxj ∈ T (i) ÄÌÑ j = m(i): (11.3)2: äÌÑ ÒÁÄÉÕÓÁ r∗(T (i)) = rs(T (i)) ÉÌÉ r(T (i)) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ T (i) ÓÎÏÍÅÒÏÍ i = ap + b, ÇÄÅ a = 0; 1; 2; : : : É b = 0; : : : ; p − 1, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïr∗(T (i)) 6 ∗(M)%(A)ar∗(T (b)) (11.4)× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Õ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ�i 6= �i′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= i′. äÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× b ÒÁÄÉÕÓÙ r∗(T (b))× (11.4) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (8.14). úÄÅÓØ %(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ (8.6) ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ∗(M)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × (8.12), (8.13).3: ïÂßÅÍ s(T (i)) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ T (i) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅs(T (i)) = |detA|as(T (b)); (11.5)ÇÄÅ detA ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 < |detA| < 1; É ÏÂßÅÍÙ s(T (b)) ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÎÏÍÅ-ÒÏÍ b = 0; : : : ; p− 1 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (8.15).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.3, Á ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ 2 É 3 ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÌÅÍÍÅ 8.2. �11.2. ÷ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÅÄÉÎÉ� É ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ Ú×ÅÚÄÙv(i) = (v(i)0 ; v(i)1 ; : : : ; v(i)d )



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 125ÉÚ (7.8) × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× v(i) =  v(i)0v(i)1...v(i)d . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍv(0) =  v(0)0v(0)1...v(0)d 
 =  v0v1...vd =  −�

−�+e1...
−�+edÉÌÉ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ {v(0) = v = −�E0 + e1E1 + : : :+ edEd; (11.6)ÇÄÅEi { ÓÔÏÌÂ�Ù (9.26). ðÒÉ ÜÔÏÍ �, e1; : : :, ed × (11.6) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.ðÕÓÔØ i = ap+ b Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ 0 6 b < p. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓÄ×ÉÇÉ: −→j ≡ j+ b mod p É ÞÉÓÌÏ −→j ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [1; : : : ; p℄;ÄÌÑ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M = Dp · · ·D1 ÉÚ (9.6), (9.7) Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉDj = Dkj lj

∗ (v(j−1)) É Dp = SDkplp
∗ (v(p−1)) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ j < p Éj = p �ÏÌÁÇÁÅÍ −→M = −→Dp · · ·−→D1, ÇÄÅ −→Dj = D−→j . �ÏÇÄÁ × ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÈ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (7.2) ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁv(i) = −→Mav(b); (11.7)ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (7.9), �ÒÉ ÜÔÏÍv(b) = −�E(b)0 + e1E(b)1 + : : :+ edE(b)d ; (11.8)Á ÓÔÏÌÂ�Ù E(b)i ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ E(b)i = Dkblb∗ · · ·Dk1l1∗ E(0)i ÄÌÑ0 6 b < p. úÄÅÓØ �ÏÌÁÇÁÅÍ E(0)i = Ei É Dkj lj

∗ { �ÏÒÑÄËÏ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÙÉÚ (9.7). �ÏÇÄÁ ÉÚ (11.7) É (11.8) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïv(i) = −�−→MaE(b)0 + e1−→MaE(b)1 + : : :+ ed−→MaE(b)d : (11.9)÷×ÏÄÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑQa = −→MaE(b)0 ; Ra1 = −→MaE(b)1 ; : : : ; Rad = −→MaE(b)d ; (11.10)�ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (11.9) × ×ÉÄÅv(i) = −�Qa + e1Ra1 + : : :+ edRad: (11.11)ðÕÓÔØ 1 = (1 1 : : : 1) { ÓÔÒÏËÁ ÉÚ (10.3). �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 11.1v(i)min = 1 · v(i) = v(i)0 + v(i)1 + : : :+ v(i)d (11.12)



126 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ (11.3), ËÏÔÏÒÙÊ × ÓÉÌÕ (11.11) ÍÏÖÎÏÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉv(i)min = −�Qa + e1Ra1 + : : :+ edRad (11.13)Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Qa = 1 ·Qa, Ra1 = 1 ·Ra1 ; : : :, Rad = 1 ·Rad.éÚ (11.10), (11.13) É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Qa, Ra1 ; : : :, RadÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a (ÎÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁÍÅÔÒ b ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ):Qa+d+1 = bdQa+d + : : :+ b1Qa+1 + b0Qa;Ra+d+1k = bdRa+dk + : : :+ b1Ra+1k + b0Rak (11.14)ÄÌÑ k = 1; : : : ; d. úÄÅÓØ bd; : : :, b1, b0 { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h→M(x) = hM(x) �ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÇÏ × (10.4). äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Qa É Rak ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:Q0 = 1 ·Q0 = 1 · E(b)0 ;Q1 = 1 ·Q1 = 1 · −→ME(b)0 ;: : : ;Qd = 1 ·Qd = 1 · −→MdE(b)0 ; R0k = 1 ·R0k = 1 ·E(b)k ;R1k = 1 ·R1k = 1 · −→ME(b)k ;: : : ;Rkd = 1 ·Rdk = 1 · −→MdE(b)k (11.15)ÄÌÑ k = 1; : : : ; d.11.3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÅÄÉÎÉ�. ïÂÝÁÑ ÔÅ-ÏÒÅÍÁ Ï ÑÄÅÒÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ 11.1 × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÅÄÉÎÉ�ÁÍ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎËÒÅÔÉÚÁ�ÉÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 11.2. 1: äÌÑ i = ap+ b É ÌÀÂÏÇÏ 0 6 b < p ×ÅËÔÏÒv(i)min = (−Qa�1 +Ra1 ; : : : ;−Qa�d +Rad) (11.16)ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:v(i)min ∈ T (i) Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ Qa > 1: (11.17)ó×ÏÊÓÔ×Ï (11.17) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙxj ≡ −j� mod ZdÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔ xj =∈ T (i) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 j < Qa (11.18)× ÑÄÒÏ T (i) { ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÉÚ (8.2).



ðåòéïäéþåóëéå ñäåòîùå òáúìïöåîéñ åäéîéã 1272. ïÂßÅÍ s(T (i)) ÑÄÒÁ T (i) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅs(T (i)) = |detA|as(T (b)); (11.19)ÇÄÅ detA ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 < |detA| < 1; É ÏÂßÅÍÙ s(T (b)) ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÎÏÍÅ-ÒÏÍ b = 0; : : : ; p− 1 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (8.15).3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó �ÒÏÓÔÙÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ �i 6=�i′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= i′ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
|Qa�1 −Ra1 |+ : : :+ |Qa�d −Rad| 6 (b)s %(A)a; (11.20)ÇÄÅ (b)s = s(−→M)rs(v(b)min) É %(A) { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ (8.6) ÍÁÔÒÉ-�Ù A.4. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Qa, Ra1 ; : : :, Rad ÉÚ (11.16) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a = 0; 1; 2; : : : Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ(11.14) É ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (11.15).5. åÓÌÉ b = 0, ÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ Qa, Ra1 ; : : :, Rad �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ:Q0 = d+ 1; Q1 =∑k;lmkl; : : : ; Qd =∑k;lmdkl;R01 = 1; R11 =∑k mk1; : : : ; Rd1 =∑k mdk1;: : : : : : : : :R0d = 1; R1d =∑k mkd; : : : ; Rdd =∑k mdkd; (11.21)ÇÄÅ M = (mkl)(d+1)×(d+1) { �ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ (9.6), ÉÍÅÀÝÁÑÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× 0; 1; : : : ; d, É Mi = (mikl)(d+1)×(d+1) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ i-ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÁÔÒÉ�Ù M; ÄÌÉÎÁ ÖÅ rs(v(0)min) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ (11.12), ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (0)s = s(M)rs(v(0)min) ÉÚ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á (11.20), ÒÁ×ÎÁrs(v(0)min) = |(d+ 1)�1 − 1|+ : : :+ |(d+ 1)�d − 1|: (11.22)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. æÏÒÍÕÌÁ (11.16) ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v(i)min×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (11.13), ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ (11.17),(11.18) { ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.1.2. æÏÒÍÕÌÁ (11.19) ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ s(T (i)) ÂÙÌÁ ÒÁÎÅÅÄÏËÁÚÁÎÁ × ÌÅÍÍÅ 8.2.



128 ÷. ç. öõòá÷ìå÷3. ÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (11.20) ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ÄÌÉÎÁ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v(i)min ÉÚ (11.16) × s-ÍÅÔÒÉËÅ |x|s = |x1|+ : : :+ |xd|. ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(11.4), × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÙ r∗(T (i)) É r∗(T (b)) ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÄÌÉÎÁÍÉ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× rs(v(i)min) É rs(v(b)min).4. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Qa, Ra1 ; : : :, Rad ÉÚ (11.16) ÂÙÌÁÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ × (11.14) É (11.15).5. ñ×ÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (11.21) ÄÌÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Qa, Ra1 ; : : :, Rad × ÓÌÕÞÁÅ b = 0 ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒ-ÍÕÌÁÍ (11.15).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (11.12) ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v(0)min =v(0)0 + v(0)1 + : : :+ v(0)d = v0 + v1 + : : :+ vd ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÌÕÞÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊÚ×ÅÚÄÙ v(0) = v = {v0; v1; : : : ; vd}. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ v0 = −�,v1 = e1 − �; : : :, vd = ed − �, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v(0)min ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ v(0)min = (1− (d+ 1)�1; : : : ; 1− (d+ 1)�d); ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (11.22). �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×, äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÔÏÒÁ É ÍÎÏ-ÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé445 (2016), 33{92.2. á. ñ. èÉÎÞÉÎ, ãÅ�ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. 4-ÏÅ ÉÚÄ. í., 1978.3. ÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×, ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 440 (2015), 81{98.4. ÷. ç. öÕÒÁ×ÌÅ×, äÅÌÑÝÉÅÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÏÒÁ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÏÓÔÁÔËÁ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 440 (2015), 99{122.5. ÷. ç.öÕÒÁ×ÌÅ×, ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÑÄÅÒÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÓÔÅÊ × �Å�ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. | íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ, óÏ×Ò. �ÒÏÂÌ. ÍÁÔÅÍ.,íé òáî, í., (2016), 1{30 (× �ÅÞÁÔÉ).6. Z. Coelho, A. Lopes, L. F. Da Roha, Absolutely Continuous Invariant Measuresfor a Class of AÆne Interval Exhange Maps. | Pro. Amer. Math. So. 123(1995), No. 11, 3533{3542.7. V. G. Zhuravlev, A. V. Shutov, Derivaties of irle rotations and similarity oforbits. | Max Plank Institut f�ur Math., Preprint Series 62 (2004), 1{11.8. M. Furukado, Sh. Ito, A. Saito, J. Tamura, Sh. Yasutomi, A new multidimensionalslow ontinued fration algorithm and stepped surfae. | Exper. Math. 23 (2014),No. 4, 390{410.9. M. Abrate, S. Barbero, U. Cerruti, N. Murru, Periodi representations for ubiirrationalities. | Fibonai Quart. 50 (2012), No. 3, 252{264.10. N. Murru, On the periodi writing of ubi irrationals and a generalization of R�edeifuntions. | Int. J. Number Theory 11 (2015), 779{799.
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