
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 449, 2016 Ç.à. ÷. äÙÍÞÅÎËÏòá÷åîó�÷ï åíëïó�é é íïäõìñëïîäåîóá�ïòá ÷ óõâæéîóìåòï÷ïíðòïó�òáîó�÷åòÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÍËÏÓÔÉ É ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ×ÁÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ. ïÎÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÑÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×. äÌÑ ËÏÎÆÏÒÍ-ÎÙÈ ÅÍËÏÓÔÅÊ É ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ì. áÌØ-ÆÏÒÓÏÍ É á. â£ÒÌÉÎÇÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [11℄. úÁÔÅÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÕÌÕÞ-ÛÅÎ × ÒÁÂÏÔÁÈ â. æÀÇÌÅÄÅ [16℄ É ÷. ãÉÍÅÒÁ [21℄. äÖ. èÅÓÓÅ [17℄ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÉÌ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ p-ÅÍËÏÓÔØ É p-ÍÏÄÕÌØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ�ÌÁÓÔÉÎÙ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ ÓÌÕ-ÞÁÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÍËÏÓÔÉ É ÍÏÄÕÌÑ × ÓÁÍÙÈ ÏÂÝÉÈ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÷. á. ûÌÙËÏÍ [10℄, ÚÁÔÅÍ ÜÔÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÎÅÍÎÏÇÏ Õ�ÒÏÝÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ í. ï�ÕËÁ [20℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [8℄.æÉÎÓÌÅÒÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ, ÎÏ É ÏÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ.òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÍËÏÓÔÉ É ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ × ÆÉÎÓÌÅÒÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×ÁÈ × ÓÁÍÙÈ ÏÂÝÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ × ÒÁÂÏ-ÔÅ [9℄.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ëÁÒÎÏ{ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ É ÓÕÂÆÉÎÓÌÅÒÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ É ÆÉÎÓÌÅÒÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÕÔÅÊ. C ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÇÒÕ��ÁÈ ëÁÒÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÎÉ-ÇÅ [15℄. åÍËÏÓÔÉ, ÍÏÄÕÌÉ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÁ ÇÒÕ��ÁÈ ëÁÒÎÏ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ×ÒÁÂÏÔÁÈ ó. ë. ÷ÏÄÏ�ØÑÎÏ×Á É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÏ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5{7℄). ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï £ÍËÏÓÔÉ É ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏé. ç. íÁÒËÉÎÏÊ × ÒÁÂÏÔÅ [18℄.óÕÂÆÉÎÓÌÅÒÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÚÕÞÁÌÉÓØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÁÈ [1{3,13, 14℄.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÅÍËÏÓÔØ É ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ,ÓÕÂÆÉÎÓÌÅÒÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, ÓÏÂÏÌÅ×ÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ. 69



70 à. ÷. äùíþåîëïðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍÎÏÇÉÈ ÎÉÖÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [15℄.óÔÒÁÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ (ÉÌÉ ÇÒÕ��ÏÊ ëÁÒÎÏ) ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÁÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á ìÉ G, ÁÌÇÅÂÒÁìÉ ËÏÔÏÒÏÊ g ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ [V1; Vk℄ = Vk+1 ÄÌÑ k = 1; 2; : : : ;m − 1 É[V1; Vm℄ = {0}. úÄÅÓØ [X;Y ℄ = XY − Y X { ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× X ÉY , Á [V1; Vj ℄ { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [X;Y ℄, ÇÄÅ X ∈ V1, Y ∈ Vj ,j = 1; 2; : : : ;m.ðÕÓÔØ ÌÅ×ÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑX11, X12,. . . ,X1n1 ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ ÂÁÚÉÓ V1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ HT ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑTG ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ HTx, x ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ X11(x), X12, . . . , X1n1(x). îÁÚÏ×ÅÍ HT ÇÏ-ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á ÅÇÏ ÓÌÏÉ HTx { ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × ÔÏÞËÅ x ∈ G.òÁÓÛÉÒÉÍ ÂÁÚÉÓ X11, . . . , X1n1 ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Xij , j = 1; 2; : : : ni, i =1; 2; : : : ;m, ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ Xij �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ j-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×X1j , j = 1; 2; : : : ; n1. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ni Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vi,i = 1; 2; : : : ;m.ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ G ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ× ×ÉÄÅ x = exp(∑i;j xijXij). îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ {xij} ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁ x. ðÏÌÕÞÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ�-�ÏÊ G É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ RN , ÇÄÅN = n1+n2+· · ·+nm { ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕ��Ù G.íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ × RN ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÂÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÍÅÒÕ èÁÁÒÁ × G,ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dx.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ xi = (xi1; xi2; : : : ; xini), i = 1; 2; : : : ;m. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁ-ÓÔÑÖÅÎÉÑ Æ�x, � > 0, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ Æ�x = (�x1; �2x2; : : : ; �mxm). ÔÁËÖÅÉÍÅÅÍ d(Æ�x) = �Qdx, ÇÄÅ Q =∑i ini { ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕ�-�Ù G.ðÕÓÔØ F (x; �) { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÒÉ x ∈ G,� ∈ HTx, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x É xi É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÆÉÎÓÌÅÒÏ×Õ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ HTx, Ô.Å.:1) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ F (x; a�) = aF (x; �) É F (x; �) > 0 �ÒÉ� 6= 0, x ∈ G;



òá÷åîó�÷ï åíëïó�é é íïäõìñ ëïîäåîóá�ïòá 712) äÌÑ ÌÀÂÙÈ x ∈ G, �; � ∈ HTx ÆÕÎË�ÉÑ ∇2HF 2(x; �)(�; �) �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÇÄÅ(∇2H )ij = 12(X1iX1j +X1jX1i); i; j = 1; 2; : : : ; n1:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ HT ∗ ÆÕÎË�ÉÀ H(x; !),ÇÄÅ x ∈ G, ! ∈ HT ∗x ËÁË ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎ !(�) �Ï ×ÓÅÍ � ∈ HTx,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ F (x; �) 6 1. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÑÔØ ! Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ, ÉÍÅÀÝÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÙ ! × ÂÁÚÉÓÅ !i, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÂÁÚÉÓÕ X1i, ÔÏ ÅÓÔØ !i(X1j) = ÆijÄÌÑ i; j = 1; 2; : : : ; n1.ëÒÉ×ÕÀ 
 : (a; b) → G ÎÁÚÏ×ÅÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈt ∈ (a; b) _
(t) ∈ HT
(t). äÌÉÎÕ ÔÁËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌl(
) = b∫a F (
(t); _
(t)) dt.îÁ ÇÒÕ��Å G Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÎÏÒÍÕ | · |, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀÕÓÌÏ×ÉÑÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ G |x| > 0 É |x| = 0 ÔÏÌØËÏ �ÒÉ x = 0;
|x−1| = |x|, |Æ�x| = �|x|. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x ∈ GÒÁÄÉÕÓÁ r > 0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: B(x; r) = {y ∈ G : |x−1y| < r}.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÛÁÒÁ B(0; r), ËÏÔÏÒÙÊ × Ó×ÏÀÏÞÅÒÅÄØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ B(0; 1) �ÒÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÉÆr. éÚ×ÅÓÔÎÏ [15℄, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈx; y ∈ G

||xy| − |x|| 6 C|y| �ÒÉ |y| 6
|x|2 : (1)íÅÒÕ dx ÎÏÒÍÉÒÕÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ |B(0; 1)| = ∫B(0;1) dx = 1. ïÞÅ×ÉÄ-ÎÏ, ÞÔÏ |B(0; r)| = rQ. ðÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ × GÆÕÎË�ÉÉ g(x) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ d� = g(x) dx.òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d
(x; y) ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ x; y ∈ G Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁËÉÎÆÉÍÕÍ ÄÌÉÎ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ x É y. ëÒÉ×ÕÀ 
 : [a; b℄ → GÎÁÚÏ×ÅÍ Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔsup{r−1∑k=1 d
(
(tk); 
(tk+1))} < ∞�Ï ×ÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ a 6 t1 6 t2 6 : : : 6 tr = b. éÚ×ÅÓÔÎÏ [19℄, ÞÔÏ ÅÓÌÉËÒÉ×ÁÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅÓ�ÒÑÍÌÑÅÍÁ, �ÏÜÔÏÍÕÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ.



72 à. ÷. äùíþåîëïâÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ 
 : (a; b) → D ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E0É E1, ÅÓÌÉ lim inft→a d(
(t); E0) = lim inft→b d(
(t); E1) = 0;ÇÄÅ d(x; y) = |x−1y| ÄÌÑ x; y ∈ G. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó�ÒÑÍ-ÌÑÅÍÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(E0; E1; D).òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ d É d
 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Á ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ [4℄.îÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ D ÎÁÚÏ×£ÍÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á � ËÒÉ×ÙÈ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × D,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ 
 ∈ � ∫
 �F (x; dx) = b∫a �(
(t))F (
(t); _
(t)) dt > 1, ÇÄÅ
(t) { �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ 
 �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t ∈ (a; b). íÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ adm�.ðÕÓÔØD { ÏÂÌÁÓÔØ × G É E0; E1 ⊂ �D { ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á. �ÒÏÊËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× (E0; E1; D) ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏÍ.ðÕÓÔØ p > 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ p-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ (E0; E1; D) ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Mp;F (E0; E1; D) = inf ∫D �p d�;ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ � ∈ adm�(E0; E1; D).æÕÎË�ÉÀ u : D → R ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ × D, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á D′ ⊂ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ LÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ D′ |u(x)− u(y)| 6 Lmax(d
(x; y); d
(y; x)).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÁÓÓ L1p;F (D) ËÁË ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÈ× D ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ÎÏÒÍÅ
‖u‖L1p;F (D) = ∫D H(x;Xu)p d�1=p ;ÇÄÅ Xu = (X11u;X12u; : : : ; X1n1u) { ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎË-�ÉÉ u.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Adm(E0; E1; D) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ L1p;F (D) ∩ C(D), ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ (ÅÄÉÎÉ�Å) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏË-ÒÅÓÔÎÏÓÔÉ E0 (E1). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ p-ÅÍËÏÓÔØ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ:Cp;F (E0; E1; D) = inf ∫D H(x;Xu)p d�;



òá÷åîó�÷ï åíëïó�é é íïäõìñ ëïîäåîóá�ïòá 73ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ u ∈ Adm(E0; E1; D).ìÅÍÍÁ 1. éÎÆÉÍÕÍ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ p-ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁMp;F (E0; E1; D) ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ × D \ (E0 ∪ E1) ÄÏ-�ÕÓÔÉÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 0 < " < 1=2, Dk, k = 1; 2; : : : { ÏÔËÒÙÔÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÓÞÅÒ�ÁÎÉÅ ÉÚÎÕÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D \ (E0∪E1),Ô.Å. Dk ⊂ Dk+1, ∞⋃k=1Dk = D \ (E0 ∪ E1);dk = d(�Dk; �Dk+1), k > 1.ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ d−1 = d0 = ∞, D0 = ∅.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k > 1 �ÏËÒÏÅÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏDk\Dk−1 ËÏÎÅÞ-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÛÁÒÏ× B(xi; ri), ÇÄÅ xi ∈ Dk \Dk−1, ri < min(dk−2; dk)=2.ðÏÌÕÞÉÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ D \ (E0 ∪ E1) ÛÁÒÁÍÉB(xi; ri), i > 1, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × D \ (E0 ∪ E1). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏËÒÙÔÉÅÛÁÒÁÍÉ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ �ÅÎÔÒÁÍÉ É ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ B(xi; 2ri)ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅri < 1=2.ðÕÓÔØ {hi(x)} { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ D \ (E0 ∪ E1), �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ�ÏËÒÙÔÉÀ {B(xi; ri)}.÷ÏÚØÍ£Í ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ � ÄÌÑ �(E0; E1; D) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ
∫D �p d� < Mp;F (E0; E1; D) + ":ðÕÓÔØ '(z) { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ × GÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ × B(0; 1) Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ∫

G

'(z) dz = 1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �i = hi�, 't(x) = t−Q'(Æ1=tx), ~�i = ∫
G

�i(y)'t(xy−1)dy.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i > 1 �ÏÄÂÅÒÅÍ �ÁÒÁÍÅÔÒ 0 < ti < " ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ t 6 ti
‖~�i − �i‖p;F < 2−i"1=p, ÇÄÅ ÎÏÒÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lp;F (D),
‖�‖p;F = (∫D �p d�)1=p (ÓÍ. [15, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1.20℄, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÌÅ×ÙÈÓÄ×ÉÇÏ× ÎÁ �ÒÁ×ÙÅ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). �ÁËÖÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ zB(xi; ri) ⊂B(xi; 2ri) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z Ó |z| 6 ti. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (1).æÕÎË�ÉÑ logF (x; �) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÅ {(x; �) :x ∈ B(xi; 2ri); 1=2 6 F (x; �) 6 3=2}, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ > 0 ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ �ÒÉ |z| < Æ ÉÍÅÅÍ |�′ − �′′| < Æ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ B(xi; 2ri) ÔÁËÏÇÏ,



74 à. ÷. äùíþåîëïÞÔÏ zx ∈ B(xi; 2ri), F (zx; �′)F (x; �′′) > (1 + ")−1: (2)úÄÅÓØ �′, �′′ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ × ÂÁÚÉÓÅ X1i, i = 1; 2; : : : ; n1 ÓÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ti < Æ.æÕÎË�ÉÑ ~� = ∑i ~�i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ × D \(E0 ∪ E1) É ∫D ~�p d� < Mp;F (E0; E1; D) + 2"; (3)ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ ~� = 0 ÎÁ E0 ∪ E1.äÁÌÅÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ (1 + ")~� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÄÌÑ�(E0; E1; D). åÓÌÉ 
 ∈ �(E0; E1; D), ÔÏ1 6

∫
 �̃ F (x; dx) = ∫
 ∑i �i F (x; dx) =∑i ∫
∩B(xi;ri) �i F (x; dx): (4)ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ ~� �Ï 
:
∫
 ~�F (x; dx)= ∫
 ∑i ~�i F (x; dx) = ∫
 ∑i ∫

G

�i(y−1x)'ti(y) dy F (x; dx)= ∫
 ∑i ∫
G

�i((Ætiz)−1x)'(z) dz F (x; dx)=∑i ∫B(0;1) '(z) dz ∫
∩B(xi;2ri) �i((Ætiz)−1x)F (x; dx)= ∫B(0;1) '(z) dz∑i ∫
∩B(xi;2ri) �i((Ætiz)−1x)F (x; dx): (5)ðÕÓÔØ z ∈ B(0; 1). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; 2; : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÕÇÕ 
′ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
∩B(xi; 2ri). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ~
′ = (Ætiz)−1 ·
′. üÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÂÕÄÅÔÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÌÅ×ÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ X1j , j = 1; 2; : : : ; n1.óÏÅÄÉÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ 
′ É ~
′ Ä×ÕÍÑ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × B(xi; 2ri) \ B(xi; ri). úÁÍÅÎÉÍ 
′ ÎÁÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ~
′ Ó ÜÔÉÍÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÓÅÈ



òá÷åîó�÷ï åíëïó�é é íïäõìñ ëïîäåîóá�ïòá 75ÜÔÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÍ ËÒÉ×ÕÀ ~
z, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÊ ÄÌÑ �(E0; E1; D).äÁÌÅÅ ÉÍÅÅÍ, ÄÅÌÁÑ ÚÁÍÅÎÕ y = (Ætiz)−1x É �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÑ ËÒÉ×ÕÀ 
�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÆÉÎÓÌÅÒÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ (ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ ÎÅ Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÁ, ÔÏÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍ ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÍ ÚÎÁËÏÍ):
∫
∩B(xi;2ri) �i((Ætiz)−1x)F (x; dx) > (1 + ")−1 ∫~
z∩B(xi;ri) �i(y)F (y; dy)× ÓÉÌÕ (2). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (5) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (4), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

∫
 ~�F (x; dx) > (1 + ")−1;Ô.Å. (1+")~� ∈ adm�(E0; E1; D). ÷ ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ " É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(3) ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÕÂÆÉÎÓÌÅÒÏ×Ù ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÚ [10℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎ × ÒÁÂÏÔÅ [12℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Eij , j > 0, i = 0; 1, ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ Eij ⊂ intEi;j−1 �ÒÉ j > 1, Ei = ∞⋂j=0Eij , E00 ∩E10 = ∅.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ � ∈ Lp;F (D) { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ × D \(E0 ∪ E1) ÆÕÎË�ÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ �′, �′ > �× D ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ(1) ∫D �′p d� 6
∫D �p d� + ",(2) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ
j ∈ �(E0j ; E1j ; D) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫
j �′ F (x; dx) 6 �. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ËÒÉ×ÁÑ ~
 ∈ �(E0; E1; D) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫~
 �F (x; dx) 6 �+ ".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Ej = E0j ∪ E1j , Wj = Ej−1 \ intEj , dj =min(d
(�E0j ; �E0;j−1); d
(�E1;j−1; �E1j)) > 0. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ � �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÁ × D\ (E0∪E1), ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ "j → 0 �ÒÉj → ∞ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ



76 à. ÷. äùíþåîëï
∞∑j=1(1 + "−1j )"p+1j < "; (6)�"j < dj infWj∩D �: (7)äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Dj ÔÁ-ËÕÀ, ÞÔÏDj ⊂ intDj+1, ∞⋃j=1Dj = D É ∫D\Dj �p d� < "j .ðÕÓÔØ Vj = (D \Dj) ∩Wj . ðÏÌÏÖÉÍ�′(x) = (1 + "−1j )�(x); x ∈ Vj ;�(x); x ∈ D \

∞⋃j=1 Vj :ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ(6), ÉÍÅÅÍ:
∫D �′p d� = ∞∑j=1 ∫Vj ((1 + "−1j )�)p d� + ∫D\

∞⋃j=1 Vj �p d� 6

6

∞∑j=1(1 + "−1j )p ∫Vj �p d� + ∫D �p d� 6

6

∞∑j=1(1 + "−1j )p"p+1j + ∫D �p d� 6

∫D �p d� + ":�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÕÓÌÏ×ÉÅ (2). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ j > 1. ëÒÉ×ÁÑ 
k ∈ �(E0j ; E1j ; D) �ÒÉ k > j,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÄÕÇÉ: ÄÕÇÕ 
′k, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ �E0jÓ �E0;j−1, É ÄÕÇÕ 
′′k , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ �E1;j−1 Ó �E1j . äÕÇÉ 
′k É 
′′k ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Vj . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÔÏ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7) ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ�>

∫
k �′ F (x; dx) >

∫
′k �′ F (x; dx)>"−1j ∫
′k �F (x; dx)>"−1j dj infWj∩D � > �;



òá÷åîó�÷ï åíëïó�é é íïäõìñ ëïîäåîóá�ïòá 77É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ 
′′k . ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-ÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ,
k ∩ (Dj ∩ (Ei;j−1 \ ∫ Eij)) 6= ∅; i = 0; 1; k > j:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ 
k = 
0k. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÙÈ 
j−1;k ÉÚ×ÌÅÞØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ 
jk .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Dj ∩ (Ei;j−1 \ intEij) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 
j−1;k ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �ÏÄ�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ËÏÔÏÒÕÀ ÓÎÏ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 
j−1;k), ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM = 
0 ∩ (Dj ∩ (E0;j−1 \ intE0j)) 6= ∅:÷ÏÚØÍ£Í ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÕ x0j ∈ M . �ÁË ËÁË � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0j ,ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÛÁÒ B(x0j ; r(x0j )) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊÌÉÎÉÉ l, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ �ÅÎÔÒ ÛÁÒÁ É ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Õ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
∫l �F (x; dx) 6

"2j+3 : (8)ïÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 
j−1;k , ÍÏÖ-ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÜÔÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÅÔ ÛÁÒ B(x0j ; r(x0j)). �ÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏDj∩(E1;j−1\intE1j), ÔÏÞËÕ x1j ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÛÁÒ B(x1j ; r(x1j)),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ (8); ÔÁË ÖÅ ÉÚ 
j−1;k ×ÙÄÅ-ÌÉÍ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÜÔÏÔ ÛÁÒ.ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔØÀ 
jk .ðÒÏ×ÏÄÉÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ j = 1; 2; : : : .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 
kk .ëÒÉ×ÁÑ 
kk �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÛÁÒÙ B(xij ; r(xij )), i = 0; 1, ÄÌÑ 1 6 j 6 k ÎÅÍÅÎÅÅ ÞÅÍ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. óÏÅÄÉÎÉÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó �ÅÎÔÒÏÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÛÁÒÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ËÒÉ×ÕÀ~
k ∈ �(E0k; E1k; D), �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ x0j , x1j , j = 1; 2; : : : ; k.äÌÑ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÍÅÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (8):
∫~
k �F (x; dx) 6

∫
kk �F (x; dx) + 2 k∑j=1 "2j+3 6 �+ "4 :



78 à. ÷. äùíþåîëïðÕÓÔØ �0 { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ x00 É x10× D\(E0∪E1), �ij { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ × D\(E0∪E1),ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ xij É xi;j+1, i = 0; 1, j = 1; 2; : : : . �ÏÇÄÁinf
∈�0 ∫
 �F (x; dx) + k∑j=1 inf
∈�0j ∫
 �F (x; dx) + k∑j=1 inf
∈�1j ∫
 �F (x; dx)
6

∫~
k �F (x; dx) 6 �+ "4 :üÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,inf
∈�0 ∫
 �F (x; dx)+ ∞∑j=1 inf
∈�0j ∫
 �F (x; dx)+ ∞∑j=1 inf
∈�1j ∫
 �F (x; dx) 6 �+"4 :÷ÙÂÅÒÅÍ ËÒÉ×ÙÅ C0 ∈ �0 É Cij ∈ �ij , i = 0; 1, j = 1; 2; : : : ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
∫C0 �F (x; dx) < inf
∈�0 ∫
 �F (x; dx) + "2 ;
∫Cij �F (x; dx) < inf
∈�ij ∫
 �F (x; dx) + "2j+3 :ðÕÓÔØ ~
 = · · ·+ C01 + C0 + C11 + : : : . �ÏÇÄÁ ~
 ∈ �(E0; E1; D) É

∫~
 �F (x; dx) 6 �+ "4 + "2 + 2 ∞∑j=1 "2j+3 = �+ ":ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ D { ÏÂÌÁÓÔØ × G; E0, E1 { ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑÎÅ�ÕÓÔÙÅ ËÏÍ�ÁËÔÙ ÉÚ �D. �ÏÇÄÁMp;F (�(E0; E1; D)) = Cp;F (E0; E1; D):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏMp;F (�(E0; E1; D)) 6 Cp;F (E0; E1; D): (9)



òá÷åîó�÷ï åíëïó�é é íïäõìñ ëïîäåîóá�ïòá 79ðÕÓÔØ u ∈ Adm(E0; E1; D), �0 { �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏ Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÙÈÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ 
 ÉÚ �(E0; E1; D) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ u ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÞÁÓÔÉ 
. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË-�ÉÀ �(x) = H(x;Xu) ÎÁ D.ðÕÓÔØ 
 ∈ �0 É 
 : (a; b) → D. åÓÌÉ a < t1 < t2 < b, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ:
∫
 �F (x; dx) >

t2∫t1 H(x;Xu(
(t)))F (x; _
(t)) dt
>

∣∣∣∣∣∣

t2∫t1 (Xu(
(t)); _
(t)) dt∣∣∣∣∣∣ = |u(
(t2))− u(
(t1))|:÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ t1 É t2 �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ∫
 �F (x; dx) > 1. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � ∈ adm�0.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Mp;F (�0) 6

∫D �p d� = ∫D H(x;Xu) d�:õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ Mp;F (�0) =Mp;F (�(E0; E1; D)) (ÓÍ. [16℄ É [18℄), �ÅÒÅÈÏ-ÄÑ Ë ÉÎÆÉÍÕÍÕ �Ï u, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9).äÏËÁÖÅÍ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:Mp;F (�(E0; E1; D)) > Cp;F (E0; E1; D) (10)× ÓÌÕÞÁÅ (E0 ∪ E1) ∩ �D = ∅. ðÕÓÔØ � ∈ adm�(E0; E1; D) { ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁÑ × D \ (E0 ∪ E1) ÆÕÎË�ÉÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ × D ÆÕÎË�ÉÀ u(x) =min(1; inf ∫�x �F (x; dx)), ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó�ÒÑÍ-ÌÑÅÍÙÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ËÒÉ×ÙÍ �x, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ E0 É x × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ ÔÏÞËÉ x. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ u ∈ Adm(E0; E1; D) É H(x;Xu) 6 � �ÏÞÔÉ×ÅÚÄÅ × D. åÓÌÉ u ≡ 1, ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.÷ ÓÌÕÞÁÅ u 6≡ 1 �ÕÓÔØ �x1x2 { ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x1É x2 × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ x2, ÇÄÅ ÔÏÞËÉ x1 É x2 ×ÙÂÒÁÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÌÉÚËÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ðÕÓÔØ �x1 { Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ



80 à. ÷. äùíþåîëïx1 É E0. �ÏÇÄÁu(x2) 6

∫�x1 �F (x; dx) + ∫�x1x2 �F (x; dx)
6

∫�x1 �F (x; dx) + maxx∈�x1x2 �(x)d
(x1; x2):úÄÅÓØ d
 ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÏÔ x1 ÄÏ x2. �ÁË ËÁË �x1 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÔÏu(x2) 6 u(x1) + maxx∈�x1x2 �(x)d
(x1; x2):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙÍ × [19℄, ÕÂÅÄÉÍÓÑ ×ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ X1ju, j = 1; 2; : : : ; n1, �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ × D.ðÕÓÔØ x1 { ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ, É �ÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ x1 × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ �. õÓÔÒÅÍÌÑÑ x2 Ë x1 �Ï ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ,�ÏÌÕÞÉÍ: Xu(x1)(�) 6 �(x1)F (x1; �):ðÏÄÅÌÉ× ÎÁ F (x1; �) É ×ÚÑ× ÓÕ�ÒÅÍÕÍ �Ï ×ÓÅÍ �, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏH(x1; Xu(x1)) 6 �(x1):úÎÁÞÉÔ, Cp;F (E0; E1; D) 6

∫D H(x;Xu)p d� 6

∫D �p d�:ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÉÎÆÉÍÕÍÕ �Ï �, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10) × ÓÌÕÞÁÅ �D ∩(E0 ∪ E1) = ∅, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ �D ∩ (E0 ∪ E1) 6= ∅. ðÕÓÔØ 0 < " < 1=2.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÎÁD\(E0∪E1) ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ ÄÌÑ �(E0; E1; D)ÆÕÎË�ÉÀ � ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ
∫D\(E0∪E1) �p d� < "+Mp;F (E0; E1; D):íÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � > 0 ÎÁ D \ (E0 ∪E1), ÉÎÁÞÅ ×ÏÚØÍÅÍ ×ÍÅÓÔÏ ÎÅÅÆÕÎË�ÉÀ max(�(x); h(x)), ÇÄÅ h(x) > 0 { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ G ÆÕÎË�ÉÑÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ∫D hp d�.



òá÷åîó�÷ï åíëïó�é é íïäõìñ ëïîäåîóá�ïòá 81ðÕÓÔØ �′, E0j , E1j ÔÁËÉÅ, ËÁË × ÌÅÍÍÅ 2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
∫
 �′ F (x; dx) > 1− 2"ÄÌÑ ×ÓÅÈ 
 ∈ �(E0j ; E1j ; D) �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ j.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ jk É ËÒÉ×ÙÅ
k ∈ �(E0jk ; E1jk ; D)ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
∫
k �′ F (x; dx) 6 1− 2":ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ~
 ∈ �(E0; E1; D) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫~
 �F (x; dx) 61− ", ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ �.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ~�(x) =  �′1− 2"; x ∈ D \ (E0j ∪E1j);0; x =∈ D \ (E0j ∪E1j):ïÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ adm�(E0; E1; D ∪E0j ∪E1j). ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÄÏËÁ-ÚÁÎÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ,Cp;F (E0; E1; D) 6 Cp;F (E0; E1; D ∪ E0j ∪ E1j)=Mp;F (E0; E1; D ∪ E0j ∪ E1j)

6

∫D ~�p d� 6 (Mp;F (E0; E1; D) + 2")(1− 2")−p:õÓÔÒÅÍÌÑÑ " → 0, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ, Ô.Å.limj→∞
Mp;F (E0j ; E1j ; D) =Mp;F (E0; E1; D):
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