
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 448, 2016 Ç.á. ì. þÉÓÔÏ×üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ óðáòáíå�òéþåóëéíé ëïüææéãéåî�áíé îááâóïìà�îï îåðòé÷ïäéíùå íîïöé�åìé÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ k { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 2d2 + 1�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (d ÕÔÏÞÎÑÅÔÓÑ ÎÉÖÅ, ÓÍ. (1)). ðÕÓÔØ p {ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ �ÏÌÑ k, Ô.Å. p = 1, ÅÓÌÉ har(k) = 0, Ép = har(k), ÅÓÌÉ har(k) > 0. ðÕÓÔØ a1; : : : ; a� { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÌÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×) ÎÁÄ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A
�(k) ÁÆÆÉÎ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ a1; : : : ; a�(× ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× V ⊂ A

�(k), ÎÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÇËÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ V = A
�(k)).ðÕÓÔØ f ∈ k[a1; : : : ; a� ; X1; : : : ; Xn℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉdegX1;:::;Xn f 6 d; dega1;:::;a� f 6 d′ (1)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ d > 2 É d′ > 2. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÏÂÌÅÍÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×

A
�(k) = ⋃�∈AW� (2)ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (#A < +∞) Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A ÄÌÑ ×ÓÅÈ a∗ = (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ W� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅf(a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn) = �a∗ ∏∈�� F e;a∗(Xpi1 ; : : : ; Xpin ); (3)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.286



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 287ÇÄÅ f;a∗ ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k,�a∗ ∈ k, 0 6 e ∈ Z, 1 6 i ∈ Z, #�� < +∞. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3) ÚÁÄÁÎÏ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ, Ô.Å. ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂ-ÎÏÓÔÉ ÎÉÖÅ), Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÚÄÅ ÎÁ W� É ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ a∗1; : : : ; a∗�ËÁË ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ e , i É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× �� ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ a∗ ∈ W�.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ.éÍÅÎÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (2) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.(i) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W� ÎÅ�ÕÓÔÏ. äÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ�1; �2 ∈ A ÅÓÌÉ �1 6= �2, ÔÏ W�1 ∩ W�2 = ∅, Ô.Å. ÜÔÉ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑW� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ; ÔÁË ÞÔÏÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÓÔÒÁÔÁÍÉ, Á ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (2) ÓÔÒÁÔÉÆÉ-ËÁ�ÉÅÊ.(ii) íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ W� × ×ÉÄÅ
W� = W(1)� \

⋃26�6��W(�)� ;ÇÄÅ W
(�)� = Z( (�)�;1; : : : ;  (�)�;m�;� ), 1 6 � 6 ��, ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  (�)�;1; : : : ;  (�)�;m�;� ∈ k[a1; : : : ; a� ℄× ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A

�(k), Á m�;� > 1 { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W� ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W� × A
�(k). ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I� ÉÄÅÁÌ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑW�.(iii) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× J�, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ��;0; ��;1 ∈k[a1; : : : ; a� ℄, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ fj ∈ k[a1; : : : ; a� ; X1; : : : ; Xn℄, �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ ej , ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ Ó p, �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ij > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈj ∈ J�, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ��;0; ��;1 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÉ × ËÁËÏÊÔÏÞËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W� Éf = ��;1��;0 ∏j∈J� fejj (a1; : : : ; a� ; Xpij1 ; : : : ; Xpijn ) (4)ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ W� (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ ��;0f − ��;1 ∏j∈J� fejj (a1; : : : ; a� ; Xpij1 ; : : : ; Xpijn ) ÌÅÖÉÔ ×

I� É J�1 ∩ J�2 = ∅ �ÒÉ �1 6= �2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ p = 1, ÔÏij = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈ J�.



288 á. ì. þéó�ï÷(iv) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i = −1; 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ � ∈ A, ÔÁËÏ-ÇÏ, ÞÔÏ deg fj = i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ∈ J�. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ#J� = 1, ej = 1, ��;0 = ��;1 = 1 É ÅÓÌÉ i = −1, ÔÏ fj = 0, ÅÓÌÉi = 0, ÔÏ 0 6= fj = f(a1; : : : ; a� ; 0; : : : ; 0) ∈ k[a1; : : : ; a� ℄.(v) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈ J� ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�degX1;:::;Xn fj(a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn) = degX1;:::;Xn fj :åÓÌÉ degX1;:::;Xn fj > 0, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fj(a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn)ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ (ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × k[X1; : : : ; Xn℄).äÌÑ ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× j1; j2 ∈ J� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙfj1 (a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn) É fj2(a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn) ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A′ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × A, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ deg fj > 1 ÄÌÑ×ÓÅÈ j ∈ J�. äÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ A′, j ∈ J� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Hj ∈k[a1; : : : ; a� ℄[Z℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.(vi) ðÕÓÔØ � ∈ A′, j ∈ J�. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �j ∈ k[a1; : : : ; a� ℄ ÄÉÓ-ËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Hj ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z. �ÏÇÄÁ �j ÎÅ ÏÂÒÁ-ÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ W�.÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÕÎËÔÁ (vi) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �j;a∗ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H�;j(a∗1; : : : ; a∗� ; Z) ∈ k[Z℄. �ÏÇÄÁÓÏÇÌÁÓÎÏ (vi) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ #�j;a∗ ÒÁ×ÎÏ degZ Hj ÉÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ lZHj ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ a∗.(vii) ðÕÓÔØ � ∈ A′, j ∈ J�. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎFj ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z; X1; : : : ; Xn℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ � ∈ �j;a∗ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Fj(a∗1; : : : ; a∗� ; �;X1; : : : ; Xn)ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄ (Ô.Å. ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍ), 0 6 degZ Fj < degZ Hj ÉdegX1;:::;Xn Fj(a∗1; : : : ; a∗� ; �;X1; : : : ; Xn) = degX1;:::;Xn Fj :(viii) ðÕÓÔØ � ∈ A′, j ∈ J�. �ÏÇÄÁfj(a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn) = ∏�∈�j;a∗ Fj(a∗1; : : : ; a∗� ; �;X1; : : : ; Xn) (5)É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (5) ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ fj(a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÓÔÅ�ÅÎØ degZ Hj = #�j;a∗ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ d.



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 289�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[a1; : : : ; a� ; X1; : : : ; Xn℄ { ÔÁËÏÊÖÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÑ {W�}�∈A �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× A
�(k), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (i){(viii)É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ(a) ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× #A É �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ �� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×Å-ÌÉÞÉÎÏÊ (d′)� dO(�) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(�),(b) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a1; : : : ; a� ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×  (�)�;1; : : : ;  (�)�;m�;� , ��;0; ��;1, Hj , Fj , fj ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ d′dO(1) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄. íÏÖÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÕÞÁÊ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ×ÍÅ-ÓÔÏ ÅÇÏ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ (Ô.Å. × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (i) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ). åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ \(i){(viii)" × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1ÎÁ \(ii){(viii)", ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ �� = 2 ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ d > −1 { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄ ÍÙ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ k[X1; : : : ; Xn℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ d Ó kN(n;d), ÇÄÅ N(n; d) = (n+dn ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pn;d ⊂ kN(n;d)�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ k[X1; : : : ; Xn℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ÷ [1℄ ÍÙ ××Å-ÌÉ ÆÕÎË�ÉÀ RDPX1;:::;Xn : ⋃d>0 kN(n;d)

→
⋃d>0Pn;d, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÓÍ. [1℄. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ g ∈ kN(n;d), ÔÏRDPX1;:::;Xn(g) ∈ Pn;d′ , ÇÄÅ d′ = degX1;:::;Xn g { ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g,É g = RDPX1;:::;Xn(g) × k[X1; : : : ; Xn℄. îÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÉÎÏ-ÇÄÁ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ RDPX1;:::;Xn (ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀÓ ÄÒÕÇÉÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ×ÍÅÓÔÏ X1; : : : ; Xn), ÎÅ Õ�ÏÍÉÎÁÑ ÏÂ ÜÔÏÍ. üÔÏÎÅ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÔ Ë Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ. æÕÎË�ÉÑ RDPX1;:::;Xn ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ,ËÏÇÄÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×.

§1. î�ÅÔÅÒÏ×Á ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁðÕÓÔØ k { �ÏÌÅ. ðÕÓÔØ 0 6= f ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉdegX1;:::;Xn f = d ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d > 0. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ



290 á. ì. þéó�ï÷�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ f × ×ÉÄÅf = ∑i1;:::;in>0i1+···+in6d fi1;:::;inX i11 · ::: ·X inn ;ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ fi1;:::;in ÌÅÖÁÔ × k.ðÏÌÏÖÉÍ K0 = k0 = Z, ÅÓÌÉ har(k) = 0. åÓÌÉ har(k) = p > 0,ÔÏ �ÕÓÔØ k0 = Fp = Z=pZ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ. äÁÌÅÅ, �ÏÌÏ-ÖÉÍ K0 ÒÁ×ÎÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÌØ�Õ, ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ k0 ⊂ K0 ⊂ k É K0ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 2d2 + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÏÌØ�Ï K0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,�ÏÓËÏÌØËÕ #k > 2d2+1, ÓÍ. ××ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ×ÙÂÉÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÉÚ �ÏÌÑ k. íÙ ÂÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ËÏÌØ�Á K0.ðÕÓÔØ Jd ⊂ K0 { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ d + 1 ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×. íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ É ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Jd. ÷ ÓÌÕÞÁÅhar(k) = 0 �ÏÌÏÖÉÍ Jd = {0; 1; : : : ; d} ⊂ Z. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Jd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ.ðÕÓÔØ j2; : : : ; jn ∈ Jd. ðÏÌÏÖÉÍf (j2;:::;jn) = f(X1; X2 + j2X1; : : : ; Xn + jnX1) ∈ k[X1; : : : ; Xn℄:õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ× (j2; : : : ; jn) ∈ J n−1d ÌÅËÓÉ-ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ: (j2; : : : ; jn) < (j′2; : : : ; j′n) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ �, ÇÄÅ 2 6 � 6 n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ jv = j′v �ÒÉ2 6 v < �, ÎÏ j� < j′�. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Jn;d ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÕÌØÔÉ-ÉÎÄÅËÓÏ× (j2; : : : ; jn) ∈ J n−1d , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ j� ∈ Jd �ÒÉ 2 6 � 6 n. �ÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Jn;d ÌÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÏ É #Jn;d = (d+ 1)n−1.ðÕÓÔØ f = '0 + '1 + · · · + 'd, ÇÄÅ 'i ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ i.ðÏÌÏÖÉÍNNX1(f ;X1; : : : ; Xn) = f (�2;:::;�n), ÇÄÅ (�2; : : : ; �n) { ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÉÊ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ ÉÚ Jn;d, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ0 6= 'd(1; �2; : : : ; �n) ∈ k(ÚÄÅÓØ NN { ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ Î�ÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ). ðÏÌÏÖÉÍinnX1(f ;X1; : : : ; Xn) = (�2; : : : ; �n):�ÏÇÄÁ f 7→ innX1(f ;X1; : : : ; Xn) ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ Pn;d → Jn−1;d.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,NNX1(f ;X1; : : : ; Xn) = f (�2;:::;�n) É innX1(f ;X1; : : : ; Xn) = (�2; : : : ; �n)



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 291ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 'd(1; �2; : : : ; �n) 6= 0 É 'd(1; j2; : : : ; jn) = 0ÄÌÑ ×ÓÅÈ (j2; : : : ; jn) ∈ Jn;d, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (j2; : : : ; jn) < (�2; : : : ; �n).åÓÌÉ k = k (Ô.Å. �ÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ
⋃d>0Pn;d → ⋃d>0Pn;d; f 7→ NNX1(f ;X1; : : : ; Xn);Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÜÔÏÔ ÌÅÓ ÞÅÒÅÚ {Td}d>0. ëÁÖÄÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Td ÉÍÅÅÔ (d+ 1)n−1 ÌÉÓÔØÅ× ÉÕÒÏ×ÅÎØ l(Td) = 1.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ LCX1 ◦NNX1 , ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 3 ÉÚÒÁÚÄÅÌÁ 3 ÒÁÂÏÔÙ [1℄, É LCX1(NNX1(f)) = f(1; �2; : : : ; �n).

§2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÖÉÔÅÌÉóÎÁÞÁÌÁ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ [3℄ × ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÆÏÒÍÅ.åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÏÊÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k Ó �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ L (ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÉÔÁÔÅÌØÕ×ÉÄÉÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � {�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï). ðÕÓÔØ f; g ∈ �[X ℄ { Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ X . ðÕÓÔØ degX f = n > 0, degX g = m > 0.ðÕÓÔØ r { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, 0 6 r 6 min{n;m} − 1. ðÕÓÔØ A;B ∈ L[X ℄ {ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 0 6 degX A 6 m−r−1, 0 6 degX B 6 n−r−1.ðÏÌÏÖÉÍ h = Af +Bg.ðÕÓÔØf = ∑06i6n fiX i; g = ∑06i6m giX i; h = ∑06i6m+n−r−1hiX i;A = ∑06i6m−r−1AiX i; B = ∑06i6n−r−1BiX i;ÇÄÅ fi; gi ∈ �, hi; Ai; Bi ∈ L. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f , g, h ÚÁÄÁÎÙ. �ÏÇÄÁÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Af +Bg = h ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
∑max{�−n;0}6i6�Aif�−i + ∑max{�−m;0}6j6� Bjg�−j = h� ;0 6 � 6 n+m− r − 1; (6)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ai, 0 6 i 6 m−r−1, É Bj , 0 6 j 6 n−r−1,ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Sr. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sr ÍÁÔÒÉ�Õ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏ× ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ m+ n− r ÓÔÒÏË É m+ n− 2r ÓÔÏÌÂ�Ï×.



292 á. ì. þéó�ï÷úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Sr Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ Syl(f; g)ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i 6 r, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sr;i �ÏÄÓÉÓÔÅÍÕ ÓÉÓÔÅÍÙ
Sr, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ (6) Ó � = i É r+1 6 � 6 n+m−r−1 (ÔÁËÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Sr;i ÒÁ×ÎÏ m+n− 2r). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚSr;i ÍÁÔÒÉ�Õ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ Sr;i. �ÏÇÄÁ Sr;i ÉÍÅÅÔ m+n− 2rÓÔÒÏË É m+ n− 2r ÓÔÏÌÂ�Ï×. ðÏÌÏÖÉÍ Ær;i = det(Sr;i), 0 6 i 6 r.åÓÌÉ h = gd(f; g) ∈ L[X ℄ { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× f; g × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× L[X ℄ (ÏÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ L \ {0}) É degX h = r, 0 6 r 6 min{m;n} − 1(ÔÁË ÞÔÏ hi = 0 �ÒÉ r + 1 6 i 6 n +m − r − 1), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ A;B ∈ L[X ℄, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ degX A 6 m − r − 1,degX B 6 n− r − 1 É h = Af +Bg.äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ r = min{n;m} (× ËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÓÔÅÍÁ Sr ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ). åÓÌÉ n = r, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ær;i = fi �ÒÉ0 6 i 6 r, Á ÅÓÌÉ n 6= r, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ Ær;i = gi �ÒÉ 0 6 i 6 r.ìÅÍÍÁ 1. ÷ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ.(i) ðÕÓÔØ h = gd(f; g) ∈ L[X ℄ { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g × ËÏÌØ�Å L[X ℄ É degX h = r 6 min{m;n}.�ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ r 6 min{m;n} − 1, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ Sr ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÓÉÓÔÅÍÅ Sr;r É ÓÉÓÔÅÍÁ Sr;r ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ 0 6 r 6 min{m;n} ÉÍÅÅÍ Ær;r 6= 0, É �ÒÉ0 6 i 6 r ÉÍÅÅÍ hi=hr = Ær;i=Ær;r.(ii) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 0 6 r 6 min{m;n} − 1, hi = 0 �ÒÉ r + 1 6i 6 n +m − r − 1, hr 6= 0 É ÓÉÓÔÅÍÁ Sr;r ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.�ÏÇÄÁ Ær;r = 0 É degX gd(f; g) > r.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ÓÒ.ÔÁËÖÅ [3℄. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g ∈ �[X ℄, ÔÁËÉÈ, ËÁË×ÙÛÅ, degX gd(f; g) = r 6 min{m;n} × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÅÓÌÉ Æj;j = 0 �ÒÉ 0 6 j 6 r − 1 É Ær;r 6= 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅgd(f; g) = ∑06i6r Ær;iX i ∈ �[X ℄: (7)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1. �



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 293ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ�r;i ∈ k0 [Y0; : : : ; Yn; Z0; : : : ; Zm℄ (ÚÄÅÓØ Yi; Zj { ÎÏ×ÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ),ÞÔÏ Ær;i = �r;i(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, 0 6 i 6 r, É ×ÓÅÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× f; g É ËÏÌÅ� �, ÔÁËÉÈ, ËÁË ×ÙÛÅ. ðÒÉ 0 6 r 6 min{m;n},0 6 i 6 r ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Y0; : : : ; Yn É Z0; : : : ; Zm:degY0;:::;Yn �r;i 6 m− r; degZ0;:::;Zm �r;i 6 n− r: (8)îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ f; g ∈ �[X ℄, degX f = n > 0, degX g = m > 0. íÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.(**) ðÕÓÔØ r { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, 0 6 r 6 min{m;n}. åÓÌÉ�j;j(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm) = 0 �ÒÉ 0 6 j < r É�r;r(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm) 6= 0;ÔÏGCD �;X (f; g) = ∑06i6r�r;i(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm)X i:÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ k = k ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ,ÆÕÎË�ÉÑ GCD k;X : ⋃n;m>0(Pn × Pm) →
⋃r>0 Pr Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÌÅÓ ÞÅÒÅÚ

{Tn;m}n;m>0. ëÁÖÄÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Tn;m ÉÍÅÅÔ 1 +min{m;n} ÌÉÓÔØÅ× É ÕÒÏ-×ÅÎØ 1.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ n, m { �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, n > m > 0. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qi ∈ k0[Y0; : : : ; Yn; Z0; : : : ; Zm℄; 0 6 i 6 n−m;Ri ∈ k0[Y0; : : : ; Yn; Z0; : : : ; Zm℄; 0 6 i 6 m− 1;ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. ðÕÓÔØ � { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k0 Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ðÕÓÔØ f; g ∈ �[X ℄ { Ä×ÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ degX f = n, degX g = m É f = ∑06i6n fiX i,g = ∑06j6m gjXj, ÇÄÅ fi; gj ∈ �. �ÏÇÄÁgn−m+1m f = g ∑06i6m−nQi(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm)X i+ ∑06i6m−1Ri(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm)X i



294 á. ì. þéó�ï÷× ËÏÌØ�Å �[X ℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,degY0;:::;Yn Qi 6 1; degZ0;:::;Zm Qi 6 n−m; 0 6 i 6 n−m; (9)degY0;:::;Yn Ri 6 1; degZ0;:::;Zm Ri 6 n−m+ 1; 0 6 i 6 m− 1: (10)äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ L { �ÏÌÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á �. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ gm = lXg ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × � É g ÄÅÌÉÔ f × ËÏÌØ�Å L[X ℄. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ iRi(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm) = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. �äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f , g, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 2,�ÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀQ�;X(f; g) = ∑06i6m−nQi(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm)X i;R�;X(f; g) = ∑06i6m−1Ri(f0; : : : ; fn; g0; : : : ; gm)X i:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ n > 2. ðÕÓÔØ f; g ∈k[X1; : : : ; Xn℄, degX1;:::;Xn f = d1 > 0, degX1;:::;Xn g = d2 > 0. ðÏÌÏÖÉÍf1 = NNX1(f ;X1; : : : ; Xn); innX1(f ;X1; : : : ; Xn) = (i2; : : : ; in);g1 = g(X1; X2 + i2X1; : : : ; X1 + inXn). ðÏÌÏÖÉÍ � = k[X2; : : : ; Xn℄ Éh = GCD �;X1(f1; g1), a = LCX1(h),a1 = NNX2(a;X2; : : : ; Xn); (�3; : : : ; �n) = innX2(a;X2; : : : ; Xn);h1 = h(X1; X2; X3 + �3X2; : : : ; Xn + �nX2), �1 = k[X1; X3; : : : ; Xn℄,q1 = Q�1;X2(h1; a1) É q2 = q1(X1; X2; X3 − �3X2; : : : ; Xn − �nX2), q =q2(X1; X2− i2X1; : : : ; X1− inXn). �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄. åÓÌÉk = k, ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑGCDX1;:::;Xn : ⋃d1;d2>0(Pn;d1 × Pn;d2) → ⋃d>0Pn;d; (f; g) 7→ q:üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ GCDX1;:::;Xn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ
{Td1;d2}d1;d2>0, ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × [1℄.



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 295�Å�ÅÒØ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÙ. ðÕÓÔØ f ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó degX1;:::;Xn f > 1. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ kpf ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ k. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ f × ×ÉÄÅ f = �0F1F 22 : : : F dd ; (11)ÇÄÅ 0 6= �0 ∈ k, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Fi ∈ kpf [X1; : : : ; Xn℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅ�ÁÒÁ-ÂÅÌØÎÙÍÉ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ), �ÒÉ 1 6 i1 6= i2 6 dÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ gd(Fi1 ; Fi2) ÒÁ×ÅÎ 1 É degX1;:::;Xn Fi > 0.íÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ F ii ∈ k[X1; : : : ; Xn℄, 1 6 i 6 d.óÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ har(k) = 0. �ÏÇÄÁ k = kpf . ðÏÌÏÖÉÍf1 = NNX1(f ;X1; : : : ; Xn); (�2; : : : ; �n) = innX1(f ;X1; : : : ; Xn):ðÕÓÔØ � = k[X2; : : : ; Xn℄. ðÕÓÔØ f ′1 = df1dX { �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f1.�ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍq1 = Q�;X1(f1;GCDX1;:::;Xn(f1; f ′1)) ∈ k[X1; : : : ; Xn℄É G = q1(X1; X2− �2X1; : : : ; Xn− �nX1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, G = �1F1F2; : : : ; Fd,ÇÄÅ 0 6= �1 ∈ k, ÔÁË ÞÔÏ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ har(k) = p > 0. ðÕÓÔØ i { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ Bi = {jpi : 1 6 jpi 6 d & j ∈ Z} (ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Bi = ∅, ÅÓÌÉ pi > d) É �i = ∏j∈Bi F jj . ðÏÌÏÖÉÍ	i = �i(Xp−i1 ; : : : ; Xp−in )=�i+1(Xp−i1 ; : : : ; Xp−in ):�Å�ÅÒØ f = �0 ∏06i6logp d	i(Xpi1 ; : : : ; Xpin )É 	i = ∏j∈Bi\Bi+1 Fj(Xp−i1 ; : : : ; Xp−in )j :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ j ∈ Bi \Bi+1, ÔÏ j=pi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É p ÎÅÄÅÌÉÔ j=pi.ðÕÓÔØ i ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f × ×ÉÄÅ f =∑06r1;:::;rn<piXr11 · : : : ·Xrnn fi;r1;:::;rn , ÇÄÅ fi;r1;:::;rn ∈ k[Xpi1 ; : : : ; Xpin ℄. íÙÉÍÅÅÍ gd{fi;r1;:::;rn : 0 6 r1; : : : ; rn < pi} = �i × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄(ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).



296 á. ì. þéó�ï÷�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �i, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØY1; : : : ; Yn { ÎÏ×ÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ðÏÌÏÖÉÍqi = ∑06r1;:::;rn<pi Y r11 : : : Y rnn fi;r1;:::;rn ∈ k[Y1 : : : ; Yn; X1; : : : ; Xn℄:�ÏÇÄÁ �i = GCD Y1:::;Yn;X1;:::;Xn(qi;LCY (qi)) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×Ï-ÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏ-ÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 1.ðÏÌÏÖÉÍ � = k[X2; : : : ; Xn℄,'1 = NNX1(�i+1;X1; : : : ; Xn); (�1; : : : ; �n) = innX1(�i+1;X1; : : : ; Xn);'2 = �i(X1; X2 + �2X1; : : : ; Xn + �nX1),  1 = Q�;X1('2; '1),  2 = 1(X1; X2−�2X1; : : : ; Xn−�nX1),  3 =  2(Xp−i1 ; : : : ; Xp−in ). �Å�ÅÒØ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ  3 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó 	i Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k.äÁÌÅÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �ÏÌÏÖÉÍ = NNX1( 3;X1; : : : ; Xn); (�′2; : : : ; �′n) = innX1( 3;X1; : : : ; Xn);q1 = Q�;X1( ;GCD Y1;:::;Yn;X1;:::;Xn( ; ∑16i6nYi � �Xi))
∈ k[X1; : : : ; Xn℄É Gi = q1(X1; X2−�′2X1; : : : ; Xn−�′nX1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Gi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓË×Á-ÄÒÁÔÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 	i × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄. íÙ ÉÍÅÅÍGi(Xpi1 ; : : : ; Xpin ) = �i ∏j∈Bi\Bi+1 F pij ;

∏06i6logp dGi(Xpi1 ; : : : ; Xpin )p−i = �F1; : : : ; Fd;ÇÄÅ 0 6= �i ∈ k, 0 6= � ∈ kpf . �ÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØ-ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Gi, 0 6 i 6 logp d, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÞÁÓÔØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .÷ÅÒÎ�ÅÍÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ.ðÕÓÔØ j { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, 1 6 j 6 d.åÓÌÉ har(k) = 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ G0 = G, B0 = {1; 2; : : : ; d}, B1 = ∅,i = 0, p = 1. åÓÌÉ har(k) = p > 0, ÔÏ �ÕÓÔØ pi ÄÅÌÉÔ j É pi+1 ÎÅ ÄÅÌÉÔj ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ i, 0 6 i 6 logp d.



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 297�Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F pij (Xp−i1 ; : : : ; Xp−in ) Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. ðÏÌÏÖÉÍGi;� = GCDX1;:::;Xn(Gi(Xpi1 ; : : : ; Xpin ); F�); 1 6 � ∈ Z:�ÏÇÄÁ Gi;� ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó
∏j∈Bi\Bi+1 & j<�pi F jj ×

∏j∈Bi\Bi+1& j>�pi F�pijÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. þÁÓÔÎÏÅ Gi;�=Gi;�−1 ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ∏j∈Bi\Bi+1 & j>�pi F pijÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k.ðÕÓÔØ Bi \ Bi+1 = {�1pi; : : : ; �rpi}, ÇÄÅ �1; : : : ; �r { �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,1 6 �1 < �2 < · · · < �r 6 d=pi. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s, 1 6 s < r, ÞÁÓÔÎÏÅQs = (Gi;�s=Gi;�s−1)=(Gi;�s+1=Gi;�s+1−1)ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó F pi�spi Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. þÁÓÔÎÏÅGi;�r=Gi;�r−1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó F pi�rpi Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÉÚ k.ðÒÉÍÅÎÑÑ Î�ÅÔÅÒÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÀ É ÌÅÍÍÕ 2 (ÓÒ. Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍGi),ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s, 1 6 s 6 r − 1, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F̃�spi , ÓÏ×�ÁÄÁÀ-ÝÉÊ Ó Qs Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,F̃�spi ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó F pi�spi Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F̃�rpi , ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó F pi�rpi ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈ Bi \ Bi+1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎF̃j(Xp−i1 ; : : : ; Xp−in ) ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó F pij (Xp−i1 ; : : : ; Xp−in ) ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Fj ÔÁË, ÞÔÏÂÙ F jj ÉÍÅÌ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ k.ðÕÓÔØ 1 6 j 6 d. åÓÌÉ har(k) = 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍSQFj;X1;:::;Xn(f) = F̃j :åÓÌÉ har(k) = p > 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍSQFj;X1;:::;Xn(f) = F̃j(Xp−i1 ; : : : ; Xp−in )



298 á. ì. þéó�ï÷× ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ j ∈ Bi \ Bi+1, 0 6 i 6 logp d. ðÕÓÔØk = k. �ÏÇÄÁ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÆÕÎË�ÉÀSQFX1;:::;Xn : ⋃d>1Pn;d → ⋃d>1( ⋃m>1Pn;m )d;f 7→ {SQFj;X1;:::;Xn(f)}16j6d:óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÆÕÎË�ÉÑ SQFX1;:::;Xn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÌÅÓÞÅÒÅÚ {T ′d}d>1 (ÞÉÓÌÏ n ÓÅÊÞÁÓ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ).
§3. æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉðÕÓÔØ F ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, degX1;:::;Xn F = d > 2. ÷ ÜÔÏÍÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ F ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, Ô.Å. degFi = 0 �ÒÉ2 6 i 6 d × (11), ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pspr;n;d ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ k[X1; : : : ; Xn℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ d.ðÕÓÔØ u2; : : : ; un; w2; : : : ; wn { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍk ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[u;w℄ ËÏÌØ�Ïk[u2; : : : ; un; w2; : : : ; wn℄ É ÞÅÒÅÚ ku;w �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á k[u;w℄. åÓÌÉa ∈ k[u;w℄, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ degu;w a = degu2;:::;un;w2;:::;wn a.ðÏÌÏÖÉÍ Fu;w = F (X1; u2X1+w2; : : : ; unX1+wn). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Fu;w ∈ ku;w[X1℄ ÉÍÅÅÔ d �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ku;w �ÏÌÑ ku;w. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ Fu;w ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X1 ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ:� = ResX1 (Fu;w ; �Fu;w�X1 )

6= 0:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ � ∈ k[u;w℄ É degu;w� 6 (2d − 1)d. ÷ÙÂÅÒÅÍ É ÚÁÆÉË-ÓÉÒÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J2d2 ⊂ K0 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Jd É Jn;d××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1). ëÁË × ÒÁÚÄÅÌÅ 1, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J2d2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ É J2n−1;2d2 Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ.ðÏÌÏÖÉÍNNDX1(F ;X1;: : :; Xn)=F (X1; X2+�2X1+�2;: : :; Xn+�nX1+�n);inndX1(F ;X1;: : : ;Xn) = (�2; : : : ; �n; �2; : : : ; �n); (12)



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 299ÇÄÅ (�2; : : : ; �n; �2; : : : ; �n) ∈ J2n−1;2d2 { ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(�2; : : : ; �n; �2; : : : ; �n) 6= 0 É �d(1; �2; : : : ; �n) 6= 0, ÇÄÅ �d{ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ degX1;:::;Xn(F − �d) < d.ðÕÓÔØ f = NNDX1(F ;X1; : : : ; Xn). �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÍdegX1 f(X1; 0; : : : ; 0) = dÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(X1; 0; : : : ; 0) ∈ k[X1℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔd �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × k. ðÏÌÏÖÉÍ  = LCX1f = lX1f(X1; 0),ÔÁË ÞÔÏ  { ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X1.åÓÌÉ k = k, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ
⋃d>2Pspr;n;d → ⋃d>0Pspr;n;d; F 7→ NNDX1(F ;X1; : : : ; Xn);Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÜÔÏÔ ÌÅÓ ÞÅÒÅÚ {T ′′d }d>0.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ [2℄. ðÕÓÔØv3; : : : ; vn { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[v℄ ËÏÌØ�Ï k[v3; : : : ; vn℄ É ÞÅÒÅÚ kv �ÏÌÅÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á k[v℄ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ). åÓÌÉ a ∈ k[v℄, ÔÏ degv a = degv3;:::;vn a.ðÏÌÏÖÉÍ X = X1, T = X2, fv = f(X;T; v3T; : : : ; vnT ) ∈ k[v℄[X;T ℄.ðÏÌÏÖÉÍ � = degT fv.ðÏÌÏÖÉÍ f0 = f(X; 0; : : : ; 0). ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f0 × ×ÉÄÅ f0 =f0(Z) + (X − Z)g0, ÇÄÅ g0 ∈ k[Z;X ℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ g0(Z;Z) = f ′0(Z) =df0dZ . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Æ = f ′0(Z).ðÕÓÔØ fv = ∑i>0 fv;i T i, ÇÄÅ fv;i ∈ k[v℄[X ℄ (ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ i > �,ÔÏ fv;i = 0). ðÏÌÏÖÉÍ fv;i = Æ2i−2fv;i �ÒÉ i > 1. ðÏÌÏÖÉÍ z0 = Z.äÌÑ ×ÓÅÈ i > 1 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ gi;j ∈ kv [Z℄, ÇÄÅ0 6 j 6 m− 2, É zi ∈ kv [Z℄. ðÏÌÏÖÉÍ gi = ∑06j6m−2 gi;jXj ∈ kv [Z;X ℄.ðÕÓÔØ gj É zj Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 0 6 j < i ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i > 1. �ÏÇÄÁ(X − Z)gi − g0zi = Æ(fv;i + ∑16w6i−1 gwzi−w): (13)�Å�ÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ gi;j ∈ k(Z), 0 6 j 6 m − 2, É

−zi ∈ k(Z), ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÛÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ



300 á. ì. þéó�ï÷k(Z) �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ. ïÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ (13). íÁÔÒÉ-�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ óÉÌØ×Å-ÓÔÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×X−Z É g0. å�e Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ±Æ. ÷ÓÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Æ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ gi;j ∈ k[v℄[Z℄É zi ∈ k[v℄[Z℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, j. òÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÛÁÇ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ gi É ziÏ�ÉÓÁÎ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÕÀ k-ÁÌÇÅÂÒÕ k′ = k[Z℄=(f0(Z)). ðÏÌÏÖÉÍz = Z mod f0(Z) ∈ k′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÁÑkv-ÁÌÇÅÂÒÁ k′v = kv[Z℄=(f0(Z)). éÍÅÅÍ k′u ⊃ k′.�ÏÇÄÁ f0 = (X − z)g0(z;X), ÇÄÅ g0(z;X) ∈ k′v [X ℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÆ(z) = g0(z; z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ × k′, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ f0 ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ. ðÕÓÔØ k′v [[T ℄℄ { ËÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈÒÑÄÏ× ÏÔ T ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ k′v . íÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÏÄß�ÅÍ �Ï ÌÅÍÍÅ çÅÎ-ÚÅÌÑ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ f(X; 0) = (X − z)g0(z;X) É �ÏÌÕÞÉÔØf = (X −
∑i>0 zi T i)(g0(z;X) +∑i>1 gi T i) (14)× ËÏÌØ�Å k′v [[T ℄℄[X ℄. úÄÅÓØ z0 = z, ×ÓÅ zi ÌÅÖÁÔ × k′v, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ giÌÅÖÁÔ × k′v[X ℄, degX gi 6 m− 2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > 1.äÌÑ ×ÓÅÈ i > 1 zi = zi(z)Æ(z)2i−1 ; gi = gi(z;X)Æ(z)2i−1 : (15)üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4 ÒÁÂÏÔÙ [2℄.ðÏÌÏÖÉÍ D = (2d− 1)�+ 1 É� = Æ2D−3X − Æ2D−3(Z + ∑16i6D−1 zi T iÆ2i−1 ) (16)= Æ2D−3X −

(Æ2D−3Z + ∑16i6D−1 ziÆ2(D−1−i)T i) ∈ K[Z;X; T ℄:ðÕÓÔØ x ∈ k. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ x ËÁË �ÁÒÁÍÅÔÒ. åÓÌÉ f(x; 0) 6= 0,ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÙÈÏÄÏÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÂÕÄÅÔ(∅; 1; 1; 1; 1; 1), �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. ÎÉÖÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÅÓÌÉÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f(x; 0) = 0. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ k[x℄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ∑06i<daixi, ÇÄÅ ai ∈ k. ÷Ó�Å ÖÅ �ÒÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ×;+;− ÓÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k[x℄ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(x; 0) = 0,



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 301ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÉÚ k[x℄ × ×ÉÄÅ ∑06i6N aixi, ÇÄÅ ai ∈ k É N �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ, Ô.Å. × ÜÔÉÈ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ x ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÎÁÄ k (ËÏÎÅÞ-ÎÏ, ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ N ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÏ ÏÎÏ�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ).ðÏÌÏÖÉÍ ai = �(x;X; T )X i−1; 1 6 i 6 d− 1;ai = TDX i−m; d 6 i 6 2d− 1: (17)ðÏÌÏÖÉÍ B1 = kv[T ℄. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× g ∈ kv [X;T ℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ degX g < d, Ó Bd1 . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÅÎÉÉ g = g0 + g1X + · · ·+ gd−1Xd−1 7→ (g0; g1; : : : ; gd−1); (18)ÚÄÅÓØ gi ∈ B1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ (18) ×ÓÅ ai ÌÅÖÁÔ × Bd1 .ðÏÌÏÖÉÍ n1 = d, n2 = 2d−1. ðÕÓÔØ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (n1×n2)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓÏÓÔÒÏËÁÍÉ a1; : : : ; a2m−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÔ B1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M ÒÅÛ�ÅÔËÕ × Bd1 , �ÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÏËÁÍÉÍÁÔÒÉ�Ù A.ðÕÓÔØ g = (g0; : : : ; gd−1) ∈M . ðÏÌÏÖÉÍ
|g| = sup{degT gi : 0 6 i 6 d− 1}É degX g = sup({i : gi 6= 0&0 6 i 6 d− 1} ∪ {−1}).äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g; h ∈M �ÏÌÏÖÉÍ g < h × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ |g| < |h| ÉÌÉ |g| = |h|, ÎÏ degX g < degX h. íÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ M { ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈M ,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈M ÎÅ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ g < q,Ô.Å. ÌÉÂÏ q < g, ÌÉÂÏ |q| = |g| É degX q = degX g.ìÅÍÍÁ 3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(x; 0) = 0 É q { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÉÚ M . �ÏÇÄÁ q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fv ×ËÏÌØ�Å kv [X;T ℄, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ X−x ÄÅÌÉÔ q(X; 0) × ËÏÌØ�Å kv[X ℄. äÁÌÅÅ,lXq ∈ kv, �ÏÓËÏÌØËÕ lXfv ∈ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÇÄÁ q=lXq ∈ kv [X;T ℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 6 ÒÁÂÏÔÙ [1℄(ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). �



302 á. ì. þéó�ï÷ðÕÓÔØ q(1) ∈ M { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
|q(1)| 6 D. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÒÁÂÏÔÙ [1℄ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ q(1) × ×ÉÄÅq(1) = ∑16i62d−1�iai; (19)ÇÄÅ �i ∈ kv [T ℄ É degT �i 6 (2d+1)D �ÒÉ 1 6 i 6 2d− 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�i = ∑06j6(2d+1)D �i;jT j , ÇÄÅ �i;j ∈ kv .äÌÑ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �, 0 6 � 6 D, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E� ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q(1) ∈ M Ó |q| 6 �. �Ï-ÇÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ S� ÎÁÄ �ÏÌÅÍ kv [x℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
E� É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �i;j , 1 6 i 6 2d − 1, 0 6 j 6 (2d + 1)D. óÉÓÔÅÍÁ S�ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k[x℄[v℄. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ E�. æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S� Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ q(1), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |q(1)| 6 �, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (19). íÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ S� (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).äÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �1, �2, ÇÄÅ 0 6 �1 6 D, 0 6 �2 6 d, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
E�1;�2 ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔq(1) ∈ M , ÞÔÏ |q(1)| 6 �1 É degX q(1) 6 �2. �ÏÇÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑÓÉÓÔÅÍÁ S�1;�2 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ kv [x℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ E�1;�2 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �i;j ,1 6 i 6 2d − 1, 0 6 j 6 (2d + 1)D. óÉÓÔÅÍÁ S�1;�2 ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�ÕËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k[x℄[v℄. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ E�1;�2 .æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S�1;�2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔq(1), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |q(1)| 6 �1 É degX q(1) 6 �2, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (19). íÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ S�1;�2 (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).ðÕÓÔØ 0 6 �1 6 D, 1 6 �2 6 d. �Å�ÅÒØ ÜÌÅÍÅÎÔ q Ó |q| = �1,degX q = �2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(a) ÓÉÓÔÅÍÁ S�1;�2 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,(b) ÅÓÌÉ �1 > 1, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ S�1−1 ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,() ÓÉÓÔÅÍÁ S�1;�2−1 ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S�1;�2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ qÓÏÇÌÁÓÎÏ (19) (Ó q ×ÍÅÓÔÏ q(1)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈M , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ q ∈ k[x℄[v℄[X;T ℄.



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 303îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ kv ÍÎÏÖÉÔÅÌØ q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌ�ÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ kv. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÕÓÌÏ×ÉÑ (a), (b) É (), ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ S�1;�2 ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÎÁÄ kv [x℄ ÒÅÛÅÎÉÅ.þÉÓÌÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ (a), (b) É ()ÒÁ×ÎÏ r′ = (2d−1)((2d+1)D+1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S�1;�2 , S�1−1 (ÅÓÌÉ�1 > 1), S�1;�2−1 ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ (a), (b) É() ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.õÓÌÏ×ÉÅ (a) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÉ-ÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ r′ ÍÁÔÒÉ�Ù S�1;�2 ÒÁ×ÎÙ 0.õÓÌÏ×ÉÅ (b) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �1 = 0ÉÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ r′ ÍÁÔÒÉ�Ù S�1−1 ÒÁ×ÎÙ 0.õÓÌÏ×ÉÅ () ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ r′ ÍÁÔÒÉ�Ù S�1;�2−1 ÒÁ×ÎÙ 0.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ�1; : : : ;�m1 ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ r′ ÍÁÔÒÉ�Ù S�1;�2 . ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ �m1+1; : : : ;�m2 ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ r′ ÍÁÔÒÉ�Ù S�1−1 (ÅÓÌÉ�1 = 0, ÔÏ m1 = m2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �m2+1; : : : ;�m3 ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁr′ ÍÁÔÒÉ�Ù S�1;�2−1.ðÕÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÙ ∧, ∨ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎßÀÎË�ÉÀ É ÄÉÚß-ÀÎË�ÉÀ. �Å�ÅÒØ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ (a) ∧ (b) ∧ () ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀ(�1 = · · · = �m1 = 0) ∧ ((�m1+1 6= 0) ∨ · · · ∨ (�m2 6= 0))
∧((�m2+1 6= 0) ∨ · · · ∨ (�m3 6= 0)): (20)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ [4℄, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÉÎÏÒÙ �i ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ É ÓÞÉÔÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ m3 = dO(1).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Jm1;m2;m3 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ (i2; i3), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏm1 < i 6 m2, m2 < j 6 m3. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ �ÁÒÙ Jm1;m2;m3 ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉ, Ô.Å. �ÏÌÏÖÉÍ (i′; j′) < (i; j) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ i′ < iÉÌÉ i′ = i, ÎÏ j′ < j. ðÕÓÔØ (i; j) ∈ Jm1;m2;m3 . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E�1;�2;i;jÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:(�1 = · · · = �m1 = 0)∧ ∧(i′;j′)∈Jm1;m2;m3 ;(i′;j′)<(i;j) (�i′�j′ = 0)∧ (�i�j 6= 0): (21)�ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ (20) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ∨(i;j)∈Jm1;m2;m3 E�1;�2;i;j .ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (20), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S�1;�2 × ×ÉÄÅ �i;j = �′i;j , ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ �′i;j ÒÁ×ÎÏ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÉÎÏÒÕ �ÏÒÑÄËÁ r′ − 1 ÍÁÔÒÉ�Ù S�1;�2 .



304 á. ì. þéó�ï÷íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅq = ∑16i62d−1 ∑06j6(2d+1)D�′i;jT jai;ÓÍ. (19).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �i ∈ k[x℄[v℄, 1 6 i 6 m3. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ �i × ×ÉÄÅ �i = ∑06j6N �i;jxj , ÇÄÅ �i;j ∈ k[v℄ É N ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(1) (ÍÙ�ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ O(1)). ðÏÌÏÖÉÍ�̃i = ∑06j6N�i;jXj ∈ k[v℄[X ℄, 1 6 i 6 m3.åÓÌÉ ×ÓÅ ~�i, 1 6 i 6 m3, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ  (1) = f(X; 0).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ~�i, 1 6 i 6 m3, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ κ : {1; 2; : : : ;m3+m23} → Z
n, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ κ(i) = (j1; : : : ; jn), ÔÏ ×ÓÅ j� ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É j1+: : :+jn6N ,ÇÄÅ N = dO(1). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ (1) = GCD Y1;:::;Yn;X;v3;:::;vn( ∑16i6m1 Y j11 : : : Y jnn ~�i; f(X; 0)) ∈ k[v℄[X ℄;ÇÄÅ (j1; : : : ; jn) = κ(i) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Y j11 : : : Y jnn ~�i. äÁÌÅÅ,�ÏÌÏÖÉÍ (2) = GCD Y1;:::;Yn;X;v3;:::;vn( (1); ∑m1<i26m2;m2<i36m3Y j11 : : : Y jnn ~�i2 ~�i3) ∈ k[v℄[X ℄;ÇÄÅ (j1; : : : ; jn)=κ(i2+m3i3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Y j11 : : : Y jnn ~�i2 ~�i3 .�Å�ÅÒØ  (2) 6= 0 É  (2) ÄÅÌÉÔ  (1) × ËÏÌØ�Å k[v℄[X ℄. ðÒÉÍÅÎÑÑ Î�ÅÔÅÒÏ×ÕÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÀ É ÌÅÍÍÕ 2 (ÓÒ. Ó ÒÁÚÄÅÌÏÍ 2), ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (3) ∈ k[v℄[X ℄, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó  (1)= (2) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ lX (3) ∈ k[v℄. äÁÌÅÅ,  (4) =  (3)=lX (3) ∈ k[X ℄, �Ï-ÓËÏÌØËÕ  (4) ÄÅÌÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(X; 0) × ËÏÌØ�Å kv[X ℄ É f(X; 0) ∈ k[X ℄.ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ  ∈ k[X ℄, ÓÏ×�ÁÄÁÀ-ÝÉÊ Ó  (4) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. íÙ ÉÍÅÅÍ (x) = 0, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (20) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, degX  = �3 > 1 É degX  (1) > degX  (2) > 0. íÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ  



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 305× ×ÉÄÅ  = ∑06i6�3  iX i, ÇÄÅ  i ∈ k. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ ×ÓÅ  i Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ dO(1) ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×�ÏÌÉÎÏÍÁ f . üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ ËÏÌØ�Á K0.ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ (18) ÜÌÅÍÅÎÔ q ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ q = ∑06i6�2 qiX i, ÇÄÅqi ∈ k[x℄[v℄[T ℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ q�2 = lXq ∈ k[x℄[v℄, �ÏÓËÏÌØËÕ q ÄÅ-ÌÉÔ fv × ËÏÌØ�Å kv [x℄[X;T ℄ É lXfv = lXf(X; 0) ∈ k. äÁÌÅÅ, q=lXq ∈k[x℄[v℄[X;T ℄, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔ fv × ËÏÌØ�Å kv[x℄[X;T ℄ ÉlXfv ∈ k.ðÒÉÍÅÎÑÑ Î�ÅÔÅÒÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÀ É ÌÅÍÍÕ 2 (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ), ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q′, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Óq=lXq Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k[x℄. �ÁË ÞÔÏ, ÚÁÍÅ-ÎÑÑ q ÎÁ q′, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ lXq ∈ k[x℄.óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ q × ×ÉÄÅq = ∑06s6degT q ∑06i6�2 ∑06j6N qs;i;jX ixjT s;ÇÄÅ qs;i;j ∈ k[v℄, �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏN ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1) É ×ÓÅqi;j;s Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ k[v℄ �ÏÌÉÎÏÍÁ fv.üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ËÏÌØ�Å K0. ðÏÌÏÖÉÍ qi;j =∑06s6degT q qs;i;jT s ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j. �Å�ÅÒØ qi = ∑06j6N qi;jxj ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.ðÕÓÔØ q(X; 0) = q|T=0. �ÏÇÄÁ q(X; 0) ∈ k[x℄[X ℄, �ÏÓËÏÌØËÕ q(X; 0)ÄÅÌÉÔ f(X; 0) × ËÏÌØ�Å kv [x℄[X ℄ É lXq(X; 0) ∈ k[X ℄.ðÕÓÔØ A = k[Z℄=( (Z)) { ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É z1=Z mod  ∈A.�ÏÇÄÁ 1; z1; : : : ; zdeg −11 { ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ k. ðÏÌÏÖÉÍ �0 = lX  .ðÕÓÔØ N > �3 É ×ÓÅ ai ∈ k, 0 6 i 6 N , �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ∑06i6N aizi1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ∑06i<�3 bizi1 bi ∈ k ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2. éÍÅÎÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �N−�3+10 bi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ  0; : : : ;  �3 É a0; : : : ; aN Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØ�ÁK0.üÌÅÍÅÎÔ q�2 ÏÂÒÁÔÉÍ × k[x℄ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ x ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  , �Ï-ÓËÏÌØËÕ degX q(X; 0) = �2 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ x ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  . íÙ ÓÏ-ÂÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ q−1�2 . ðÏÌÏÖÉÍ q̃�2 = ∑06j6N q0;�2;jzj1, ÇÄÅ q0;�2;j ∈ k[x℄.



306 á. ì. þéó�ï÷�ÏÇÄÁ q̃�2 ÏÂÒÁÔÉÍ × A. ðÕÓÔØ q̃−1�2 = ∑06i<�3 bizi1, ÇÄÅ bi ∈ k. �ÏÇÄÁ



∑06i6N q0;�2;jzj1


∑06i<�3 bizi1 = 1:ïÔÓÀÄÁ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
∑06i<�3 ∑06j<�3 Li;jbjzi1 = �N+10 ;ÇÄÅ ×ÓÅ Li;j Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ  0; : : : ;  �3 , q�2;0; : : : ; q�2;N ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØ�ÁK0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ b0; : : : ; b�3−1. íÙ ÒÅÛÁÅÍ Å�e �Ï �ÒÁ×ÉÌÕëÒÁÍÅÒÁ. ðÏÌÏÖÉÍ �1 = det({Li;j}06i;j<�3). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏÚÁ�ÉÓÁÔØ q−1�2 = ∑06i<�3 ai�N+10 xi=�1; (22)ÇÄÅ ×ÓÅ ai, �1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ  0; : : : ;  �3 , q�2;0; : : : ; q�2;N ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØ�Á K0.ðÏÌÏÖÉÍ q′′ = (�1=q�2)q. ðÕÓÔØq′′ = ∑06s6degT q′′ ∑06i6�2 ∑06j<�3 q′′s;i;jX ixjT s;ÇÄÅ q′′s;i;j ∈ k. �ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (22) É ÌÅÍÍÅ 2, ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔlXq′′ ÌÅÖÉÔ × k É ×ÓÅ qs;i;j Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ  0; : : : ;  �3 ,qi;0; : : : ; qi;N Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØ�Á K0. íÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅq′′i;j �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ (22) É ÌÅÍÍÙ 2. �Å�ÅÒØ, ÚÁÍÅÎÑÑ (N; q; {qs;i;j}∀i;j) ÎÁ(�3− 1; q′′; {q′′s;i;j}∀i;j), ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ lXq ∈ k É N = �3 − 1.

§4. úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÅÊ, �Ï-ÒÏÖÄ�ÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . úÄÅÓØ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÄÒÏÂ-ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 307ðÕÓÔØ q(X; 0) = ∑06i6�2Q0;iX i, ÇÄÅ Q0;i ∈ k[x℄. �ÏÇÄÁQ0;�2 = q�2 ∈ k.äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 0 6 i < �3 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ Q0;i = ∑06j<�3 q0;i;jxj , ÇÄÅ q0;i;j ∈ k. ðÕÓÔØ Y { ÎÏ×ÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ.ðÏÌÏÖÉÍ �i = ∑06j<�3 q0;i;jzj1 ∈ A; 0 6 i 6 �2;� = ∑06i6�2 �iY i ∈ A[Y ℄:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ x ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  ÉÍÅÅÍ �i|z1=x = q0;i �ÒÉ0 6 i 6 �2, É �|z1=x = ∑06i6�2Q0;iY i = q(Y; 0).äÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �3, �4, ÇÄÅ 0 6 �4 6 �3, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E ′Æ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔÙ 1; �; : : : ; ��4 ∈ A ⊗k k(Y ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k(Y ). úÁ�ÉÛÅÍ �(�3−1)2+10 �i = ∑06j<�3 �i;jzj1, ÇÄÅ ×ÓÅ�i;j ÌÅÖÁÔ × k[Y ℄ É �Ï ÌÅÍÍÅ 2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔ Y ,  0; : : : ;  �3É ×ÓÅÈ q0;i;j Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S′�4 ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k(Y ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈZi, 0 6 i 6 �4:
∑06i6�4 Zi�i;j = 0; 0 6 j < �3: (23)�ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ E ′�4 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉÓÉÓÔÅÍÁ S′�4 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S′�4 ÍÁÔÒÉ�ÕÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S′�4 ; ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÅÖÁÔ × k[Y ℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ∈ k(Y )[Z℄ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ� ∈ A ⊗k k(Y ) ÎÁÄ k(Y ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ H ∈ k[Y; Z℄. ðÕÓÔØ degZ H = �4É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H = ∑06i6�4HiZi ∈ k[Y; Z℄, ÇÄÅ Hi ∈ k[Y ℄. ðÏÜÔÏÍÕH(Y; �) = 0.óÔÅ�ÅÎØ degZ H ÒÁ×ÎÁ �4 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:() ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ S′�4 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,(d) ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ S′�4−1 ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ.



308 á. ì. þéó�ï÷åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ () É (d), ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚk[Y ℄�4+1 ÓÉÓÔÅÍÙ S′�4 ÚÁÄÁ�ÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (H0; : : : ; H�4) ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H (ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k[Y ℄).õÓÌÏ×ÉÅ () ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ�ÏÒÑÄËÁ �4+1 ÍÁÔÒÉ�Ù S′�4 ÒÁ×ÎÙ 0. õÓÌÏ×ÉÅ (d) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ �4 ÍÁÔÒÉ�Ù S′�4−1 ÒÁ×ÎÙ 0.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �m3+1; : : : ;�m4 ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ �4 + 1 ÍÁ-ÔÒÉ�Ù S′�4 . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �m4+1; : : : ;�m5 ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ �4ÍÁÔÒÉ�Ù S′�4−1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �i ∈ k[Y ℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, m3 < i 6 m5.�Å�ÅÒØ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ () ∧ (d) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀ(�m3+1 = · · · = �m4 = 0) ∧ ((�m4+1 6= 0) ∨ · · · ∨ (�m5 6= 0)): (24)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (24), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅÓÉÓÔÅÍÙ S′�4 × ×ÉÄÅ Zi = �′i, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ �′i ÒÁ×ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÚÎÁËÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÉÎÏÒÕ �ÏÒÑÄËÁ �4−1 ÍÁÔÒÉ�Ù S′�4 É �′�4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÉÎÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù S′�4−1. íÉÎÏÒÙ �′i, 0 6 i 6 �4, ×ÙÂÉÒÁ-ÀÔÓÑ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÒÏË Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 0 6 i0 < · · · < i�4−1 < �3ÍÁÔÒÉ�Ù S′�4 .ðÏÌÏÖÉÍ Hi = �′i, 0 6 i 6 �4, �2 = �′�4 . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï degY �′�4 < �2�4 6 d2.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ x ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  ÜÌÅÍÅÎÔ q(Y; 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍÎÁÄ k[Y ℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H̃x ∈ k(Y )[Z℄ÜÌÅÍÅÎÔÁ q(Y; 0) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k(Y ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ H̃x ∈ k[Y; Z℄ É lZH̃x ∈ k.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ H̃x ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H̃ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× H̃x, ÇÄÅ x �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  ; Ô.Å.H̃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ∏
{x : (x)=0} H̃x. �ÏÇÄÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H̃ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó H=H�4 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÑ ÉÚ k. ðÏÜÔÏÍÕ H=H�4 ∈ k[Y; Z℄. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H ′ ∈ k[Y; Z℄, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ H=H�4 É H ′ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. úÁÍÅÎÑÑ H ÎÁ H ′, ÍÙ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ lZH ∈ k.äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ x ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  �ÏÌÅ k(Y )[q0;0; : : : ; q0;�2 ℄ÉÍÅÅÔ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q(Y; 0). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅ-ÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ k(Y )[�0; : : : ; ��2 ℄ (ÜÔÏ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÁ × A⊗kk(Y )) ÉÍÅÅÔ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 309ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ�i = ∑06j<�4 i;j�j ; 0 6 i 6 �2;ÇÄÅ i;j ∈ k(Y ).äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ i;j , ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ�i = ∑06j<�4 i;j�j = ∑06s<�3 ∑06j<�4 i;j�j;szs1�−(�3−1)2−10É �i = ∑06s<�3 q0;i;szs1. ðÏÜÔÏÍÕ ∑06j<�4 i;j�j;s = q0;i;s�(�3−1)2+10ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; s.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ
∑06j<�4 Zj�j;s = q0;i;s�(�3−1)2+10 ; s = i0; : : : ; i�4−1; (25)ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i < �2. �ÏÇÄÁ Zj = i;j , 0 6 j < �4, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (25). ïÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ �ÒÉ �Ï-ÍÏÝÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ i;j = ai;j=�2,ÇÄÅ ai;j ∈ k[Y ℄, É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ai;j .ðÅÒÅÂÉÒÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Jd2−1, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÁËÏÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ y∗ ∈ Jd2−1, ÞÔÏ �2(y∗) 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ � = �|Y=y∗ .ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÊÁÌÇÅÂÒÙ k[�0; : : : ; ��2 ℄ (ÜÔÏ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × A) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1; �; : : : ; ��4−1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ �2(y∗) 6= 0. íÎÏÇÏÞÌÅÎ H(y∗; Z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍÜÌÅÍÅÎÔÁ �, �ÏÓËÏÌØËÕH(y∗; �) = 0, 0 6= lZH ∈ k É degZ H(y∗; Z) = �4.îÁËÏÎÅ�, �i = ∑06j<�4 �∗i;j · �j , ÇÄÅ �∗i;j = ai;j(y∗)=�2(y∗) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j. �ÒÅ-ÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ k[�℄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ∑06i<�4 ai�i,ÇÄÅ ai ∈ k. ÷Ó�Å ÖÅ �ÒÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ×;+;− Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁ-ÍÉ ÉÚ k[�℄ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ H(y∗; �) = 0, ÅÓÌÉÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚk[�℄ × ×ÉÄÅ ∑06i6N ai�i, ÇÄÅ ai ∈ k É N �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ, Ô.Å. × ÜÔÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑÈ � ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÎÁÄ k (ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ N ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÏ ÏÎÏ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ).



310 á. ì. þéó�ï÷ðÏÌÏÖÉÍ Q0 = q(X; 0)�2(y∗). �ÏÇÄÁ Q0 ∈ k[�℄[X ℄ É lXQ0 ∈ k. ðÒÉ-ÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ U0 ∈ k[�℄[X ℄, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q0U0 ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó f(X; 0) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k. âÏÌÅÅÔÏÞÎÏ, Q0U0 = �0f(X; 0), ÇÄÅ 0 6= �0 = (lXQ0)d−�2+1 ∈ k.ðÕÓÔØ �0fv = ∑i>0�iT i, ÇÄÅ �i ∈ k[v℄[X ℄, �0 = �0f(X; 0) (ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÍ�i = 0, ÅÓÌÉ i > degT fv). �Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕçÅÎÚÅÌÑ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
(Q0 +∑i>1 QiT i )(U0 +∑j>1UjT j ) = �0 +∑i>1 �iT i; (26)ÇÄÅ Qi; Uj ∈ k[�℄[v℄[X ℄. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, �ÕÓÔØ R0 = ResX(Q0; U0) ∈ k {ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q0 É U0. ðÕÓÔØ R1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ R2, R3) {ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �0f(X; 0) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Q0, U0). óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, R1 = R2R3R20: (27)üÌÅÍÅÎÔÙ R0, R2, R3 ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ × k[�℄, �ÏÓËÏÌØËÕ0 6= R1 ∈ k.ðÏÌÏÖÉÍ Qi = R2i−10 Qi, U j = R2i−10 Ui, �i = R2i−20 �i �ÒÉ i; j > 1.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Qi = ∑06j6�2−1Qi;jXj ,U i = ∑06j6d−�2−1U i;jXj , ÇÄÅ Qi;j ; U i;j ∈ k[�℄[v℄.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i > 1 ÜÌÅÍÅÎÔÙ Qj É U j ÕÖÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ 0 6 j < i É Qj ; U j ∈ k[�℄[v℄[X ℄. �ÏÇÄÁU0Qi +Q0U i = R0(�i + ∑16w6i−1QwU i−w): (28)�Å�ÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ Qi;j , 0 6 j 6 �2−1, É U i;j , 0 6 j 6 d−�2−1,ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÛÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k[�℄[v℄, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (28). ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.åÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ. íÁÔÒÉ�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q0 É U0.å�e Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ±R0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × k[�℄[v℄. ÷ÓÅ Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ R0. ðÏÜÔÏÍÕ Qi;j ∈ k[�℄[v℄,U i;j ∈ k[�℄[v℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, j, É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ k[�℄[v℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q0; U0; �0fv. òÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÛÁÇÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Qi É U i Ï�ÉÓÁÎ.



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 311îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ degT q = �1. ðÏÌÏÖÉÍ q′′′=q�2(y∗)R�11 ∈k[�℄[v℄[T;X ℄.�Å�ÅÒØ ÉÚ (27) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q′′′ ∈ k[�℄[v℄[T;X ℄. óÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔlXq′′′ ÌÅÖÉÔ × k, É ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÏÄß�ÅÍÁ �Ï ÌÅÍÍÅçÅÎÚÅÌÑ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ k[�℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q′′′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁ-ÍÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ k[�℄[v℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× q0 É �0fv. óÔÅ�ÅÎÉ ÜÔÉÈ�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÏÊ × O(: : : ).íÙ ÉÍÅÅÍ q′′′ = q′′′(v3; : : : ; vn; T;X) ∈ k[�℄[v3; : : : ; vn; T;X ℄. ðÏÌÏÖÉÍQ′′′ = q′′′(X3=X2; : : : ; Xn=X2; X2; X1):�ÏÇÄÁ Q′′′ ∈ k[�℄[X1; : : : ; Xn℄ �Ï ÌÅÍÍÅ çÁÕÓÓÁ (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂ-ÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). ðÏÌÏÖÉÍQ(4) = Q′′′(X1; X2 − �2X1 − �2; : : : ; Xn − �nX1 − �n);ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (12) × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Q(4) × ×ÉÄÅQ(4) = ∑06i6N1 ∑i1;:::;inQ(4)i;i1;:::;inX i11 · · · · ·X inn �i;ÇÄÅ Q(4)i;i1;:::;in ∈ k É N1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏN1 > �4 − 1. �ÏÇÄÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ N1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1)Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(: : : ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ Q(4)i;i1;:::;in Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . üÔÉ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÉÍÅÀÔËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ ËÏÌØ�Á K0.ðÏÌÏÖÉÍ Q = HN1−�4+1�4 Q(4). �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 2 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Q = ∑06i<�4 ∑i1;:::;inQi;i1;:::;inX i11 ; : : : ; X inn �i;ÇÄÅ Qi;i1;:::;in ∈ k. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ Qi;i1;:::;in Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . üÔÉ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÉÚ ËÏÌØ�Á K0.ðÏÌÏÖÉÍ " = q�2�2(y∗)R�11 HN1−�4+1�4 : (29)�ÏÇÄÁ " = HN1−�4+1�4 lXq′′′(X; 0).äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ Z = �∗ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H(y∗; Z) �ÏÌÏÖÉÍ Q∗ =Q|�=�∗ . �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q∗ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄ É Q∗ÄÅÌÉÔ F × ËÏÌØ�Å k[�∗℄[X1; : : : ; Xn℄ (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ



312 á. ì. þéó�ï÷ÞÉÔÁÔÅÌÀ). �ÁË ÞÔÏ Q∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F .
§5. äÅÒÅ×ØÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, �ÏËÒÙÔÉÑ É ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f(x; 0) = 0. ðÕÓÔØk = k. ðÏÌÏÖÉÍ P̃n;d = ⋃

−16d′6d Pn;d, d > 0 (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØdegX1;:::;Xn 0 = −1). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ P̃ 0n;d = {∅} (ÜÔÏ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P2;d2;d3 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÉÚ k[Y; Z℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ degZ � = d2, degY � = d3.ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ, ÚÁÄÁ�ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ
t : ⋃d>2(Pspr;n;d × k) → ⋃d1>0; d2>0; d3>0(P̃ d2n;d1 × P2;d2;d3 × k4)�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

t(F; x) = { ((Q0; : : : ; Q�4−1); H(Y; Z); "; q�2 ; ; y∗); ÅÓÌÉ f(x; 0) = 0;(∅; 1; 1; 1; 1; 1); ÅÓÌÉ f(x; 0) 6= 0;ÇÄÅ Q = ∑06i<�4Qi�i É Qi ∈ k[X1; : : : ; Xn℄. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ = lXf(X; 0), q�2 = lXq(X; 0), y∗ ∈ Jd2−1 É " Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × (29),ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 3, 4. íÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÌÅÓ ÞÅÒÅÚ {T ′′′d }d>2 (ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ n ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ t ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ k4. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ((Q0; : : : ; Q�4−1), H(Y; Z)) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÎÁ×ÙÈÏÄÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÌÉÓÔÕ w ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. üÔÏ ÄÅÒÅ×Ï �Ï-ÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ. �Ï-ÇÄÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ "; q�2 ; ; y∗ ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈv1; v2; v3; v4, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÄËÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ w × ÜÔÏÍ ÄÅÒÅ×Å ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ. �ÁË ÞÔÏ ÍÙ ××ÏÄÉÍ k4 × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ t ÔÏÌØËÏ ÄÌÑÕÄÏÂÓÔ×Á.



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 313ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b1; : : : ; b�; Z ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Pspr;n;d× k. úÄÅÓØ � = (n+dn ) É Z { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ k.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ ÕÓÌÏ×ÉÅ Aw ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ w ÄÅÒÅ×Á T ′′′d . äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ É ÌÕÞÛÅ-ÇÏ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �1; �2, (i; j) ∈ Jm1;m3;m3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ w ÄÅÒÅ×Á T ′′′d ,ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Aw = E�1;�2;i;j (ÓÅÊÞÁÓ ×ÓÅ �i × (21) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k[b1; : : : ; b�℄).ðÕÓÔØ L(T ′′′d ) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× ÄÅÒÅ×Á T ′′′d . ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁ-ÂÏÔÙ [1℄ ÕÓÌÏ×ÉÅ Aw ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔÕ w ∈ L(T ′′′d ) (ÎÅÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ ÜÔÏ w Ó w ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ×). éÚ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ,Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ 3, 4, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ Aw ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÀ('w;1 = · · · = 'w;�w;1 = 0) ∧ (('w;�w;1+1 6= 0) ∨ · · · ∨ ('w;�w;2 6= 0);ÇÄÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ j0, 1 6 j0 6 �w;2, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ'w;j0 ∈ k[b1; : : : ; b�; Z℄\k[b1; : : : ; b�℄. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, j0 = 1 ÉÌÉ j0 = �w;1+1.÷ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 'w;j , 1 6 j 6 �w;2, j 6= j0, ÌÅÖÁÔ × k[b1; : : : ; b�℄.æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÅÓÌÉ j0 = 1, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 'w;j0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ  (Z), ÉÅÓÌÉ j0 = �w;1 + 1, ÔÏ 'w;j0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ f(Z; 0), ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.åÓÌÉ j0 6= �w;1 + 1, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ w Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏÒÏÄÁ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ w Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ ÉÍÅÅÍ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
Ww = Z('w;1; : : : ; 'w;�w;1) \ Z('w;�w;1+1; : : : ; 'w;�w;2) ⊂ Pspr;n;d × k:ðÕÓÔØ w { ÌÉÓÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. �ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ Ë×ÁÚÉ�ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
W ′w = Z('w;2; : : : ; 'w;�w;1) \ Z('w;�w;1+1; : : : ; 'w;�w;2) ⊂ Pspr;n;d:óÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 'w;j ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b1; : : : ; b�; Z ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(: : : ) (ÞÉÔÁ-ÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ). äÁÌÅÅ, ÄÅÒÅ×Ï L(T ′′′d ) ÉÍÅÅÔÕÒÏ×ÅÎØ l(T ′′′d ), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1), ÓÎÏ×Á Ó ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(: : : ).



314 á. ì. þéó�ï÷÷ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÉÓÔÕ w ∈ L(T ′′′d ) �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-ÄÁ, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ ((Qw;0; : : : ; Qw;d2−1); Hw; "w; ew; w; yw), ÇÄÅHw ∈ k[b1; : : : ; b� ℄[Y; Z℄; degY H = d3 > 1; degZ Hw = d2 > 1;Qw;i ∈ k[b1; : : : ; b�℄[X1; : : : ; Xn℄; max06i6d2−1 degX1;:::;Xn Qw;i = d1 > 1;0 6= "w; ew; w ∈ k[b1; : : : ; b�℄; yw ∈ k:éÍÅÅÍ 1 6 d1 6 d, 1 6 d2 6 d, 1 6 d3 6 d2. óÔÅ�ÅÎÉ degb1;:::;b� Qw;i ÄÌÑ×ÓÅÈ i, Á ÔÁËÖÅ degb1;:::;b� Hw, degb1;:::;b� ew, degb1;:::;b� "w, degb1;:::;b� wÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(: : : ).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ew, w, lZHw ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅÊ ÎÁ Ww É
W ′w, Ô.Å. Ww ∩ Z("wewwlZHw) = ∅ É W ′w ∩ Z("wewwlZHw) = ∅.üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ 3, 4.÷ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÉÓÔÕ w ∈ L(T ′′′d ) ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏ-ÄÁ, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (∅; 1; 1; 1; 1; 1).ðÏÌÏÖÉÍ Pi;di;1;di;2;di;3 = P̃ di;2n;di;1 × P2;di;2;di;3 × k4, 1 6 i 6 d. �Å�ÅÒØÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ

T : ⋃d>2(Pspr;n;d × kd) → ⋃d>1 ⋃di;1>0; di;2>0;di;3>0 ∀ 16i6d ∏16i6dPi;di;1;di;2;di;3 ;ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
T(F; (x1; : : : ; xd)) = (t(F; x1); : : : ; t(F; xd)):æÕÎË�ÉÑ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ

{T (4)d }d>2. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ d ÄÅÒÅ×Ï T (4)d ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÄÅÒÅ×ØÅ×T ′′′d ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ d ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÓÍ.[1, ÒÁÚÄÅÌ 2℄ (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). íÙ ÂÕ-ÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Pspr;n;d × kd ÓÕÔØb1; : : : ; b�, Z1; : : : ; Zd.æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÄÅÒÅ×Á T (4)d . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× L(T (4)d ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅ-ÎÏ Ó L(T ′′′d )d, ÇÄÅ L(T ′′′d ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÉÓÔØÅ× ÄÅÒÅ×Á T ′′′d .ðÕÓÔØ w = (w1; : : : ; wd) ∈ L(T (4)d ), ÇÄÅ wi ∈ L(T ′′′d ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Wwi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ wi,1 6 i 6 d, ÓÍ. ×ÙÛÅ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × [1℄. �ÁË ÞÔÏ Wwi ⊂ Pspr;n;d × k.�ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ww, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ w, ÒÁ×ÎÏ
{(z; (x1; : : : ; xn)) : (z; xi) ∈ Wwi ; 1 6 i 6 d }:



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 315óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ w1; : : : ; wd ∈ L(T ′′′d ) { ÌÉÓÔØÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÏ
Ww = Z( w;1; : : : ;  w;�w;1) \ Z( w;�w;1+1; : : : ;  w;�w;2) (30)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �w;1 É �w;2, ÇÄÅ �w;2 > �w;1 > d, É ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×  w;i, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ w;i ∈ k[b1; : : : ; b�; Zi℄ \ k[b1; : : : ; b�℄; 1 6 i 6 d; w;i ∈ k[b1; : : : ; b�℄; d+ 1 6 i 6 �w;2: (31)äÌÑ ×ÓÅÈ i ÓÔÅ�ÅÎÉ degb1;:::;b�;Z1;:::;Zd  w;i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÏÊ dO(1) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(: : : ). õÒÏ×ÅÎØ l(T (4)d ) ÔÁËÖÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1).äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ w1; : : : ; wd ∈ L(T ′′′d ) { ÌÉÓÔØÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÏ⋂16i6dW ′wi ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ z, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ(x1; : : : ; xd) Ó (z; (x1; : : : ; xd)) ∈ Ww.ðÕÓÔØ U ⊂

∏16i6dPi;di;1;di;2;di;3 { ÏÔËÒÙÔÏÅ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (Q(i); H(i); "(i); e(i); (i); y(i))16i6d, ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ Q(i) ∈ P̃ di;2n;di;1 , H(i) ∈ k[Y; Z℄, H(i) ∈ P2;di;2;di;3 , 0 6= "(i); e(i); (i) ∈ k,y(i) ∈ k É lZH(i) ∈ k �ÒÉ 1 6 i 6 d. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, U ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ dÉ dj;i, 1 6 j 6 3, 1 6 i 6 d. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ U = U(d; dj;i).ðÏÌÏÖÉÍ Pi;di;1;di;2 = P̃ di;2n;di;1 × P1;di;2 × k2.�Å�ÅÒØ ××ÅÄ�ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ
S : ⋃d>1 ⋃di;1>0; di;2>0;di;3>0 ∀ 16i6dU(d; dj;i) → ⋃d>1 ⋃di;1>0; di;2>0;di;3>0 ∀ 16i6d ∏16i6dPi;di;1;di;2 ;ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

S((Q(i); H(i); "(i); e(i); y(i))16i6d) = (Q̃(i); G̃(i); "̃(i); (i))16i6d;ÇÄÅ Q̃(i) ∈ P̃�i;2n;�i;1 , G̃(i) ∈ P1;�i;2 , "̃(i) ∈ k, �i;1; �i;2 > 0, ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.åÓÌÉ degZ H(i) = 0 �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i, 1 6 i 6 d, ÔÏ�ÏÌÏÖÉÍ �i;1 = �i;2 = 0, Q̃(i) = ∅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É G̃(i) = 1, "̃(i) = "(i) ÄÌÑ×ÓÅÈ i (ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ degZ H(i) > 1 �ÒÉ 1 6 i 6 d. �ÏÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎE(i) = GCD Y;Z(H(i)(Y; e(i)Z)); ∏16j<iH(j)(Y; e(j)Z))



316 á. ì. þéó�ï÷É, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H̃(i), ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó H(i)=E(i) Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k.ðÏÌÏÖÉÍ �i;2 = degZ H̃(i). åÓÌÉ �i;2 = 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ �1;i = 0 ÉG̃(i) = H̃(i), Q̃(i) = ∅ ∈ P̃ 00 , "̃(i) = "(i).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �i;2 > 0. ðÕÓÔØ H̃(i)(y(i); Z) = ∑06j6�i;2 H̃(i)j Zj ,ÇÄÅ H̃(i)j ∈ k. �ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍG̃(i) = ∑06j6�i;2 H̃(i)j · (e(i))�i;2−jZj :ðÕÓÔØ �i;2 = lZG̃(i) (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ lZG̃(i) = H̃(i)�2 = lZH̃(i) ∈ k).�ÏÇÄÁ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i 6 d− 1, ÍÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ�di;2−�i;2+1i;2 ∑06j<di;2Q(i)j Zj = A(i)G̃(i) +B(i);ÇÄÅ A(i); B(i) ∈ k[X1; : : : ; Xn℄[Z℄ É degZ B(i) < �i;2. ðÕÓÔØB(i) = ∑06j<�i;2 B(i)j Zj ; B(i)j ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j:ðÏÌÏÖÉÍ Q̃(i) = (B(i)0 ; : : : ; B(i)�i;2−1) É �1;i = max16j<�i;2 degX1;:::;Xn B(i)j .îÁËÏÎÅ�, �ÏÌÁÇÁÅÍ "̃(i) = �di;2−�i;2+1i;2 "(i). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ(Q̃(i); H̃(i); "̃(i); (i))16i6d Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎ.óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÑ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚT (5) = {T (5)d;di;j}∀d;di;jÜÔÏÔ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ T (5) ◦ T (4) ÌÅÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T (5) ÉT (4), ÓÍ. [1℄. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ T (5) ◦ T (4) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ S ◦ T.ðÕÓÔØ T (6) = T (5) ◦ T (4). �ÁË ÞÔÏ T (6) = {T (6)d }d>2, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ T (6)dÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.÷ÙÈÏÄ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÉÓÔÕ w ∈ L(T (6)d ) ÄÅÒÅ×Á T (6)d , ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(Q(i)w ; G(i)w ; "(i)w ; w)16i6d, ÇÄÅG(i)w ∈ k[b1; : : : ; b�℄[Z℄; degZ G(i)w = �w;i;2 > 0;



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 317ÅÓÌÉ �w;i;2 > 0, ÔÏ Q(i)w = (Q(i)w;0; : : : ; Q(i)w;�w;i;2−1), ÇÄÅQ(i)w;j ∈ k[b1; : : : ; b�℄[X1; : : : ; Xn℄É �w;i;1 = max16j6�w;i;2−1 degX1;:::;Xn Q(i)w;j , ÅÓÌÉ �w;i;2 = 0, ÔÏ �w;i;1 = 0É Q(i)w = ∅. éÍÅÅÍ 0 6= "(i)w ; w ∈ k[b1; : : : ; b�℄ (ÚÄÅÓØ w ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ i).óÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b1; : : : ; b� ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× G(i)w ; "(i)w ; w ÉQ(i)w;j (ÅÓÌÉ �w;i;2 > 0) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(: : : ).áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ww, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉ-ÓÔÕ w ∈ L(T (6)d ), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (30), ÇÄÅ  w;i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÉÚk[b1; : : : ; b�℄ ÉÌÉ k[b1; : : : ; b�; Zj ℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j, 1 6 j 6 d. æÁËÔÉÞÅ-ÓËÉ, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ  w;i ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ K0. äÌÑ ×ÓÅÈ i ÓÔÅ-�ÅÎÉ degb1;:::;b�;Z1;:::;Zd  w;i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1) Ó ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(: : : ). õÒÏ×ÅÎØ l(T (6)d ) ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ "(i)w , w, lZG(i)w ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅÊ ÎÁ Ww, Ô.Å.
Ww ∩ Z

(w ∏16i6d("(i)w lZG(i)w )) = ∅:üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L′(T (6)d ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× w ÄÅÒÅ×Á T (6)d , ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:
• ÄÌÑ w ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÓÔØÑ w1; : : : ; wd ∈ L(T ′′′d ) �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ,ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ w Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÔÏÍËÏÍ ÌÉÓÔÁ (w1; : : : ; wd) ∈ L(T (4)),
•

∑16i6d�w;i;1�w;i;2 = d.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅWw, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉÓÔÕw ∈ L′(T (6)d ), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (30) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �w;1, �w;2, ÇÄÅ�w;2 > �w;1 > d, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  w;i, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (31).ðÏÌÏÖÉÍ
W ′w = Z( w;d+1; : : : ;  w;�w;1) \ Z( w;�w;1+1; : : : ;  w;�w;2) ⊂ Pspr;n;d:äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ w ∈ L′(T (6)d ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Iw ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ i,ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 6 i 6 d É �w;i;1�w;i;2 6= 0. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ∈ Iw �ÏÌÏÖÉÍFw;i = ∑06j<�w;i;2Q(i)w;jZj ∈ k[b1; : : : ; b�; Z;X1; : : : ; Xn℄:



318 á. ì. þéó�ï÷äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (b∗1; : : : ; b∗�) ∈ W ′w ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �w;i ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ G(i)w (b∗1; : : : ; b∗�; Z) ∈ k[Z℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,#�w;i = �w;i;2.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F ∈ k[b1; : : : ; b�; X1; : : : ; Xn℄ { ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ-�ÅÎÉ degX1;:::;Xn F = d > 2. ëÁË �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ X1; : : : ; Xn ÏÎ ÉÍÅÅÔ ×ÓÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á b1; : : : ; b�.ìÅÍÍÁ 4. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.(a) ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃w∈L′(T (6)d )W ′w ÅÓÔØ Pspr;n;d, Ô.Å. {W ′w}w∈L′(T (6)d )Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pspr;n;d.(b) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ w ∈ L′(T (6)d ) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (b∗1; : : : ; b∗�) ∈ W ′wÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ � ∈ �w;i ÍÎÏÇÏÞÌÅÎFw;i(b∗1; : : : ; b∗�; �;X1; : : : ; Xn) ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ËÏÌØ�Å, Ô.Å. ÏÎ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍ.() óÅÍÅÊÓÔ×Ï {Fw;i(b∗1; : : : ; b∗�; �;X1; : : : ; Xn)}�∈�w;ii∈Iw ÓÏÄÅÒÖÉÔ
∑i∈Iw �w;i;2 �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ × ËÏÌØ�Å k[X1; : : : ; Xn℄ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.(d) éÍÅÅÍw(b∗1; : : : ; b∗�) ∏i∈Iw ∏�∈�w;i Fw;i(b∗1; : : : ; b∗�; �;X1; : : : ; Xn)= ( ∏i∈Iw ("(i)w (b∗1; : : : ; b∗�))�w;i;2)F (b∗1; : : : ; b∗�; X1; : : : ; Xn): (32)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (32) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁF (b∗1; : : : ; b∗�; X1; : : : ; Xn) ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁH(Y; q�2Z) ∈ k(Y )[Z℄ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ q(Y; 0)=q�2 ∈ k[x℄[Y ℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏËÏÒÎÑ x ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(X; 0). úÎÁÞÉÔ, lY q(Y; 0)=q�2 = 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ' ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ lX1' = 1 É '(Y; 0; : : : ; 0) = q(Y; 0)=q�2 .ïÂÒÁÔÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ' ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ lX1' = 1,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÒÅÎØ x ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(X; 0), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ '(Y; 0; : : : ; 0) =



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 319q(Y; 0)=q�2 . ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ (ÍÙ ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). �

§6. ìÅÍÍÁ Ï �ÏËÒÙÔÉÉ É ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÂÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ËÁË �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÁÔÉ-ÆÉËÁ�ÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÅ. îÏÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÓÒ. [1℄.ðÕÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A
�(k) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ b1; : : : ; b�. ðÕÓÔØ V ⊂ A

�(k) { Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É V { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V × A
�(k). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V = ⋃06a6�Va { ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÙÈ ÁÆÆÉÎ-ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Va, Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁa, 0 6 a 6 �, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÓÑËÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ E ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Va ÒÁ×ÎÁ a É E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V . ðÕÓÔØ deg Va = Da (ÓÔÅ�ÅÎØ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Da(V ) = Da. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁD > 2 �ÏÌÏÖÉÍ deg V = ∑06a6�Da;Æ0(V ) = Da(V ); ÇÄÅ a = dim(V );Æ1(V;D) = ∑06a6�Da(V )Da;Æ(V;D) = ∑06a6�Da(V )(Da+1 − 1)=(D − 1):úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ D > 2. ðÕÓÔØ V1; V2 ⊂ A

�(k) { Ä×Á Ë×Á-ÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ V1 < V2 ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ V1 ⊂ V2, dim V1 < dimV2 ÉÌÉ V1 ⊂ V2,dimV1 = dimV2, ÎÏ Æ0(V1) < Æ0(V2). �ÏÇÄÁ < Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �Ï-ÒÑÄËÏÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÊ × A
�(k).



320 á. ì. þéó�ï÷ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ V { Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ × A
�(k). ðÕÓÔØ {W}∈� { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × A

�(k). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ  ∈ �
W = Z( ;1; : : : ;  ;�;1) \ Z( ;�;1+1; : : : ;  ;�;2) ⊂ A

�(k)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  ;i ∈ k[b1; : : : ; b�℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ idegb1;:::;b�  ;i 6 DÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ D > 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ⋃∈�W ⊃ V . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
{W�}�∈B, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.(a) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ B

W� = Z( (1)�;1; : : : ;  (1)�;��;1) \ ⋃26j6m� Z( (j)�;1; : : : ;  (j)�;��;j ) ⊂ A
�(k)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m� > 2 É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (j)�;i ∈ k[b1; : : : ; b�℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ degb1;:::;b�  �;i 6 D ÄÌÑ ×ÓÅÈi; j.(b) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ B �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ m� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÏÊ Æ1(V;D).() {V ∩W�}�∈B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V , Ô.Å. ⋃�∈B(V ∩W�) = V É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ �1; �2 ÉÍÅÅÍ (V ∩W�1) ∩ (V ∩W�2) = ∅.(d) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ  ∈ �, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

W� ⊂ W.(e) #B 6 Æ(V;D).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÒÅËÕÒÓÉÀ �Ï V . éÍÅÎ-ÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ë×ÁÚÉ�ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ V ′, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ V ′ < V . âÁÚÁÒÅËÕÒÓÉÉ V = ∅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Æ(V;D) = 0 ÉÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ B = ∅.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ  ∈ � �ÏÌÏÖÉÍ
W(1) = Z( ;1; : : : ;  ;�;1); W(2) = Z( ;�;1+1; : : : ;  ;�;2):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (1) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔEÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ E ⊂ W

(1) É E 6⊂ W
(2) .



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 321ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (2) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔEÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ E ⊂ W
(1) ∩W

(2) .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ′ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ EÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ E 6⊂ W
(1) .ðÏÌÏÖÉÍ V ′′ = (V (1) ∩W

(2) ) ∪ V (2) .ï�ÉÛÅÍ ÛÁÇ ÒÅËÕÒÓÉÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ 0 ∈ �, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏdimV (1)0 = dimV . ÷ÙÂÅÒÅÍ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ 0. �Å�ÅÒØV ′0 < V É V ′′0 < V . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ V ′0 É V ′′0 . ðÏÌÕÞÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {W ′�}�∈B′ (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ {W ′′�}�∈B′′), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (a){(d) Ó (V ′0 ; B′)(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (V ′′0 ; B′′)) ×ÍÅÓÔÏ (V;B).íÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ 0 6∈ B′ ∪ B′′É B′ ∩B′′ = ∅. ðÏÌÏÖÉÍ B = B′ ∪B′′ ∪ {0} É
W� = 




W0 ; ÅÓÌÉ � = 0;
W� \W

(1)0 ; ÅÓÌÉ � ∈ B′;
W� ∩W

(1)0 ∩W
(2)0 ; ÅÓÌÉ � ∈ B′′:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á (a), () É (d). äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍÆ1(V ′′0 ; D) 6 Æ1(V;D)�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ, É, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Æ1(V ′0 ; D) < Æ1(V;D). ïÔÓÀÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ (b).ðÕÓÔØ E ⊂ A

�(k) { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÎÁÄ k Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É g ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅÂÏÌØÛÅD. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Æ(E∩Z(g); D) 6 Æ(E;D)É ÅÓÌÉ E ∩ Z(g) 6= E, ÔÏ degE + Æ(E ∩ Z(g); D) 6 Æ(E;D).ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ1 + Æ(V (1)0 ∩W(2)0 ; D) 6 deg V (1)0 + Æ(V (1)0 ∩W(2)0 ; D) 6 Æ(V (1)0 ; D);ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÌÅÍÍÙ 1 × [1℄ (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉÞÉÔÁÔÅÌÀ).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ, ÞÔÏ #B 6 1 +#B′ +#B′′ 6 1 + Æ(V ′; D) + Æ(V ′′; D)
6 1 + Æ(V (1)0 ∩W(2)0 ; D) + Æ(V (2)0 ; D) + Æ(V ′0 ; D)
6 Æ(V (1)0 ; D) + Æ(V (2)0 ; D) + Æ(V ′0 ; D) = Æ(V;D):



322 á. ì. þéó�ï÷üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (e). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 5 Ë �ÏËÒÙÔÉÀ {W ′w}w∈L′(T (6)d ) �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Pspr;n;d ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4 (i), ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÀ {W�}w∈B�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pspr;n;d.
§7. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ SQFX1;:::;Xn , ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ {T ′d}d>0. íÙ ÉÍÅÅÍ SQFX1;:::;Xn =

{SQFi;X1;:::;Xn}16i6d, ÓÍ. ËÏÎÅ� ÒÁÚÄÅÌÁ 2.ðÕÓÔØ d { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, d > 2, F ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ degX1;:::;Xn F 6 d É xi = (xi;1; : : : ; xi;d) ∈ kd,1 6 i 6 d. �ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ F ′ = RDPX1;:::;Xn(F ), ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØdegX1;:::;Xn F ′ = d1. åÓÌÉ d1 6 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ D(F; (x1; : : : ; xd)) = F ′.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ d1 > 1. �ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ F ′′i = SQFi;X1;:::;Xn(F ′),1 6 i 6 d1. ðÕÓÔØ di;1 = degX1;:::;Xn F ′′i . åÓÌÉ di;1 6 1, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍGi = F ′′i �ÒÉ 1 6 i 6 di;1. åÓÌÉ di;1 > 2, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍGi = (S ◦ T)(F ′′i ; (xi;1; : : : ; xi;di;1))�ÒÉ 1 6 i 6 di;1. ðÏÌÏÖÉÍ D(F; (x1; : : : ; xd)) = (G1; : : : ; Gd1).�Å�ÅÒØD { ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ⋃d>2(kN(n;d)
×kd2). íÙ�ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ D.ïÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T (7) = {T (7)d }d>2.óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ T (7)d ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë T (6)d . éÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÌØËÏ ÎÅÍÎÏÇÏÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5,ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.õÒÏ×ÅÎØ l(T (7)d ) ÄÅÒÅ×Á T (7)d ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1). äÌÑ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ w ∈ L(T (7)d ) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b1; : : : ; b� ×ÓÅÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ ×ÙÈÏÄÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ w, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÏÊ dO(1). ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅWw ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ (30), ÇÄÅ  w;r ∈ k[b1; : : : ; b�; {Zi;j}16i;j6d℄ ÉÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ (i; j) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  w;r, ÔÁËÏ-ÇÏ, ÞÔÏ degZi;j  w;r > 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ r = ri;j .ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ degZi;j  w;r > 0, ÔÏ  w;r ∈ k[b1; : : : ; b�; Zi;j ℄. óÔÅ�ÅÎÉ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  w;r ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dO(1).



üææåë�é÷îïå òáúìïöåîéå íîïçïþìåîï÷ 323ðÕÓÔØ w ∈ L(T (7)d ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ (i; j) ÍÙ ÉÍÅÅÍ1 6 ri;j 6 �w;1, ÅÓÌÉ ri;j Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀw Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁË×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W ′w �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ww × A
�(k) (ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ b1; : : : ; b�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ((a1; : : : ; a�); f) = ((b1; : : : ; b�); F );ÇÄÅ F { ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d (Ô.Å. ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏ× ÅÓÔØ {bj}16j6�)). �ÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍÙ 4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÔÅÏÒÅÍÁ 1 (ÚÁÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ). äÅÒÅ×Ï T (7)d ÓÅÊÞÁÓ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏT (6)d .íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L′(T (7)d ) ⊂ L(T (7)d ) ÌÉÓÔØÅ× w �ÅÒ-×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (b∗1; : : : ; b∗�) ∈ W ′w ×ÙÈÏÄ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ w, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁF (b∗1; : : : ; b∗�; X1; : : : ; Xn)ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï {W ′w}w∈L′(T (7)d )Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kN(n;d) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ d > 2. íÏÖ-ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÀ {W�}�∈B1 ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÉÍÅÎÑÑÌÅÍÍÕ 5 Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ �ÏËÒÙÔÉÀ.äÁÌÅÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 4, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ×, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÞÉÓÌÉÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ��;0 É ��;1 × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÏ× 2{4, ÓÒ.Ó ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÌÅÍÍÙ 4.�Å�ÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ((a1; : : : ; a�); f), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÒÅ×Ï T (7)d (f), ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ × [1℄ (ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ T (7)d (f), ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ k[a1; : : : ; a� ℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ×ÍÅÓÔÏ b1; : : : ; b� ×Ï ×ÓÅÏÂßÅËÔÙ ÄÅÒÅ×Á T (7)d ). ìÉÓÔØÑ L(T (7)d (f)) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó L(T (7)d ). éÍÅÅÍ l(T (7)d (f)) = l(T (7)d ) + 1. äÌÑ×ÓÑËÏÇÏ w ∈ L(T (7)d (f)) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a1; : : : ; a� ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× ÉÚ ×ÙÈÏÄÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ w, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ



324 á. ì. þéó�ï÷d′dO(1). ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ww ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ (30), ÇÄÅ w;r ∈ k[a1; : : : ; a� ; {Zi;j}16i;j6d℄:óÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  w;r ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ d′dO(1).äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ w ∈ L(T (7)d (f)), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÉÓÔÕ �ÅÒ×Ï-ÇÏ ÒÏÄÁ ÉÚ L(T (7)d ), Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
W ′w �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ww × A

�(k)(ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉa1; : : : ; a�).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L′(T (7)d (f)) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× w ÉÚ L(T (7)d (f)), ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ w ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÓÔÕ ÉÚ L′(T (7)d ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ w ÉÚL′(T (7)d (f)) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ W ′w ×ÙÈÏÄ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ w, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(a∗1; : : : ; a∗� ; X1; : : : ; Xn) ÎÁÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.îÁËÏÎÅ�, ÚÁÍÅÎÉÍ ÄÅÒÅ×Ï T (7)d (f) ÎÁ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ ÄÅÒÅ×ÏIRD(T (7)d (f)), ÓÍ. [1℄. þÉÓÌÏ ÌÉÓÔØÅ× ÄÅÒÅ×Á IRD(T (7)d (f)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏÓ×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (d′)�dO(�) �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÒÁÂÏÔÙ [1℄. �Å�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÍT (8)d = IRD(T (7)d (f)) É L′(T (8)d ) = L(IRD(T (7)d (f))) ∩ L′(T (7)d (f)).óÅÍÅÊÓÔ×Ï {W ′w}w∈L′(T (8)d ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A
�(k).íÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÀ {W�}�∈B2 ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÉ-ÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 5 Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ �ÏËÒÙÔÉÀ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 5 (e) ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× #B2 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (d′)�dO(�). �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ A ÒÁ×ÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ � ∈ B2, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ W� 6= ∅ (ÚÄÅÓØÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (�;W�) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÀ (�;W�) ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ((a1; : : : ; a�); f)Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ((b1; : : : ; b�); F ). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. á. ì. þÉÓÔÏ×, ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ: ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ. |úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 436 (2015), 219{239.2. á. ì. þÉÓÔÏ×, ï�ÅÎËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 24, ×Ù�. 3 (2012), 199{222; É\éÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ...", áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 25, ×Ù�. 2 (2013), 279.3. G. E. Collins, Subresultants and redued polynomial remainder sequenes. | J.ACM 14, No. 1 (1967), 128{142.
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