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§1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅîÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×(V ;E ⊂ V × V ), ÇÄÅ V { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, E { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ,É ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ u ∈ V × ×ÅÒÛÉÎÕ v ∈ V , u 6= v, ÅÓÔØÒÅÂÒÏ (ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, ÓÔÒÅÌËÁ), ÅÓÌÉ (u; v) ∈ E.ïÒÉÅÎÔÉÒÏÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ u; v; w ∈ V ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (u; v) ∈ E É (v; w) ∈ E, ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ (u;w) ∈ E.ãÉËÌÏÍ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ ×ÅÒÛÉÎ(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) (v1; : : : ; vn; vn+1 = v1), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ i = 1; : : : ; n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (vi; vi+1) ∈ E.ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á�ÉËÌÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÎÅÔ�ÉËÌÏ×.þÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (M;≺) ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØËÁË Á�ÉËÌÉÞÎÙÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍÓÔÒÅÌËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÏÒÑÄËÁ: a ≺ b, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁÉÚ a × b. âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ �ÉÓÁÔØ a � b, ÅÓÌÉ a ≺ b ÉÌÉ a = b.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ÅÒÛÉÎÁÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á�ÉËÌÉÞÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ 1; : : : ; n, ÇÄÅ n = |V |,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ i × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ j,ÔÏ i < j. �ÁËÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÒÔÉÒÏ×-ËÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (x − y)-�Å�ØÀ ÄÌÉÎÙ ` × ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÕÔØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ×ÅÒÛÉÎÕ y, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ` ×ÅÒÛÉÎ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÆÏÒÍÁ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ óðÂçõ 6.38.223.2014, 6.37.208.2016 É ÇÒÁÎÔÏÍòææé 14-01-00373a. 252



áóéíð�ï�éëá öïòäáîï÷ïê æïòíù 253áÎÔÉ�Å�ØÀ ÒÁÚÍÅÒÁ m ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ m �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×(Ô.Å. ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ).÷ÁÖÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �Ï �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ. á ÉÍÅÎÎÏ,ÅÓÌÉ (�1; : : : ; �n) { �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n, ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ i ≪� j ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1; : : : ; n} ÔÁË: i ≪� j ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ i < j É �i < �j .ãÅ�ÑÍ ÚÄÅÓØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÁÎÔÉ�Å�ÑÍ { ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.óÌÅÄÕÑ [1℄, ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ �(A) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (An;≺), ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1; : : : ; n} É ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÞÅÓËÉ ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀÍÁÔÒÉ�Õ M , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Mi;j = 1 �ÒÉ i � j, ÉÎÁÞÅMi;j = 0.äÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sn ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ �ÉÓÁÔØ �(�), �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ�(A), ÇÄÅ A { ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ �Ï �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ �.óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÁÔÒÉ�Á �(A) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÌØ�Á ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ.îÁÚ×ÁÎÉÅ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÒÑÄÁ äÉÒÉÈÌÅ ∑ xnn−s ÎÁ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ òÉÍÁÎÁ �(s) = ∑n−s.äÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ-�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÆÏÒÍÁ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÎÇÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù � − In (ÇÄÅ In {ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á). ðÏÓËÏÌØËÕ (�−In)ki;j { ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �Å�ÅÊ ÄÌÉ-ÎÙ k ÉÚ i × j, ÜÔÉ ÒÁÎÇÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÎÁÌÉÞÉÅÍ �Å�ÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÄÎÁËÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù �Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ \ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ" ÚÁ-×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù � − In. îÁÌÉÞÉÅ ÔÁ-ËÉÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊ ×ÌÅÞ£Ô ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×ÌÉÑÅÔ ÎÁÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÆÏÒÍÕ. üÔÉ ÜÆÆÅËÔÙ ÉÓÞÅÚÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÍÁÔÒÉ�Ù � − In ÓÄÅÌÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.ïÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ �� ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (V;E) Ó |V | = n ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔM ËÏÌØ�Á ÍÁÔÒÉ� Mn(R[xji |i; j ∈ 1; : : : ; n℄): Mi;j = xji ⇐⇒ (i; j) ∈ E,Mi;i = 1, É Mi;j = 0 ÉÎÁÞÅ.



254 æ. ÷. ðå�òï÷, ÷. ÷. óïëïìï÷äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÉÌØ�Ï-ÔÅÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �−In É ��−In. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ �0 É ��0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÆÏÒÍÁ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÚÁÄÁÅÔÓÑÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ, ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÏË ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÒÁÚÍÅÒÙ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈËÌÅÔÏË. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ (ËÏÎÅÞÎÏÍÕ) ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ �ÏÅÇÏ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ É ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ.ó ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ó×ÑÚÁÎÙ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ.äÉÁÇÒÁÍÍÏÊ �Å�ÅÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (Á�É-ËÌÉÞÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G = (V;E)) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÕàÎÇÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ �ÏA (ÓÏÏÔ×eÔÓÔ×ÅÎÎÏG) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ: ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ �ÅÒ×ÙÈ k ÓÔÒÏË ÒÁ×ÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (×ÅÒÛÉÎ), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ kÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �Å�ÑÍÉ (k ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �ÕÔÑÍÉ).á�ÒÉÏÒÉ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÞÅÍÕ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ,Ô.Å. �ÏÞÅÍÕ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. �ÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ ÜÔÏ ÔÁË. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ×ÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 ([5℄). äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊÆÏÒÍÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Á�ÉËÌÉÞÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ �Å�ÅÊ ÜÔÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ çÒÉÎÁ{ëÌÅÊÔÍÁÎÁ{æÏÍÉÎÁ [8, 9℄ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ �Å�ÅÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÁÎÔÉ�Å�ÅÊ: ÓÕÍ-ÍÁ ÄÌÉÎ k �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �Å�ÅÊ ÒÁ×ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÞÉ-ÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ k ÁÎÔÉ�Å�ÑÍÉ. ðÒÉ k = 1 ÜÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ äÉÌÕÏÒÓÁ.òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÔÁË ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÍÅÒÕ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ àÎÇÁ (ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ �Å-�ÅÊ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË). íÅÒÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù. ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ ÉÚÕÞÅÎÏ × ÒÁ-ÂÏÔÁÈ ÷ÅÒÛÉËÁ{ëÅÒÏ×Á [3℄ É ìÏÇÁÎÁ{ûÅ��Á [4℄. ÷ [2℄ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÅÎÁÓÔÁÒÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ õÌÁÍÁ: ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Å�É× ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (É, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ,ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÁÎÔÉ�Å�É: �ÒÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ× ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ×



áóéíð�ï�éëá öïòäáîï÷ïê æïòíù 255ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ) ÒÁÓÔÅÔ ËÁË 2√n + o(√n). ðÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ É ÅÅÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Ó×ÑÚÑÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÏÂÚÏÒÅ [7℄.õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ É ÒÁÚÍÅÒ ÓÔÁÒÛÅÊ ËÌÅÔ-ËÉ, É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË (Ô.Å. ËÏÒÁÎÇ) ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÒÁÓÔÅÔ ËÁË 2√n.úÄÅÓØ, ÏÄÎÁËÏ, Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ-�Ù ÂÙÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ëÁËÏ×Á ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙàÎÇÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Ï ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �0, Á ÎÅ ��0? íÙÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ C ÞÁÓÔ-ÎÏÅ 
orank( ��0(�))√n ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÏËÏÌÏ C, ÎÏ C > 2. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ C ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3, ÏÄÎÁËÏ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ×ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ C =∞, ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÄÁÌÅÅ.
§2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÙÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉîÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÌÅÍÍÙ æÅËÅÔÅ.ìÅÍÍÁ 1 (æÅËÅÔÅ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f(x) > f(y) + f(x − y) �ÒÉ0 < y < x, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌlimx→inf f(x)x = supx>0 f(x)x :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ ÓÕ�ÒÅÍÕÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑf(a)=a. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f(x) > [x=a℄ · f(a). ��ÅÏÒÅÍÁ 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(n) ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ n ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ�ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ E( 
orank(�0(�(n)))√n ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n ÔÏÞÅË × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÚÁ-ÄÁÀÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÄÌÉÎÙ n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÔÏÞËÉ�Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ x, ÔÏÇÄÁ y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, �ÒÉÞÅÍÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÅË × Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E� ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅÏÖÉÄÁÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 
orank �0(�(�)), ÇÄÅ �(�) { �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× m



256 æ. ÷. ðå�òï÷, ÷. ÷. óïëïìï÷ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ðÕÁÓÓÏÎÁ P (�), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ Ë×Á-ÄÒÁÔÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ m ÔÏÞÅË ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÊ ÔÏ-ÞÅÞÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÉ � × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ. úÁÞÅÍ ÎÕÖÎÏÄÅÌÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÞÕÔØ �ÏÚÄÎÅÅ. äÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � É 0 < p < 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:E� > Ep2� +E(1−p)2�.òÁÚÏÂØÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔ [0; 1℄× [0; 1℄ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÅÒ×ÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ:[0; p℄ × [0; 1 − p℄; ×ÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ: [0; p℄ × [1 − p; 1℄; ÔÒÅÔØÑ ÏÂÌÁÓÔØ:[p; 1℄× [0; 1− p℄; ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ: [p; 1℄ × [1 − p; 1℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÔÏÞÅË, �Ï�Á×ÛÉÈ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÅÌÏË × ÔÏÞËÉ,�Ï�Á×ÛÉÅ × ÔÒÅÔØÀ ÏÂÌÁÓÔØ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ; ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÓÔÒÅÌÏË × ÔÏÞËÉ, �Ï�Á×ÛÉÅ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ; É ÉÚ ÔÏÞÅË, �Ï�Á×-ÛÉÈ × ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÅÌÏË ×Ï ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÏÂÌÁÓÔÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉÛÌÉ × �ÏÒÑÄËÅ \ÓÎÁÞÁÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, �ÏÔÏÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ,�ÏÔÏÍ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ, �ÏÔÏÍ ÉÚ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ", É �ÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ �0,ÔÏ ÏÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, �ÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ-ÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 
orank(�0) > 
orank(�2;20 ) + 
orank(�3;30 );ÇÄÅ �i;j0 { ÞÁÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù �0, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÇÒÕ��Ù i É ÓÔÏÌÂ-�ÁÍÉ ÇÒÕ��Ù j. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ ËÏÒÁÎÇ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù,�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Ï ÔÏÞËÁÍ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÕÍÁÔÒÉ�Õ ÎÕÌÑÍÉ (ÅÅ ÒÁÎÇ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ). äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� �1;12340 É�1234;40 Õ×ÅÌÉÞÉÔ ÒÁÎÇ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × �ÅÒ×ÏÊÉ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ËÏÒÁÎÇ.ðÏÓÌÅ ×ÚÑÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÖÅÎÉÅ �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ �ÌÏ-ÝÁÄÉ p2 ÅÓÔØ ÓÎÏ×Á �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁ-ÎÉÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË p2�. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É Ó ÔÒÅÔØÅÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ, �ÒÉÞÅÍ,ÞÔÏ ×ÁÖÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÏ ÌÅÍÍÅæÅËÅÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ E( 
orank(�0(�(�)))√� ). �ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ Ë ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÕÔÏÞÅË ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.



áóéíð�ï�éëá öïòäáîï÷ïê æïòíù 257ìÅÍÍÁ 2 (ÄÅ�ÕÁÓÓÏÎÉÚÁ�ÉÑ). ðÕÓÔØ (xn) { ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞÅÍ xn = O(n). �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉf(�) := ∑n �ne−�n! xn ∼ 
�p �ÒÉ � → +∞, ÔÏ xn ∼ 
np.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ × ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ Ó×ÏÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn) �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ Ï�ÅÎÉÔØ xn ÞÅÒÅÚ f(n± o(n)) Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏ-ÒÏÎ. �

§3. öÏÒÄÁÎÏ×Á ÆÏÒÍÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÙúÄÅÓØ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÁ�ÉËÌÉÞÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù n× n ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ Fq. ïËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ k-Ñ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ËÌÅÔËÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ �ÏÒÑÄËÁ (q1−k− q−k)n.íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ (Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎ-ÎÏÊ �Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ Á�ÉËÌÉÞÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ 1; : : : ; n. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ ÎÉÈÓÌÕÞÁÊÎÙÊ Á�ÉËÌÉÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ (i; j), 1 6 i < j 6 n,�ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÇÒÁÆ Gp(n).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ 'k(p) = limn E skn , ÇÄÅsk { ÒÁÚÍÅÒ k-Ê �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ËÌÅÔËÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù��0(Gp(n)).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÒÁÚÍÅÒ k-Ê �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ËÌÅÔ-ËÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ��0(Gp(n)) ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÕ k-Ê ÓÔÒÏ-ËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÕÔÅÊ. õÄÏÂÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÕÍÍÁÒÎÏÍ ÒÁÚÍÅÒÅ �ÅÒ×ÙÈk ËÌÅÔÏË, ÔÏ ÅÓÔØ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ�ÏËÒÙÔØ k ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÕÔÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÕ tp(k; n). ÷×ÅÄÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ wp(k; n),Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ Gp(n + k),�ÏËÒÙ×ÁÅÍÙÈ k �ÕÔÑÍÉ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ 1; : : : ; k (ÞÉÓÌÏ ×ÅÒ-ÛÉÎ × ÜÔÉÈ �ÕÔÑÈ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ k ÂÏÌØÛÅ). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÎÅÓÌÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÑÓÎÏ,ÞÔÏ E(wp(k; n)) + k 6 E(tp(k; n+ k)). äÌÑ Ï�ÅÎËÉ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ×



258 æ. ÷. ðå�òï÷, ÷. ÷. óïëïìï÷ÇÒÁÆÅ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ k + 1; : : : ; k + n ×ÙÂÅÒÅÍ k �ÕÔÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ i Ó ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÏÊ i-ÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÕÔÅÊ (i = 1; : : : ; k). �ÁË ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ k �ÕÔÅÊ ×Gp(n+ k) Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ 1; : : : ; k, ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ËÏÔÏÒÙÈÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ tp(k; n) × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ pÉ k.äÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ wp(k; n) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÕ�ÅÒÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ: E(wp(k; n +m)) > E(wp(k; n)) + E(wp(k;m)). üÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÉÔØ k �ÕÔÅÊ × Gp(k+n+m) ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÈ × G(k; k + n) ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ 1; : : : ; k, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÉÚËÏÎ�Ï× × ×ÅÒÛÉÎÙ n+ k + 1; : : : ; n+ k +m.éÚ ÌÅÍÍÙ æÅËÅÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÎÅÞÎÙÊ)�ÒÅÄÅÌ lim E(wp(k;n))n , ÒÁ×ÎÙÊ �ÒÅÄÅÌÕ lim E(tp(k;n))n . �

§4. ëÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÑóÕ�ÅÒÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÀ ÏËÏÌÏÓÒÅÄÎÅÇÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÓÏÂÙÔÉÑ |sk(n)− 'k(p) · n| > "n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 Ó ÒÏÓÔÏÍ n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÎÏ×Ø Ó×ÅÄ£Í ÄÅÌÏ Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï×ÅÌÉÞÉÎÅ wp(k; n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏM , ÞÔÏ E(wp(k;M))M�ÏÞÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ  k(p) := ∑i6k'i(p). �Å�ÅÒØ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ n ≫ M ÒÁÚÏÂØÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ k + 1; : : : ; n + k ÇÒÁÆÁ Gp(n + k)ÎÁ [n=M ℄ ÇÒÕ�� �ÏM �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅÓËÏÌØËÏ×ÅÒÛÉÎ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ �ÕÔÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ 1; : : : ; k, ×ÙÂÉÒÁÑÓÎÁÞÁÌÁ ÉÈ ËÏÎ�Ù × �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Å, �ÏÔÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÎ�Ï××Ï ×ÔÏÒÕÀ ÇÒÕ��Õ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �ÕÔÅÊÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ [n=M ℄E(wp(k;M)), É �Ï ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈÞÉÓÅÌ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ "n=2 ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë 0.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ wp(k; n)ÏÔ ÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ×ÎÉÚ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ "n=2 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÅÔ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ××ÅÒÈ. �áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ C { �ÒÅÄÅÌ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔC1 < C < C2 (ÉÌÉ C = C2 = ∞) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÒÁÎÇÍÁÔÒÉ�Ù �0(�(n)) ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (C1; C2)·√n, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0.



áóéíð�ï�éëá öïòäáîï÷ïê æïòíù 259äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÎÁ-ÄÏ ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ËÕÓËÉ ÂÒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ (É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ×ÄÏÌØ �ÏÂÏÞÎÏÊÄÉÁÇÏÎÁÌÉ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. �ÅÏÒÅÍÙ 2 É 5 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ�ÏÌÅÍ (ËÏÎÅÞÎÏ, �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ �ÏÌÑ). âÏ-ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÉ� ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÑÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÒÅÌËÁÍÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ × �ÏÌÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ.
§5. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑäÌÉÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÕÔÅÊ × ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÙ ÚÁ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ ×ÒÅÍÑ, ÞÔÏ �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ ÉÓËÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÅÒ×ÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊËÌÅÔËÉ × ÇÒÁÆÁÈ G(n; p) ÄÌÑ n �ÏÒÑÄËÁ 108. çÒÁÆÉË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÆÕÎË�ÉÉ '1(p) �ÒÉ×ÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ; ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎ ÂÏ-ÌÅÅ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ '1(p)=p. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ É�ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏË ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÎÏ ÏÎÏ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ ÆÅÎÏÍÅÎ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ âÏÒÏÄÉÎÁ (�ÅÒ×ÁÑ ËÌÅÔËÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÔÕ ÖÅ ÄÏ-ÌÀ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ { ÏÔ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ,É ÔÁË ÄÁÌÅÅ) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÉÓË Ä×ÕÈ �ÕÔÅÊ, �Ï-ËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÖÁÄÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ (ÓÔÒÏÉÍ�ÅÒ×ÙÊ �ÕÔØ ËÁË ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ, ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ ÅÇÏ, ÓÎÏ×Á ÉÝÅÍ ÓÁ-ÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ �ÕÔØ) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ. �ÁË,'1(1=2) = 0:578 : : : ,'2(1=2) = 0:288 · · · 6= 1− (1− '1(1=2))2:þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÏÒÁÎÇÁ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÅ, ÔÏ ÚÄÅÓØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÏ£ÍËÉ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÉÈÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ 1000. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ (×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅÍÅÔÏÄÏÍ íÏÎÔÅ-ëÁÒÌÏ ÄÌÑ ÔÙÓÑÞÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË) ÇÉ�ÏÔÅ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ËÏÒÁÎÇÉ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁÚÍÅÒÏ× ÏÔ 50 ÄÏ 1000.
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n n−1=2· (ÓÒÅÄÎÉÊ ËÏÒÁÎÇ)50 1.994183100 2.1948200 2.35212400 2.500500 2.5321800 2.6271000 2.652202



áóéíð�ï�éëá öïòäáîï÷ïê æïòíù 261åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ó�ÒÁ×Á ÞÅÒÅÚ F (n), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ eF (2n) − eF (n) ÄÌÑ n = 50; 100; 200; 400; 500 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ�ÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 1:5 ÄÏ 1:7. üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏÓÔÕÆÕÎË�ÉÉ F (n) ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ log logn. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ × ÚÁÄÁÞÅ õÌÁÍÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÒÁÎÇÁ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÁÎÔÉ�Å�ÉÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. äÌÑ ËÏÒÁÎÇÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÉ 2 ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ √n · log logn.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ò. óÔÅÎÌÉ, ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ, Ô. 1, ÌÀÂÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ.2. á. í. ÷ÅÒÛÉË, ó. ÷. ëÅÒÏ×, áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ É ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù. | æÕÎË�.ÁÎÁÌ. É ÅÇÏ �ÒÉÌ. 19, ×Ù�. 1 (1985), 25{36.3. á. í. ÷ÅÒÛÉË, ó. ÷. ëÅÒÏ×, áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÍÅÒÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��Ù É �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÁÂÌÉ� àÎÇÁ. | äáî óóóò 233, ×Ù�. 6 (1977),1024{1027.4. B. F Logan, L. A. Shepp, A variational problem for random Young tableaux. |Adv. Math. 26 (1977), 206{222.5. S. Poljak, Maximum rank of powers of a matrix of a given pattern. | Pro
. Amer.Math. So
. 106, No. 4 (1989), 1137{1144.6. á. í. âÏÒÏÄÉÎ, ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ. |æÕÎË�. ÁÎÁÌ. É ÅÇÏ �ÒÉÌ. 29, ×Ù�. 4 (1995),72{75.7. R. P. Stanley, In
reasing and de
reasing subsequen
es and their variants. | In:Pro
eedings of the International Congress of Mathemati
ians, Madrid, Spain, 2006.8. C. Greene, D. J. Kleitman, The stru
ture of Sperner k-families. | J. Combin.Theory Ser. A 20 (1976), 41{68.9. ó. ÷. æÏÍÉÎ. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙàÎÇÁ. | äáî óóóò 243, ×Ù�. 5 (1978), 1144{1147.Petrov F. V., Sokolov V. V. Asymptoti
s of the Jordan normal form ofa random nilpotent matrix.We study the Jordan normal form of an upper triangular matrix 
on-stru
ted from a random a
y
li
 graph or a random poset. Some limit the-orems and 
on
entration results for the number and sizes of Jordan blo
ks



262 æ. ÷. ðå�òï÷, ÷. ÷. óïëïìï÷are obtained. In parti
ular, we study a linear algebrai
 analog of Ulam'slongest in
reasing subsequen
e problem. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 19 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2016 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á òáîó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : fedyapetrov�gmail.
omó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : visoksok�gmail.
om


