
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 448, 2016 Ç.é. á. ëÒÅ�ËÉÊðòéíåîåîéå óïï�îïûåîéê ëéòèçïæá äìñäïëáúá�åìøó�÷á �åïòåí ïâ ïðåòáãéñè, îåíåîñàýéè ó�òõë�õòõ ðåóïþîùè çòõððçòáæï÷
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÒÁÆÁ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ × ×ÉÄÅÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ �ÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ BTW-ÍÏÄÅÌØ ðÅÒÏÍ âÁ-ËÏÍ, þÁÏ �ÁÎÇÏÍ É ëÕÒÔÏÍ ÷ÅÊÚÅÎÆÅÌØÄÏÍ × ÓÔÁÔØÅ [1℄. õËÁÚÁÎÎÕÀÍÏÄÅÌØ ÏÂÏÂÝÉÌ äÉ�ÁË äÈÁÒ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄, ÞÔÏ É �ÒÉ×ÅÌÏ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ�ÏÎÑÔÉÑ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÒÁÆÁ [3℄. äÁÌÅÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÉ. îÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÇÒÕ��Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ �ÏÄ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÎÁÚ×ÁÎÉ-ÑÍÉ: ÑËÏÂÉÁÎ ÇÒÁÆÁ, ÇÒÕ��Á ðÉËÁÒÁ, ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, dollar group,rotor-routing group ([4{7℄).ðÅÓÏÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÅÓÏÞÎÙÈ ËÕÞ ÇÒÁÆÁ (�Å-ÓÏÞÎÁÑ ËÕÞÁ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ), ÓÎÁÂÖ£ÎÎÏÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÕÞ (ÓÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÅÓÔØ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÅÓÏÞÎÙÈ ËÕÞ Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅ-ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÅÊ ÇÒÁÆÁ). ÷ �ÅÓÏÞÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ×ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅ-ÍÙÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �ÅÓÏÞÎÙÅ ËÕÞÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ burning test [8℄.óÔÒÕËÔÕÒÎÏ �ÅÓÏÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÇÒÁÆÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÁÂÅ-ÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÅÓÏÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÇÒÁÆÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÀ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��, �ÏÒÑÄËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ óÍÉÔÁ [9℄ ÍÁÔÒÉ�Ù ìÁ�ÌÁÓÁ ÇÒÁÆÁ [3℄.üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �ÅÓÏÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÅÓÏÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÇÒÕ��Á ëÉÒÈÇÏÆÁ, Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÇÒÁÆÁÍÉ,Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. 165



166 é. á. ëòåðëéê÷ ÒÁÂÏÔÅ [7℄ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÒÁÆÁ ÉÇÒÕ��Ù ëÉÒÈÇÏÆÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ÷ [10℄ ÄÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÓÏÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÌÅÓÔÎÉ�Ù í£ÂÉÕÓÁ É �ÒÉÚÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.á×ÔÏÒÕ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÎÁ-ÇÌÑÄÎÙÍ, ÞÅÍ Ñ×ÎÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÄÌÑ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÏÒÅÍ. ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔ [11,12℄ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÁÎÉ-�ÕÌÑ�ÉÊ Ó ÇÒÕ��ÁÍÉ ëÉÒÈÇÏÆÁ.
§2. ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ�ÅÓÏÞÎÙÈ ÇÒÕ��÷ [13℄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÇÒÁÆÁÍÉ, ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁË vertexidenti�ation, vertex splitting, twisting. ÷ [11,12℄ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÜÔÉÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ, ÉÍÅÅÔ �ÅÓÏÞÎÕÀ ÇÒÕ��Õ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÅÒ-×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÏ×ÙÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: V (G) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏÇÒÁÆÁ, E(G) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ Ò£ÂÅÒ, S(G) { �ÅÓÏÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÜÔÏÇÏÇÒÁÆÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ �ÌÁÎÁÒÎÙÊ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝ£ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏÇÒÁÎÅÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ F (G).ðÕÓÔØ p ∈ V (G), q ∈ V (H), ÇÄÅG ÉH { ËÁËÉÅ-ÔÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÇÒÁ-ÆÙ. íÕÌØÔÉÇÒÁÆ X(G;H) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÌÉÑÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ pÉ q. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÂÏÔÙ [13℄ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÇÒÁÆÏ×X(G;H) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ p É q �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏÇÒÁÆÁ ×ÉÄÁ X(G;H) �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ vertex splitting É vertex identi�ation.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕ��Ù S(X(G;H)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ×ÅÒÛÉÎ p É q.ðÕÓÔØ AG; BG ∈ V (G) { Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G,AH ; BH ∈ V (H) { Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ H . ðÕÓÔØÍÕÌØÔÉÇÒÁÆ X+(G;H) �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G É H �ÕÔ£Í ÓÌÉÑÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ AGÓ ×ÅÒÛÉÎÏÊ AH É ×ÅÒÛÉÎÙ BG  BH . íÕÌØÔÉÇÒÁÆ X−(G;H) ÔÁËÖÅ�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G É H �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ä×ÕÈ ÓÌÉÑÎÉÊ, ÎÏ ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ×ÅÒÛÉÎÙAG Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊBH É ×ÅÒÛÉÎÙBG  AH . ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÂÏÔÙ [13℄ ÍÏÖÎÏ



ðòéíåîåîéå óïï�îïûåîéê ëéòèçïæá 167ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ X+(G;H) �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÇÒÁÆÁ X−(G;H) �ÒÉ �ÏÍÏÝÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ twisting.�ÅÏÒÅÍÁ 2. S(X+(G;H)) ∼= S(X−(G;H)).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × [11, 12℄, ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ óÍÉÔÁ ÍÁÔÒÉ� ìÁ�ÌÁÓÁ ÇÒÁÆÏ×.
§3. çÒÕ��Á ëÉÒÈÇÏÆÁúÁËÏÎÙ ëÉÒÈÇÏÆÁ �ÒÅÄÌÁÇÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÈÔÏËÉ × ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÊ �Å�É. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÈÏÖÉÈ �ÒÉÎ�É�Ï× �Ï ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÄÁ£Ô ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, �ÏÒÏÖÄÁÀ-ÝÉÈ ÇÒÕ��Õ, ÉÍÅÎÕÅÍÕÀ ÇÒÕ��ÏÊ ëÉÒÈÇÏÆÁ. äÁÌÅÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ Ñ×ÎÕÀËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ G { Ó×ÑÚÎÙÊ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ.úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ G ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÊ. ðÕÓÔØ v ∈ V (G), �ÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ v Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËFvertex(v) = ∑e∈in(v) e− ∑e∈out(v) e. úÄÅÓØ out(v) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ÓÍÅÖ-ÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ v É ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅ£, in(v) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ÓÍÅÖ-ÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ v É ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅ£ (�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÉ Ò£ÂÅÒ).ðÕÓÔØ W (G) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÉËÌÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ Ò£ÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ,w = [ek1 ; ek2 ; : : : ; ekm ℄ ∈ W { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÉËÌ (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ò£-ÂÅÒ × ÜÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂ-ÈÏÄÁ �ÉËÌÁ). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÔÏË ÞÅÒÅÚ w ËÁË Fpath(w) = ∑e∈w e∗sign(w; e).úÄÅÓØ sign(w; e) = 1, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e ÂÙÌÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉÏÂÈÏÄÁ �ÉËÌÁ w, É sign(w; e) = −1 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÉÄÁ Fvertex(v) = 0 ÉFpath(w) = 0, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V (G) É w ∈ W (G), ×ÍÅ-ÓÔÅ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ E(G) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ëÉÒÈÇÏÆÁ ÇÒÁÆÁ G.÷ ÒÁÂÏÔÅ [7℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. çÒÕ��Á ëÉÒÈÇÏÆÁ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÅÇÏ�ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å.äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ëÉÒÈÇÏÆÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ |E(G)| ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. íÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ



168 é. á. ëòåðëéêÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÔÏÌÂ�Ù ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ò£ÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ G, Á ÓÔÒÏËÉ {ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ×ÉÄÁ ∑k=1::|E(G)| ektk = 0 (ÚÄÅÓØ ek ∈ E(G),Á tk �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −1, 0 ÉÌÉ 1). óÔÒÏËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∑k=1::|E(G)| ektk = 0, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ [t1; t2; :::; t|E(G)|℄. îÏÒÍÁÌØÎÁÑÆÏÒÍÁ óÍÉÔÁ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, É Å£ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ s1; s2; :::; s|E(G)| Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÒÁ-ÆÁ G ËÁË S(G) ∼= ⊕k=1::|E(G)|Csk , ÇÄÅ Cn { �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄ-ËÁ n.
§4. îÏ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÏÂ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÅ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÒÁÆÁ ÅÇÏ ÇÒÕ��Å ëÉÒÈÇÏÆÁ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÄÌÑ Ï�É-ÓÁÎÉÑ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G. ðÏÔÏËÉ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÇÒÁÆÁ ÄÁÀÔ ÎÁÍ |V (G)| ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÌÉÛØ |V (G)| − 1ÉÚ ÎÉÈ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù S(G) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁË ÍÉ-ÎÉÍÕÍ |E(G)| ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. �.Å. ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ

|E(G)| − |V (G)| + 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ ÄÌÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. éÍÅÅÍ Ä×Á ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁG ÉH . ðÒÅÄ-�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ Ò£ÂÒÁ ÓÎÁÂÖÅÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ. ðÕÓÔØp; q ∈ V (G) { Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, x ∈ V (H). çÒÁÆ Xp �ÏÌÕÞÅÎÉÚ G É H ÓÌÉÑÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ p É x. çÒÁÆ Xq �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G É H ÓÌÉÑ-ÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ q É x. ïÂÁ ÇÒÁÆÁ ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ Ò£ÂÅÒ ÏÔ ÇÒÁ-ÆÏ× G É H . äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏS(Xp) ∼= S(Xq). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÇÒÕ��Ù ëÉÒÈÇÏÆÁ ÇÒÁÆÏ× Xp É Xq , ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Ï�ÉÛÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÓÏÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÇÒÁÆÏ× G É H . ÷ �ÒÅÄÅÌÁÈÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:
• V ′G = V (G) \ {p} \ {q},
• V ′H = V (H) \ {x},
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• C(G) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ |E(G)| − |V (G)|+1 ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ G,
• C(H) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ |E(H)| − |V (H)| + 1 ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ H .óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ G:
• Fvertex(v), v ∈ V ′G (×ÓÅÇÏ |V (G)| − 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
• Fvertex(q).(úÄÅÓØ ÎÁÍ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Õ�ÏÍÉÎÁÔØ Fvertex(p) × ÓÉÌÕ ÅÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÎÏ �ÏÌÅÚÎÏ �ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ

∑v∈V ′G Fvertex(v) + Fvertex(q) + Fvertex(p) = 0:)óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÁ G:
• Fpath(),  ∈ C(G) (×ÓÅÇÏ |E(G)| − |V (G)|+ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ H :
• Fvertex(v), v ∈ V ′H (×ÓÅÇÏ |V (H)| − 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ).(úÄÅÓØ ÎÁÍ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Õ�ÏÍÉÎÁÔØ Fvertex(x) × ÓÉÌÕ ÅÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÎÏ �ÏÌÅÚÎÏ �ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ

∑v∈V ′H Fvertex(v) + Fvertex(x) = 0:)óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÁ H :
• Fpath(),  ∈ C(H) (×ÓÅÇÏ |E(H)| − |V (H)|+ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ).äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆÙ Xp É Xq . ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏËÒÏÍÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÙXp ÉXq ÕÎÁÓÌÅÄÕÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. éÈ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ S(Xp) É S(Xq).îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ Xp:
• Fvertex(v), v ∈ V ′G (×ÓÅÇÏ |V (G)| − 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
• Fvertex(q),
• Fvertex(v), v ∈ V ′H (×ÓÅÇÏ |V (G)| − 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ).(÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÍ |V (G)|+ |V (H)| − 2 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ.)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÁ Fpath(), ∈ C(G), É Fpath(),  ∈ C(H), ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÉÈ ×ÓÅÇÏ

|E(G)|+ |E(H)| − |V (G)| − |V (H)|+ 2:



170 é. á. ëòåðëéê�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ×ÓÅÇÏ |E(G)|+|E(H)| = |E(Xp)| ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. éÈ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Xq ÔÁËÏ×:
• Fvertex(v), v ∈ V ′G,
• Fvertex(q) + Fvertex(x),
• Fvertex(v), v ∈ V ′H ,
• Fpath(),  ∈ C(G),
• Fpath(),  ∈ C(ò ).ó�ÉÓËÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ. üÔÏ Fvertex(q) ÄÌÑXp É Fvertex(q) + Fvertex(x) ÄÌÑ Xq . îÏ ∑v∈V ′H Fvertex(v) + Fvertex(x) = 0,Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÓÏÂÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÅÊ-ÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÒÕÇÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. �.Å. Ó�ÉÓËÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. éÍÅÅÍ Ä×Á ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁG ÉH . ðÒÅÄ-�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ Ò£ÂÒÁ ÓÎÁÂÖÅÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ. ðÕÓÔØp; q ∈ V (G) { Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G, Á r; s ∈ V (H) { Ä×ÅÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ H . çÒÁÆ X+ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G É H ÓÌÉÑÎÉÅÍ×ÅÒÛÉÎ p É r, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÒÛÉÎ q É s. çÒÁÆ X− �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G É H ÓÌÉÑ-ÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ p É s, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÒÛÉÎ q É r. (úÄÅÓØ ÓÎÏ×Á �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ,ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÏ× X− É X+ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉÒ£ÂÅÒ ÇÒÁÆÏ× G É H .) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÍÅÎÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ�ÏÄÇÒÁÆÁ H ⊂ F− ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ. (äÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÁÆÁ, Ô.Å. ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÅÇÏ �ÅÓÏÞÎÕÀ ÇÒÕ��Õ. äÁÌÅÅ ÜÔÏÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÔÏËÁ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÉËÌÏ×ÇÒÁÆÁ F−.) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÇÒÕ��Ù ëÉÒÈÇÏÆÁ ÇÒÁ-ÆÏ× X+ É X−, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.÷ �ÒÅÄÅÌÁÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:
• V ′G = V (G) \ {p} \ {q},
• V ′H = V (H) \ {r} \ {s},
• C(G) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ |E(G)| − |V (G)|+ 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ×ÇÒÁÆÁ G,
• C(H) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ |E(H)| − |V (H)|+1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ×ÇÒÁÆÁ H .óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ G:
• Fvertex(v), v ∈ V ′G (×ÓÅÇÏ |V (G)| − 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
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• Fvertex(q).(ðÒÉ ÜÔÏÍ ∑v∈V ′G Fvertex(v) + Fvertex(p) + Fvertex(q) = 0.)óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÁ G:
• Fpath(),  ∈ C(G) (×ÓÅÇÏ |E(G)| − |V (G)|+ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ H :
• Fvertex(v), v ∈ V ′H (×ÓÅÇÏ |V (H)| − 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
• Fvertex(s).(ðÒÉ ÜÔÏÍ ∑v∈V ′G Fvertex(v) + Fvertex(r) + Fvertex(s) = 0.)óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÁ G:
• Fpath(),  ∈ C(H) (×ÓÅÇÏ |E(H)| − |V (H)|+ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ).äÁÌÅÅ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÙÅ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÅÓÏÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÇÒÁÆÏ× F+ É F−, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ ÏÔ ÒÁÎÅÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× G É H .óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ F+:
• Fvertex(v), v ∈ V ′G (×ÓÅÇÏ |V (G)| − 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
• Fvertex(v), v ∈ V ′H (×ÓÅÇÏ |V (H)| − 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
• Fvertex(q) + Fvertex(s).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÁ F+:
• Fpath(),  ∈ C(G) (×ÓÅÇÏ |E(G)| − |V (G)|+ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
• Fpath(),  ∈ C(H) (×ÓÅÇÏ |E(H)| − |V (H)|+ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ),
• Fpath(x) + Fpath(y).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Fpath(x)+Fpath(y) { ÜÔÏ ÏÓÏÂÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. äÏ ÜÔÏÇÏÍÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÌÉ ×ÓÅÇÏ |E(G)|+ |E(H)|− 1 = |E(X+)|− 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ,É ÎÁÍ ÎÅ È×ÁÔÁÌÏ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÜÔÉÈ �ÅÌÅÊÂÅÓ�ÏÌÅÚÎÏ (ÕÖÅ ÅÓÔØ |V (G)| + |V (H)| − 3 = |V (X+)| − 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á). úÎÁÞÉÔ, ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÉËÌ, ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÏÔ C(G) ∪C(H). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÏÊÄ£Ô �ÉËÌ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ ×ÓÅÂÑ Ò£ÂÒÁ ÏÂÅÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ G É H . ðÕÓÔØ x { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ p É q ÇÒÁÆÁ G, Á y { �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ s É r ÇÒÁÆÁ H .÷ÍÅÓÔÅ x É y ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÎÁÍ �ÉËÌ × ÇÒÁÆÅ X+. óÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÍÕ, ÅÓÔØ Fpath(x) + Fpath(y).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ F−:
• Fvertex(v), v ∈ V ′G,
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• −Fvertex(v), v ∈ V ′H (ÚÎÁË \{" ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ Ò£ÂÅÒ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÕ H),
• Fvertex(q)−Fvertex(r) (ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÁÎÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ { ÜÔÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ F− ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÉÎ×ÅÒ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ Ò£ÂÅÒ �ÏÄÇÒÁÆÁ H).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÁ F−:
• Fpath(),  ∈ C(G),
• −Fpath(),  ∈ C(H) (ÚÎÁË \{" ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ Ò£ÂÅÒ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÕ H ; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ),
• Fpath(x) + Fpath(y).ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Fpath(x) +Fpath(y) �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ×ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆÁ F+. ÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÎÅ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÌÉÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ Ò£ÂÅÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÕ H , ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÅ-ÌÏ ÂÙ ËÁË Fpath(x) − Fpath(y), ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆÁ F− ÍÙ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÏÂÈÏÄÉÔØ �ÕÔØ y × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.C ÕÞ£ÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ∑v∈V ′G Fvertex(v) + Fvertex(r) + Fvertex(s) = 0, ÍÙÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ Ó�ÉÓËÁÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑF+ É F− ÎÅ ÓËÁÖÅÔÓÑ ÎÁ ÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:Fvertex(q)− Fvertex(r) = Fvertex(q) + Fvertex(s)− (Fvertex(s) + Fvertex(r))= Fvertex(q) + Fvertex(s) + ∑v∈V ′G Fvertex(v): �

§5. ðÅÓÏÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÌÁÎÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÒÁÆÕ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÍÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ { ÜÔÏ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á Ò£ÂÒÁ { ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÒÉ×ÙÅ ÎÁÎÅÊ. ïÂÌÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÆ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÅÇÏ ÇÒÁÎÑÍÉ. îÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ { ÔÏÖÅ ÇÒÁÎØ, ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÁÑ ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G′ Ë �ÌÁÎÁÒÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ G { ÜÔÏÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÇÒÁÎÑÍ ÇÒÁÆÁ G, �ÒÉÞ£ÍÄ×Å ÔÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ G ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ.



ðòéíåîåîéå óïï�îïûåîéê ëéòèçïæá 173éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÅÓÏÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × [14℄ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Ñ×ÎÏÍ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ��ÁÍÉ É ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ-�ÉÉ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÍÉ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÇÒÁÆÏ×).äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÎÅÍÕ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G′ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ S(G) ∼= S(G′).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÓÎÁÂÖ£Î �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊÒ£ÂÅÒ. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÇÒÁÆÁ G′ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÎÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÉÅË�ÉÉ:
• Zedge : E(G) → E(G′),
• Zvertex : V (G) → F (G′),
• Zfae : F (G) → V (G′).÷ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ ÔÁËÏ×Á: ÄÌÑ ÒÅÂÒÁ e ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ va É vb, ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ Ä×Å ÓÍÅÖÎÙÈ ÇÒÁÎÉ fp É fq ÇÒÁÆÁ G, ÒÅÂÒÏZedge(e) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Å ÓÍÅÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Zfae(fp) É Zfae(fq) É ÏÔÄÅ-ÌÑÅÔ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÇÒÁÎÉ Zvertex(va) É Zvertex(vb).äÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÙ G É G′ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ e∈E(G) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ÒÅÂÒÏ Zedge(e)∈E(G′),Á ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ v ∈ V (G′) ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ Z−1fae(v) ∈ F (G).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÒÅÂ£Ò ÇÒÁÆÁ G′ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉ�ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ Zfae(fp) Ë ×ÅÒÛÉÎÅ Zfae(fq) �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕÒÅÂÒÕ Zedge(e) ÇÒÁÆÁ G′ ÍÙ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ �ÅÒÅÓÅÞ£Í ÒÅÂÒÏ e ÇÒÁÆÁ G.åÓÌÉ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏe ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÒÅÂÒÁZedge(e) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÔ Zfae(fp) Ë Zfae(fq).÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÎÁÂÖÁÅÍ Zedge(e) ÉÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ. îÁ ÒÉÓ. 1ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÇÒÁÆÏ× G É G′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÒÅ-ÂÅÒ e É Zedge(e) Ó×ÑÚÁÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ ÒÉÓ. 2 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ G É G′; ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G′ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ üÊÌÅÒÁ ÉÚ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|E(G)| − |V (G)| + 1 = |F (G)| − 1:äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÕ��Ù S(G) ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ
|E(G)| − 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÉÄÁ Fvertex(v) É

|E(G)| − |V (G)|+ 1 = |F (G)| − 1
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òÉÓ. 1. ÷ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ Ò£ÂÅÒ e É Zedge(e).

òÉÓ. 2. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ G É G′, ÓÎÁÂÖ£ÎÎÙÅ ÔÒÅ-ÂÕÅÍÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ Ò£ÂÅÒ.ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÉÄÁ Fpath().óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓ-ËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. äÌÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏÔÉ�Á ÉÓËÌÀÞÉÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ÇÒÁÆÁ G (ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ×ÎÅÛÎÀÀ) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÇÒÁÎÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ�ÕÔØ, ÉÄÕÝÉÊ �Ï Ò£ÂÒÁÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÍ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ, ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.



ðòéíåîåîéå óïï�îïûåîéê ëéòèçïæá 175éÚ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÇÒÁÆÁ G′ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ E(G′) = E(G), V (G′) = F (G),F (G′) = F (G). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù S(G′) ÎÁÍ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ |E(G′)| − 1 = |F (G)| − 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ×ÉÄÁ Fvertex(v) É |F (G′)| − 1 = |E(G)| − 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÉÄÁ Fpath().ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Fvertex(v), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÅ v ∈ E(G), ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ×ÉÄÁ Fpath, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ �ÕÔÉ �Ï Ò£ÂÒÁÍ×ÏËÒÕÇ ÇÒÁÎÉ Zvertex(v) ÇÒÁÆÁ G′. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁFpath, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÕÔÉ ×ÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ f ∈ F (G), ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Fvertex(Zfae(f)), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G′.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ ÇÒÕ��Ù S(G), ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÕ��ÙS(G′), Ô.Å. S(G) ∼= S(G′). �

§6. úÁËÌÀÞÅÎÉÅäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ × ÓÔÁÔØÅ, ÂÙÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÅ �ÅÓÏÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÒÁÆÁ ÇÒÕ��Å ëÉÒÈÇÏÆÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ÷ ÄÁÎ-ÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒ �ÅÓÏÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ×ÍÅÓÔÏ ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÈ ÆÏÒÍ óÍÉÔÁ ÍÁÔÒÉ� ìÁ�ÌÁÓÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÙ óÍÉÔÁ ÍÁÔÒÉ� ëÉÒÈÇÏÆÁ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀÓÔÒÕËÔÕÒ �ÅÓÏÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÂÙÌ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ × [10℄. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÅ-ÎÉÀ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÄÅÌÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÏÌÅÅÎÁÇÌÑÄÎÙÍÉ, ÞÔÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ Ñ×ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÇÒÁÆÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ× ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Å ëÉÒÈÇÏÆÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÕÄÏÂÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ�ÅÓÏÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. P. Bak, C. Tang, K. Wiesenfeld, Self-organized ritiality: an explanation of 1=fnoise. | Phys. Rev. Lett. 59, No. 4 (1987), 381{384.2. D. Dhar, Self-organized ritial state of sandpile automaton models. | Phys. Rev.Lett. 64, No. 14 (1990), 1613{1616.3. A. E. Holroyd, L. Levine, K. Meszaros, Y. Peres, J. Propp, D. B. Wilson, Chip-�ringand rotor-routing on direted graphs, arxiv:0801.3306.4. R. Cori, D. Rossin, On the sandpile group of a graph. | European J. Combin. 21,No. 4 (2000), 447{459.
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