
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 447, 2016 Ç.á. â. ûÉÛËÉÎüëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú ÷ ñäòåïðåòá�ïòá óéííå�òéþîïê ó÷åò�ëé
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅéÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �Ï Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÓÉÎÔÅÚÕ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÁÎÁÌÉÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÔÉ�Á Ó×ÅÒÔËÉ [1℄. ï�ÉÛÅÍ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ 
0;
 { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉC, U { ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ 
0 + U ⊆ 
É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ O(
0), O(U), O(
) É O(C)ÎÁÄÅÌÅÎÙ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑÍÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ. ï�Å-ÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ Th : f(z) → f(z + h) (ÎÁ ÛÁÇ h ∈ U) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O(
0) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. åÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Th Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁehD : f(z) 7→ ∞∑n=0 hnn! (Dnf)(z):èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÜËÓ�ÏÎÅÎ-ÔÏÊ eh�, ÔÏ ÅÓÔØ Th(e�z) = e�zeh�:÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ O(C). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ATh) Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊA(eh�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ A-ÓÄ×ÉÇÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O(
0) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. óÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A-ÓÄ×ÉÇÁ ATh ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ATh(e�z) = e�zA(eh�):÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A-ÓÄ×ÉÇÁ ATh, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ f ∈ O(
) É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ S ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(
0). æÕÎË�ÉÑ '(h) := 〈S;ATh(f)〉 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ,Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ, ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ.129



130 á. â. ûéûëéîA-Ó×ÅÒÔËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ S. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ S É UÏ�ÅÒÁÔÏÒ f 7→ 〈S;ATh(f)〉 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ A-Ó×ÅÒÔËÉ, ÅÓÌÉÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O(U) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ A-Ó×ÅÒÔËÉ
〈S;ATh(f)〉 = 0; f ∈ O(
);ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.÷ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ 
 { ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ f ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ A-Ó×ÅÒÔËÉ ÍÏÖÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á O(
). ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÒÉ �ÒÉÍÅÒÁ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ A { ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A-ÓÄ×É-ÇÁ ATh ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ Th, Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅA-Ó×ÅÒÔËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ Ó×ÅÒÔËÉ
〈S; f(z + h)〉 = 0; f ∈ O(
):á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÒÁÂÏ-ÔÅ [2℄. óÌÕÞÁÊ 
 = C ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÓÑ ÒÁÎÅÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ [3, 4℄. á��ÒÏË-ÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ × ×ÅÓÏ×ÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g �ÏÌÏÖÉÍA(g)(z) := 1m ∑�∈(zm) 1m g(�):ï�ÅÒÁÔÏÒ A-ÓÄ×ÉÇÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ m-ÓÔÏÒÏÎ-ÎÅÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ f(z) 7→ 1m m−1∑k=0 f(z + !kh); ! := exp 2�im ;Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ A-Ó×ÅÒÔËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅÍ m-ÓÔÏÒÏÎÎÅÊ Ó×ÅÒÔËÉ

〈S; 1m m−1∑k=0 f(z + !kh)〉 = 0; f ∈ O(
):



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 131á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÒÁÂÏ-ÔÅ [6℄. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÓÉÎÔÅÚÕ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄.÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �(z) ÓÔÅ�ÅÎÉ m > 1 ÉÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g �ÏÌÏÖÉÍA(g)(z) := 1m ∑�∈�−1(�(z)) g(�):ï�ÅÒÁÔÏÒ A-ÓÄ×ÉÇÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �-ÓÄ×ÉÇÁf(z) 7→ ∞∑n=0 hnn! (sn(D)f)(z);ÇÄÅ sn(z) := A(�n)(z), sn(D) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ A-Ó×ÅÒÔËÉ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �-Ó×ÅÒÔËÉ
〈S; ∞∑n=0 hnn! (sn(D)f)(z)〉 = 0; f ∈ O(
):á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËÓ�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÓÉÎÔÅÚÕ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [8℄.ðÕÓÔØ �(z) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, C[�℄ { ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ �,C[�(z)℄{ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ �(z) (ËÏÌØ�Ï �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×).ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A : O(C) → O(C) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏÍ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ, ÅÓÌÉA(1) = 1; A(C[�℄) = C[�(z)℄:ï�ÅÒÁÔÏÒ A-Ó×ÅÒÔËÉ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �-ÓÉÍÍÅÔ-ÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÉ� �ÒÉ �Ï-ÒÑÄËÅ 1, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �(D) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ�-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï WS ⊆O(
) ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �(D). ÷ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ A-Ó×ÅÒÔËÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ (ÄÌÑ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ �(D)) �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ WS .÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÎÁ �ÅÌÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �(z) É ÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ A, �ÒÉ



132 á. â. ûéûëéîËÏÔÏÒÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ. �ÏÞÎÅÅ, ÎÁ �ÅÌÕÀÆÕÎË�ÉÀ �(z) ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÔÉ�Á Ï�ÅÎÏË ÓÎÉÚÕ ×ÎÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á \ÍÁÌÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ" (ÒÁÚÄÅÌ 5, ÓÉÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ), Á ÄÌÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ A �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlimn→∞;z→∞

1n ( |sn(z)|exp " |z|) 1n
6

1"e: (1)ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÉ�Á Ó×ÅÒÔËÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ (ÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ), ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÕÞÉÌÏ ÉÓÞÅÒ-�Ù×ÁÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. ïÎ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌ ÓÅÒØÅÚÎÏÊ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ É ÄÏËÁÚÁÎ�Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ:1) �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ (ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÅÌÙÈÆÕÎË�ÉÊ [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 3℄;2) Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ×ÅÓÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 4℄;3) ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �ÅÌÙÈ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á [9, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄;4) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × Ó�Å�É-ÁÌØÎÏÍ ×ÅÓÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1).
§2. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ. ðÕÓÔØ�(z) := ∞∑n=0 nzn{ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏÏÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. úÎÁÞÉÔ, �(C) = C. üÌÅ-ÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á C[�(z)℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÁË �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ z, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �(z) ÉÍÅÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÉ� �ÒÉ



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 133�ÏÒÑÄËÅ 1. ãÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓ-ÌÉ ÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ g ◦ �, ÇÄÅ g { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. æÕÎË�ÉÉ ÉÚ ËÏÌØ�Á C[�(z)℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ �ÅÌÙÍÉ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ O�(C). �Ï�ÏÌÏÇÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O�(C) ÉÎÄÕ-�ÉÒÕÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(C).ìÉÎÅÊÎÏÅ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅsym : O(C)→ O�(C)ÎÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ:10: sym1 = 1;20: symC[�℄ = C[�(z)℄;30: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 30 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÄÌÑ ÌÀÂÙÈ " > 0 É "0 ∈ (0; ") ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ N ∈ N É R > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ n > N ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|sn(z)| 6 ( n"0e)n e"|z| = ( n"0)n e"|z|−n: (2)úÄÅÓØ ÓÉÍ×ÏÌ sn(z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ (sym�n) (z) ÏÄÎÏÞÌÅ-ÎÁ �n.åÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ�-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ sym ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ sym�.2. ðÒÅÅÍÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ �(z) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ�(z) := m∑n=0 nzn; m > 1; m 6= 0;ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ(sym g) (z) := 1m ∑�∈�−1(�(z)) g(�): (3)üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁ-ËÒÙÔÉÑ (C; �;C), �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ × ÅÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅÔÏÞËÉ É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ O�(C) [10, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2℄. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ sym : O(C) → O�(C) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ.



134 á. â. ûéûëéîðÕÓÔØ d { ËÏÍ�ÁËÔ × C. �ÁË ËÁË × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ � : C→ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÔÏ �−1(�(d)) { ËÏÍ�ÁËÔ × C. éÚÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ Ï�ÅÎËÉmaxz∈d |(sym g) (z)| 6 max�∈�−1(�(d)) |g(�)|×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ sym : O(C)→ O�(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ.äÁÌÅÅ �ÒÏ×ÅÒÉÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ 10, 20 É 30. ðÕÓÔØ� ∈ �−1(�(z)). ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×�(�; z) := |�|m
|�(z)| − |z|m|�(z)| → 0�ÒÉ z →∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ " > 0 É "0 ∈ (0; ") ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁ-ËÏÅ R > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|�|n = (1 + �(�; z) |�(z)|
|z|m ) nm

|z|n 6

( ""0)n |z|n :ðÒÏÓÔÙÅ ÓÌÏÉ �−1(�(z)) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �(z) ÓÏÄÅÒÖÁÔ m ÔÏÞÅË. úÎÁÞÉÔ,× ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ (C; �;C), ÌÅÖÁÝÉÈ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|sn(z)| 6 1m ∑�∈�−1(�(z)) |�|n 6

( ""0)n |z|n :æÕÎË�ÉÑ r 7→ rne−"r × ÔÏÞËÅ r = n" �ÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×ÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÌÕÞÅ r > 0 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ( n"e)n, ÚÎÁÞÉÔ,rn 6

( n"e)n e"r = (n" )n e"r−n: (4)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ(C; �;C), ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|sn(z)| 6 ( ""0)n |z|n 6

( n"0)n e"|z|−n:éÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ (C; �;C) ËÏ-ÎÅÞÎÏ. úÎÁÞÉÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ×ÓÀ ×ÎÅÛ-ÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ |z| < R. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 30 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. ÷Ù-�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ 10 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ 20. åÓÌÉ



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 135� := �(z), ÔÏ |�|
|z|m → |m| > 0 �ÒÉ z → ∞. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÈ |z| ÉÍÅÅÍ

|z|m 6
2 |�|
|m| :�ÁË ËÁË sn ∈ O�(C), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ sn = �n ◦ �, ÇÄÅ�n { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ " > 0, "0 ∈ (0; ")É n ∈ N ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|sn(z)| 6 ( ""0)n |z|n ;ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ |z| ÉÍÅÅÍ
|�n(�)| = |sn(z)| 6 ( ""0)n |z|n 6

( ""0)n(2 |�||m|) nm :ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �n { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 nm) É, ÚÎÁÞÉÔ, sn(z) ∈C[�(z)℄. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ (sym�(�)n) (z) = �(z)n, �ÏÌÕÞÁÅÍ symC[�℄ =C[�(z)℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ 20 ÄÏËÁÚÁÎÏ.3. îÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ.õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 10, 20 É 30 Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �(z) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉm > 1.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉg(�) := ∞∑n=0 an�n�ÏÌÏÖÉÍ (sym g) (z) := a0 + ∞∑n=1 ann(m+1)n�(z)n: (5)ìÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ O�(C)É Ï�ÅÒÁÔÏÒ sym : O(C) → O�(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. õÂÅÄÉÍÓÑ × ÅÇÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 2.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ C" > 1, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈn ∈ N É z ∈ C ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|�(z)|n 6 C"n(m+1)ne"|z|:



136 á. â. ûéûëéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a; b > 0É ÌÀÂÏÍ n ∈ N ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ï�ÅÎËÉ
|�(z)|n 6 (a |z|m + b)n 6

{ (a+ b)n ; ÅÓÌÉ |z| 6 1;(a+ b)n |z|mn ; ÅÓÌÉ |z| > 1:úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ |z| 6 1 ÉÍÅÅÍ
|�(z)|n 6 (a+ b)n 6 (a+ b)n e"|z| 6 C ′n(m+1)ne"|z|;ÇÄÅ C ′ := supn∈N( a+ bnm+1)n :÷ ÓÉÌÕ (4) �ÒÉ |z| > 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ

|�(z)|n 6 (a+ b)n |z|mn 6 (a+ b)n (mn"e )mn e"|z| 6 C ′"n(m+1)ne"|z|;ÇÄÅ C ′" := supn∈N( (a+ b)mm"memn )n :ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏÌÏÖÉÔØ C" := max {1; C ′; C ′"}. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ d ⋐ C É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊgk(�) := ∞∑n=0 ak;n�n;ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(C). ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ z ∈ d ÉÍÅÅÍ
|(sym gk) (z)| 6 |ak;0|+ ∞∑n=1 |ak;n|n(m+1)nC1n(m+1)ne|z| 6 Md ∞∑n=0 |ak;n|;ÇÄÅMd := max{C1e|z| : z ∈ d}. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ z ∈ d ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

|(sym gk) (z)| 6 Md ∞∑n=0 Mgk(2)2n = 2MdMgk (2);ÇÄÅ Mgk(2) := max {|gk(�)| : |�| 6 2} → 0 �ÒÉ k →∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
‖sym g‖d := maxd |sym gk| → 0; k →∞:ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ sym gk → 0 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O�(C), ÔÏ ÅÓÔØÏ�ÅÒÁÔÏÒ sym : O(C) → O�(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ.



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 137ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ 10, 20 É 30. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, sym1 = 1 Ésn(z) = 1n(m+1)n�(z)nÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n, ÚÎÁÞÉÔ, symC[�℄ = C[�(z)℄, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏ-×ÉÑ 10 É 20 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÕÓÔØ " > 0. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n É ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ z ÉÍÅÅÍ
|sn(z)| = 1n(m+1)n |�(z)|n 6 C"e"|z|:÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ "0 ∈ (0; ") É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N > C""e. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ×ÓÅÈ n > N ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1 6 C" 6

N"e 6
n"0e 6

( n"0e)n = ( n"0)n e−n:úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > N É ×ÓÅÈ z ∈ C ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|sn(z)| 6 C"e"|z| 6

( n"0e)n e"|z| = ( n"0)n e"|z|−n:üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 30 ÔÏÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.4. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÓÌÏÉ �−1(�(z)) ÆÕÎË�ÉÉ � (z) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ, ÚÎÁÞÉÔ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ (3) ÔÅÒÑÅÔ ÓÍÙÓÌ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÖÅ (5) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅÒÁÚ×ÉÔÉÅ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÆÏÒÍÉÍ × ×ÉÄÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ.îÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀm(r), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ +∞,ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÔÏÞÎÅÎÎÙÍ ×ÅÓÏÍ �ÏÒÑÄËÁ � ∈ [0;+∞), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÅÔ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ Ém(r)ln r →∞; m′(r)rm(r) → �; r → +∞:õÔÏÞÎÅÎÎÙÊ ×ÅÓ m(r) ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ×ÅÓÏÍ �ÏÒÑÄËÁ �, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅlimr→+∞

m′(r)r ln rm(r) = limr→+∞

lnm(r)ln ln r = � ∈ (1;+∞): (6)õÓÌÏ×ÉÅ (6) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ m(er) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔÏÞÎÅÎÎÙÍ ×ÅÓÏÍ�ÏÒÑÄËÁ � ∈ (1;+∞). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (6) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ m(r) ∼



138 á. â. ûéûëéîln� r, ÔÏ ÅÓÔØ lnm(r)− ln ln� r = o (ln ln r) ; r → +∞:çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ E (× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ) ÍÅÎØÛÅ " ∈ (0;+∞), ÅÓÌÉ ÜÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ ËÏÌÅ�� := {{z : ||z| − tn| 6 rn} : n ∈ N};ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ tn ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÕÀ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Ém� := limr→+∞

1r ∑tn<r rn < ":åÓÌÉ ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÒÁÄÉÁÌØÎÕÀ�ÌÏÔÎÏÓÔØ.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÊÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {� ∈ C : �−1 (�) \ E 6= ∅
}. çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ �ÅÌÁÑÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÁÂÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÓ � �ÏÒÑÄËÁ � ∈ (1;+∞), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ " ∈ (0; 12 ) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E", ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏÍÅÎØÛÅ ", É ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �" > 1, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ Ê" É ÌÀÂÏÇÏz ∈ �−1 (�) \ E" ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ï�ÅÎËÉ�−1" 6

� (|�|)
|z| 6 �": (7)÷ ÒÁÂÏÔÅ [9, �. 1.2℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÁÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑ � (z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×�ÏÌÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ �ÒÉ ÕÔÏÞÎÅÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �(r) → �′ ∈ (0; 1) Ó �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍ.ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÁÂÏÍÕ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ d ⋐ C ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔd′ ⋐ C, ÞÔÏ d = � (d′).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÁÂÏÍÕ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÀ. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ d ⋐ C É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ " ∈



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 139(0; 12 ). �ÁË ËÁË ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E" ÍÅÎØÛÅ ", ÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ |z| = rn, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ E" É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ0 < r1 6 rn < rn+1 →∞; n→ +∞[9, �. 1.1℄. åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ÔÏÞËÁ z0 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| =rn, ÔÏ �0 := �(z0) ∈ Ê" É z0 ∈ �−1 (�0) \E". úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ (7) �ÒÉ ×ÓÅÈÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ � ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ï�ÅÎËÉ�−1" rn 6 �(|�(rnei�)|); n ∈ N: (8)ðÕÓÔØ tn := �((2�")−1 rn); Gn := �−1(� (0; tn)) ∩�(0; rn) ;ÇÄÅ � { ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ �, � (0; tn) { ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ {� : |�| < tn},� (0; rn) { ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ {z : |z| < rn}. éÚ Ï�ÅÎÏË (8) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n ÓÕÖÅÎÉÅ �n (z) ÆÕÎË�ÉÉ � (z) ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Gn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÒÕÇ � (0; tn)É �ÒÉ ÜÔÏÍ tn → +∞ [9, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4℄. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ d ⋐ �(0; tn) É �n-�ÒÏÏÂÒÁÚd′ := �−1n (d) = �−1 (d)∩Gn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ ×Gn É, ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ × C. ðÒÉ ÜÔÏÍ d = �n(�−1n (d)) = �(�−1n (d)) = �(d′). �îÁËÏÎÅ�, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. åÓÌÉ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÁÂÏÍÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÓÌÁÂÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ, ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊÔÉ� �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1 [9, �. 2.2℄. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g �ÏÌÏÖÉÍ(sym g) (z) := a0 + ∞∑n=1 anbn �(z)n; (9)ÇÄÅ an := 1n!g(n)(0); bn > supz∈C{|�(z)|n e− 1n |z|} > 0:õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (9) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ O�(C). äÌÑÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÅÌÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ-�ÁËÔ d ⋐ C. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2.2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔ d′ ⋐ C, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ d = � (d′). äÌÑ ÌÀÂÙÈ n ∈ N, � ∈ d É z ∈ �−1 (�)∩d′



140 á. â. ûéûëéîÉÍÅÅÍ bn > |�(z)|n e− 1n |z| = |�|n e− 1n |z| > |�|n e−|z|:úÎÁÞÉÔ, ∣∣∣∣
anbn �n∣∣∣∣ 6 |an|e|z| 6 Md′|an|;ÇÄÅ Md′ := max{e|z| : z ∈ d′}. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑG(�) := a0 + ∞∑n=1 anbn �nÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ É �ÒÉ ÜÔÏÍ sym g = G ◦ �.ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ sym : O(C) → O�(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.õÂÅÄÉÍÓÑ × ÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ-�ÁËÔ d ⋐ C É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ gk,ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(C). äÌÑ ÌÀÂÙÈ n ∈ N É z ∈ dÉÍÅÅÍ
|�(z)|n 6 bne 1n |z|;ÚÎÁÞÉÔ,

|(sym gk) (z)| 6 |ak;0|+ ∞∑n=1 |ak;n|e 1n |z|
6 Md ∞∑n=0 |ak;n|;ÇÄÅ ak;n := 1n!g(n)k (0), Md := max{e|z| : z ∈ d}. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ z ∈ d ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|(sym gk) (z)| 6 Md ∞∑n=0 Mgk(2)2n = 2MdMgk (2);ÇÄÅ Mgk(2) := max|�|62 |gk(�)| → 0 �ÒÉ k → ∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,sym gk → 0 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O�(C), ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ sym :O(C)→ O�(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ 10, 20 É 30. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, sym1 = 1 Ésn(z) = 1bn�(z)nÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n, ÚÎÁÞÉÔ, symC[�℄ = C[�(z)℄, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏ-×ÉÑ 10 É 20 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n É ÌÀ-ÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ z ÉÍÅÅÍ
|sn(z)| = 1bn |�(z)|n 6 e 1n |z|: (10)



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 141÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ " > 0, "0 ∈ (0; ") É N > max{"0e; 1"}. ÷ ÓÉÌÕ(4) É (10) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > N É ×ÓÅÈ z ∈ C ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áen 6

( n"0e)n e"0e 6

( n"0)n e"0e−n 6

( n"0)n ;
|sn(z)| 6 e 1n |z|

6 e"|z| 6 ene"|z|−n 6

( n"0)n e"|z|−n:üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 30 ÔÏÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
�5. ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ. ðÕÓÔØ �(z) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(z) Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,É ÉÚÕÞÉÍ ÅÇÏ �ÅÒ×ÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ(sym g) (z) = ∞∑n=0 g(n)(0)n! sn(z):ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍgk (�) := k∑n=0 g(n)(0)n! �nÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë g (�) × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(C). ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(sym gk) (z) = k∑n=0 g(n)(0)n! sn(z)ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë sym g × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O�(C). �ðÕÓÔØ " > 0 É P" := P [1; ") { ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÕËÏÔÏÒÙÈ ÔÉ� �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1 ÍÅÎØÛÅ ".ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ symP" ⊆ P".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g ∈ P". ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A > 0 É "1 ∈ (0; ")×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ �Ï � ∈ C Ï�ÅÎËÁ

|g(�)| 6 A exp "1 |�| :



142 á. â. ûéûëéîéÚ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|an| := ∣∣∣∣g(n)(0)n! ∣∣∣∣ 6

( n"1)−n max
|�|6 n"1 |g(�)| 6 A(e"1n )n :÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ "2 ∈ ("1; ") É "3 ∈ ("2; "). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 30 ÎÁÊ-ÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ N ∈ N É R > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > N ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|sn(z)| 6 ( n"2e)n exp "3 |z| :÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á 1 ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|(sym g) (z)| 6 N∑n=0 |an| |sn(z)|+ ∞∑n=N+1 |an| |sn(z)|

6

N∑n=0A(e"1n )n |sn(z)|+ ∞∑n=N+1A(e"1n )n( n"2e)n e"3|z| 6 ABe"3|z|;ÇÄÅ B := N∑n=0(e"1n )nBn + ∞∑n=N+1("1"2)n ; Bn := supz∈C |sn(z)|e"3|z| :úÎÁÞÉÔ, sym g ∈ P". �äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ "′ > 0 ÓÉÍ×ÏÌÏÍ P [1; "′℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÁÎÁÈÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ g, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÉ� �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ "′, Ó ÎÏÒÍÏÊ
‖g‖"′ := sup�∈C |g (�)|exp "′ |�| :ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P [1; "′℄, "′ ∈ (0; "), ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÊ Ó�ÅËÔÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ×�ÏÌÎÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ P [1; "′℄ ⊆ P [1; "′′℄, "′ < "′′. îÁÄÅÌÉÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P" ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ÜÔÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ.ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. ï�ÅÒÁÔÏÒ sym : P" → P" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ gk ∈ P" É gk → 0 × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á P". éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P"



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 143×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ak > 0 É "1 ∈ (0; ") ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÙÅ �Ï � ∈ C Ï�ÅÎËÉ
|gk(�)| 6 Ak exp "1 |�| :ðÒÉ ÜÔÏÍ Ak → 0. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ×ÙËÌÁÄËÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á 2,�ÒÉÈÏÄÉÍ Ë Ï�ÅÎËÁÍ

|(sym gk) (z)| 6 AkB exp "3 |z| ; |z| > R;ÇÄÅ "3 ∈ ("1; "). ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÉÌÕ �ÒÉÎ�É�Á ÍÁËÓÉÍÕÍÁ × ËÒÕÇÅ |z| < R×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|(sym gk) (z)| 6 AkB exp "3R:ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏsupz∈C |(sym gk) (z)|exp "3 |z| 6 AkB exp "3R→ 0; k →∞:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, sym gk → 0 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P [1; "3℄ É, ÚÎÁÞÉÔ, × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å P". �

§3. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×1. äÕÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÕÓÔØ 
 { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × C; O(
) {�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ × 
, Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ; O∗(
) { ÅÇÏ ÓÉÌØÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï; L
 { �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕS ∈ O∗(
) ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÅÌÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏÔÉ�Á '(�) := 〈S; e�z〉; P (
) { �ÏÌÎÙÊ ÏÂÒÁÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ L
. éÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L
 : O∗(
) → P (
) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÍ. ïÎÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ × P (
) ÏÔÄÅÌÉÍÕÀ ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÀ. åÓÌÉ 
 { ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏP (
) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ P [1; H
), ÇÄÅ H
 { Ï�ÏÒÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 × ÓÍÙÓÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ [11℄. �ÁË ËÁË L
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÏ ÅÇÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L∗
 ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÓÏ-�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P ∗(
) ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï O∗∗(
). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) É



144 á. â. ûéûëéîÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÅÇÏ ×ÔÏÒÙÍ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ. ÷ÏÚÎÉËÛÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ÕÄÏÂÎÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÁ O∗(
)L

��P (
) (∗)
←→

O(
)P ∗(
)L∗
OOäÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: (L∗
)−1 = (L−1
 )∗ ; L−1
 = ((L∗
)−1)∗ ; (11)ÇÄÅ (L−1
 )∗ É ((L∗
)−1)∗ { ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ë ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑÍ L−1
 É (L∗
)−1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ' ∈ P (
) É f ∈ O(
) ÉÍÅÅÍ
〈'; (L∗
)−1 (f)〉 = 〈L
 ◦ L−1
 ('); (L∗
)−1 (f)〉= 〈L−1
 ('); f〉 = 〈'; (L−1
 )∗ (f)〉 ;
〈L−1
 ('); f〉 = 〈L−1
 ('); L∗
 ◦ (L∗
)−1 (f)〉 = 〈'; (L∗
)−1 (f)〉= 〈((L∗
)−1)∗ ('); f〉 :üÌÅÍÅÎÔÙ '̂ := L−1
 (') ∈ O∗(
) É f̂ := (L∗
)−1 (f) ∈ P ∗(
) ÎÁÚÙ×ÁÅÍÄÕÁÌØÎÙÍÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ' ∈ P (
) É f ∈ O(
) ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ' ∈ P (
), f ∈ O(
) É ÉÈ ÄÕÁÌØÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó×ÑÚÁÎÙ �ÒÏÓÔÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

〈'̂; f〉 = 〈'̂; L∗
 (f̂)〉 = 〈L
 ('̂) ; f̂〉 = 〈'; f̂〉 : (12)äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ z ∈ 
 ÆÕÎË�ÉÑ � 7→ ez� �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ P (
) É ez� = L
(Æz), ÇÄÅ Æz { ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÉÚ O∗(
), ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ 〈Æz; f〉 = f(z). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,êz� = L−1
 (ez�) = Æz: (13)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ � ∈ C ÆÕÎË�ÉÑ z 7→ e�z �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ O(
) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ '̂ ∈ O∗(
)



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 145Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
〈'̂; e�z〉 = '(�) = 〈L
('̂); Æ�〉 = 〈'̂; L∗
 (Æ�)〉 ;ÇÄÅ Æ� { ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÉÚ P ∗(
), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ 〈'; Æ�〉 = '(�).ìÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O(
) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, e�z = L∗
 (Æ�) É ê�z = (L∗
)−1 (e�z) = Æ�: (14)éÚ (12), (13) É (14) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ' ∈ P (
) Éf ∈ O(
) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

〈'̂; e�z〉 = 〈'; Æ�〉 = '(�); 〈ez�; f̂〉 = 〈Æz; f〉 = f(z):ðÏÓÌÅ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ (�Ï � É �Ï z) �ÏÌÕÞÁÅÍ:(Dn') (�) = 〈'̂; zne�z〉 ; (Dnf) (z) = 〈�nez�; f̂〉 ; n ∈ N ∪ {0}: (15)2. äÕÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ 
0, 
 { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ×C; u : O(
) → O(
0), v : P (
0) → P (
) { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ; u∗ : O∗(
0) → O∗(
), v∗ : P ∗(
) → P ∗(
0) { ÉÈ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕO∗(
0) u∗

//L
0
��

O∗(
)L

��P (
0) v // P (
) (∗)
←→

O(
) u // O(
0)P ∗(
) v∗ //

L∗
 OO P ∗(
0)L∗
0OOåÓÌÉ ÜÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ: v ◦ L
0 = L
 ◦ u∗; u ◦ L∗
 = L∗
0 ◦ v∗;ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÕÁÌØÎÙÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀu É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ u⊛, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÕÁÌØÎÙÍ�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ v É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ v⊛. äÌÑÄÕÁÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:u⊛ = L
 ◦ u∗ ◦ L−1
0 ; v⊛ = L∗
0 ◦ v∗ ◦ (L∗
)−1 :úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ' ∈ P (
0) É f ∈ O(
) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:
〈u⊛('); f̂〉 = 〈L
 ◦ u∗ ◦ (L
0)−1 ('); (L∗
)−1 (f)〉 = 〈'̂; u(f)〉 ; (16)
〈'̂; v⊛(f)〉 = 〈(L
0)−1 ('); L∗
0 ◦ v∗ ◦ (L∗
)−1 (f)〉 = 〈v('); f̂〉 :



146 á. â. ûéûëéîåÓÌÉ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ �ÏÌÏÖÉÔØ f(z) := e�z, z ∈ 
, ÔÏ ÉÚ (14)×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ � ∈ C Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á u⊛(')(�) = 〈u⊛('); Æ�〉 = 〈u⊛('); ê�z〉 = 〈'̂; u(e�z)〉 : (17)åÓÌÉ ÖÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ �ÏÌÏÖÉÔØ '(�) = ez�, � ∈ C, ÔÏ ÉÚ(13) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ z ∈ 
0 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÒÁ×ÅÎÓÔ×Áv⊛(f)(z) = 〈Æz; v⊛(f)〉 = 〈êz�; v⊛(f)〉 = 〈v(ez�); f̂〉 : (18)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (u∗)∗ = uÉ (v∗)∗ = v. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(u⊛)∗ = (L−1
0 )∗ ◦ u ◦ L∗
 = (L∗
0)−1
◦ u ◦ L∗
;(v⊛)∗ = ((L∗
)−1)∗

◦ v ◦ L
0 = L−1
 ◦ v ◦ L
0 :úÎÁÞÉÔ,
(u⊛

)⊛ = L∗
0 ◦ ((L∗
0)−1
◦ u ◦ L∗
) ◦ (L∗
)−1 = u; (19)

(v⊛
)⊛ = L
 ◦ (L−1
 ◦ v ◦ L
0) ◦ L−1
0 = v:3. äÕÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ 
0, 
 { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, 
0 ⊆ 
.íÎÏÇÏÞÌÅÎ g (�) ÓÔÅ�ÅÎÉ m �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ mg(D) : O(
) → O(
0)| f(z) 7→ m∑k=0 g(k) (0)k! (Dkf)(z):äÕÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g(D)⊛ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
0) × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P (
). ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÉÌÕ (17) É (15)g(D)⊛(')(�) = 〈'̂; g(D) (e�z)〉 = 〈'̂; g(�)e�z〉 = g(�)'(�):éÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÕÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g(D)⊛ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ vg : P (
0) → P (
) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g (�).úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ (19) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g(D) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÄÕÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ v⊛g : O(
)→ O(
0).ðÕÓÔØ g(�) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. äÕÁÌØÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 147ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ g(D), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O(
0). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ:40: ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ vg ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÅÌÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g(�) ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
0) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P (
) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙÍ;50: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× gn(�), ÞÔÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ vgn(ez�) = gn(�)ez� ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë vg(ez�) = g(�)ez� ×ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï z ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ 
0.åÓÌÉ f ∈ O(
) É z ∈ 
0, ÔÏ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (18) É ÕÓÌÏ×ÉÑ 40×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
(v⊛gn(f)) (z) = 〈vgn (ez�) ; f̂〉 = 〈gn(�)ez�; f̂〉 ;
(v⊛g (f)) (z) = 〈vg (ez�) ; f̂〉 = 〈g(�)ez�; f̂〉 :÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 50

(v⊛g (f)− v⊛gn(f)) (z) = 〈g(�)ez� − gn(�)ez�; f̂〉→ 0ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ 
0. úÎÁÞÉÔ, v⊛gn(f) → v⊛g (f) × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å O(
0). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ (15)
〈gn(�)ez�; f̂〉 = (gn(D)f) (z);ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, gn(D)f → v⊛g (f) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(
0). ìÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ v⊛g (f) ∈ O(
0) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× gn(�), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ 50. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ 40 É 50, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(g(D)f) (z) := (v⊛g (f)) (z) = 〈g(�)ez�; f̂〉 (20)ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ g(D) : O(
) →O(
0).äÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ 
0, 
 É ËÒÕÇ U" :=� (0; ") ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ 
0 + U" ⊆ 
. ðÕÓÔØ g(�) ∈ P",gn(�) := n∑k=0 akk! �k



148 á. â. ûéûëéî{ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ g(�). ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏgn(�) → g(�) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P". ðÒÉ ÜÔÏÍ gn(�)ez� → g(�)ez� × ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
), �ÒÉÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ �Ï z ÎÁËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ 
0 [12, ÌÅÍÍÁ 3.1℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÆÕÎË�ÉÀ g(�) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
0) × ÜÌÅÍÅÎÔÙ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ [13, ÔÅÏÒÅÍÁ 14.2℄. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ 40 É 50 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (20) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g(D) :O(
) → O(
0). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ O(
) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ g(D)f = ∞∑k=0 akk!Dkf (21)É ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ 
0.åÓÌÉ g(�) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1, ÔÏ ×Ù-ÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ d ⋐ 
 É �ÏÄÂÅÒÅÍ " > 0 É ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÕÀÏÂÌÁÓÔØ 
0(d) ÔÁË, ÞÔÏ d ⋐ 
0(d) É 
0(d) + U" ⊆ 
. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ gn(�) ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ g(�) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ËÎÅÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P", ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, gn(�)ez� → g(�)ez� × ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
), �ÒÉÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ �Ï z ∈ d. ÷ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÍ�ÁËÔÁ d ⋐ 
 ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï z ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ 
. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ g(�) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
) × ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÕÓÌÏ×ÉÑ 40 É 50 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (20) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g(D) : O(
) → O(
). ðÒÉÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ O(
) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (21), × ËÏÔÏÒÏÍÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ 
.4. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ëÁË É �ÒÅ-ÖÄÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÉ��ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1 É ÄÌÑ ÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ sym :O(C) → O�(C). �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏËÁÖÄÙÊ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ◦ � ∈ C[�(z)℄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ p(�(D)) : O(
) →O(
). óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØ�Ï, ËÏÔÏÒÏÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ C[�(D)℄.



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 149ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈P" ÅÅ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ sym g ÔÏÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ P".äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ(sym g) (D) : O(
)→ O(
0)ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ g(D) ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ sym g(D).åÓÌÉ g (�) ≡ �n, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÀ (sym g) (z) ÍÙ ÒÁÎÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÓÉÍ×Ï-ÌÏÍ sn (z), ÚÎÁÞÉÔ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ sym g(D) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ sn(D). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 20 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ sn(z)ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÉ� �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1, ÚÎÁÞÉÔ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ sn(D) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O(
).äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ U" ÆÕÎË�ÉÑ g(�) := eh� �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Õ P". ÷ ÓÉÌÕ (15) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒg(D) := ehD ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ O(
) ÅÅ ÓÄ×ÉÇ
〈eh�ez�; f̂〉 = 〈e�(z+h); f̂〉 = f(z + h)ÎÁ ÛÁÇ h. �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ehD ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍsym ehD. ïÂÒÁÚ (sym ehD) (f) ∈ O(
0) ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÓÄ×ÉÇÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ O(
) ÎÁ ÛÁÇ h É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ sym f(z+h).ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ.ó×ÏÊÓÔ×Ï 4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ z ∈ 
0 É h ∈ U" ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑsym f(z + h) = ∞∑n=0 hnn! (sn(D)f) (z) = 〈ez� (sym� eh�) (�); f̂〉 ;�ÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï (z; h) ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ ÂÉ�ÉÌÉÎ-ÄÒÁ 
0 × U".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ d É d′ { ËÏÍ�ÁËÔÙ × 
0 É U" ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,"′ ∈ (|d′| ; "), ÇÄÅ |d′| := maxh∈d′ |h|. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅÓÕÍÍÙ gm(�; h) := m∑n=0 hnn! �nÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë eh� �Ï ÎÏÒÍÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P [1; "′℄ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï h ∈ d′.úÎÁÞÉÔ, gm(�; h) → eh� × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P" ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï



150 á. â. ûéûëéîh ∈ d′. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3 Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉsym� m∑n=0 hnn! �n = m∑n=0 hnn! sym� �n → sym� eh�× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P" ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï h ∈ d′. úÎÁÞÉÔ,ez� m∑n=0 hnn! sn(�) = ez� m∑n=0 hnn! (sym� �n) (�) → ez� (sym� eh�) (�)× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
), �ÒÉÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÊ �Ï z ∈ d É h ∈ d′ [12, ÌÅÍÍÁ 3.1℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÄÕÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ (20)
〈sn(�)ez�; f̂〉 = (sn(D)f) (z):ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏm∑n=0 hnn! (sn(D)f) (z)→ 〈ez� (sym� eh�) (�); f̂〉ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï z ∈ d É h ∈ d′. �éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÓÄ×ÉÇsym f(z+h) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ÂÉ�ÉÌÉÎÄÒÅ 
0×U".ó×ÏÊÓÔ×Ï 5. äÌÑ ÌÀÂÙÈ h ∈ U" É � ∈ C ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(sym ehD) (e�z) = e�z ∞∑n=0 hnn! sn(�) = e�z (sym� eh�) (�);�ÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï (z; h) ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ ÉÚ ÂÉ�ÉÌÉÎ-ÄÒÁ 
0 × U".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÄÕÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ (20) É �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ (14) ÉÍÅÅÍsn(D)e�z = e�zsn(�);ÚÎÁÞÉÔ, �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ 4(sym ehD) (e�z) = ∞∑n=0 hnn! sn(D)e�z = e�z ∞∑n=0 hnn! sn(�):



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 151ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ sym ehD ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�0 ∈ C ÉÍÅÅÍ (sym ehD)(e�0z) = 〈ez� (sym� eh�) (�); ê�0z〉:õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ê�0z = Æ�0 { ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÉÚ P ∗(
), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ ' 7→ '(�0), �ÏÌÕÞÁÅÍ(sym ehD)(e�0z) = 〈ez� (sym� eh�) (�); Æ�0〉 = e�0z (sym� eh�) (�0):�ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ. �ó×ÏÊÓÔ×Ï 6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (sym ehD)⊛ : P (
0) → P (
), ÄÕÁÌØÎÏÅ �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ sym ehD : O(
) → O(
0), ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ '(�) 7→ '(�) (sym� eh�) (�):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ' ∈ P (
0). äÌÑÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ � ∈ C ÆÕÎË�ÉÑ e�z �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ O(
), �ÒÉ-ÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ê�z �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P ∗(
) É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ '→'(�). ÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (16)
((sym ehD)⊛ (')) (�) = 〈(sym ehD)⊛ (') ; ê�z〉 = 〈'̂; (sym ehD)(e�z)〉:ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 5

((sym ehD)⊛ (')) (�) = 〈'̂; e�z (sym� eh�) (�)〉:æÕÎË�ÉÏÎÁÌ '̂ ÌÅÖÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O∗(
0) É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ z. úÎÁÞÉÔ,
((sym ehD)⊛ (')) (�) = 〈'̂; e�z〉 (sym� eh�) (�) = '(�)(sym� eh�)(�):ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

§4. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ Ó×ÅÒÔËÁ1. ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑÒÁÎÅÅ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÉ� �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1 ÉÄÌÑ ÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ sym : O(C) → O�(C).ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 4 �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ U" �-ÓÉÍÍÅÔ-ÒÉÞÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ sym f(z + h) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ O(
) ÌÅÖÉÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(
0). ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ' ÉÚ P (
0).



152 á. â. ûéûëéîåÇÏ ÄÕÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ '̂ ÌÅÖÉÔ × O∗(
0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ O(
)ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ('̂ ∗ f)(h) := 〈'̂; sym f(z + h)〉 ; h ∈ U":ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 4 �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÆÕÎË�ÉÑ ('̂ ∗ f)(h) �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ O(U"), ÚÎÁÞÉÔ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ'̂ ∗ · Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏO(U").òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ.ó×ÏÊÓÔ×Ï 7. ï�ÅÒÁÔÏÒ '̂∗ · : O(
)→ O(U") |f 7→ '̂∗f ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ '̂ ∗ · ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ. õÂÅÄÉÍÓÑ × ÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ d' { Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ '̂ ∈ O∗(
0). ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ d × U", �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ z′ ∈ d' É ÅÅ Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ UÆ (z′) ⊆ 
. �ÁË ËÁË�' := � (d'; �
) > � (
0; �
) > ", ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Æ ∈ ("; �').ðÕÓÔØ |d| := maxh∈d |h|. �ÁË ËÁË d { ËÏÍ�ÁËÔ × U", ÔÏ |d| ∈ (0; ").÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ "0 ∈ (|d| ; "). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 30 ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ N ∈ N É R > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ "0 É ×ÓÅÈ n > N ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| < R ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (2).÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ f ∈ O(
) É z ∈ UÆ (z′), ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|(sn(D)f) (z)| 6 AMf ( n"0e)n ;ÇÄÅ Mf := supz∈UÆ(z′) |f(z)|, ËÏÎÓÔÁÎÔÁ A > 0 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ " É Æ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ Rk := k" É K { �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ [R"℄ ÞÉÓÌÁ R". åÓÌÉ�ÅÌÏÅ k ÂÏÌØÛÅ K, ÔÏ Rk = k" >

[R"℄ + 1" > R.úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n > N É k > K ÉÍÅÅÍ
∣∣∣s(k)n (0)∣∣∣ 6

k!Rkk sup
|z|6Rk |sn(z)| 6 k!( n"0e)n e"RkRkk = k!( n"0e)n ek"kkk :



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 153ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ z ∈ UÆ (z′), ÔÏ ∣∣f (k)(z)∣∣ 6 Mfk!Æ−k, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ�ÅÌÙÈ n > N ÉÍÅÅÍ
|(sn(D)f) (z)| = ∣∣∣∣∣ ∞∑k=0 s(k)n (0)k! f (k)(z)∣∣∣∣∣
6 Mf ( K∑k=0 ∣∣∣s(k)n (0)∣∣∣ Æ−k + ∞∑k=K+1 ∣∣∣s(k)n (0)∣∣∣ Æ−k)
6 Mf ( n"0e)n( K∑k=0 k! e"RRkÆk + ∞∑k=K+1("Æ)k ekk!kk ) 6 AMf ( n"0e)n :÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÅÒÅÂÉÒÁÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ z′ ÉÚ ËÏÍ�ÁËÔÁ d', �ÏÌÕÞÁÅÍÏ�ÅÎËÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ÉÚ Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ d'(Æ) ËÏÍ�ÁËÔÁ d':

|(sn(D)f) (z)| 6 AMf (d')( n"0e)n ;ÇÄÅ Mf (d') := supz∈d'(Æ) |f(z)| É n > N . úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ÉÚ d'(Æ) É×ÓÅÈ h ∈ d ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∣∣∣∣∣

∞∑n=N hnn! (sn(D)f) (z)∣∣∣∣∣ 6 AMf (d') ∞∑n=N nnenn! ( |d|"0 )n :�ÁË ËÁË |d| < "0, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. åÇÏ ÓÕÍÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ B(d). ëÏÍ�ÁËÔ d' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ '̂,ÚÎÁÞÉÔ,
∣∣∣∣∣

〈'̂; ∞∑n=N hnn! (sn(D)f) (z)〉∣∣∣∣∣ 6 AB(d)C(d')Mf (d')ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï h ∈ d. úÄÅÓØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C(d') ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ f ∈ O(
).÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÅÓÌÉ fk → 0 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(
), ÔÏ Mfk(d') → 0 Ésn(D)fk → 0 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(
) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n > 0. úÎÁÞÉÔ,�Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ 4 �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ
|〈'̂; sym fk(z + h)〉|

6

N−1∑n=0 |h|nn! |〈'̂; (sn(D)fk) (z)〉|+AB(d)C(d')Mfk (d')→ 0



154 á. â. ûéûëéîÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï h ∈ d. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÍ�ÁËÔÁ d ÉÚ U"ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ '̂ ∗ · : O(
) → O(U") ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ. �äÕÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÓ×ÅÒÔËÉ '̂ ∗ · : O(
)→ O(U") ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (U") × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P (
). ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P (U") ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÒÁÎÅÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ P".ó×ÏÊÓÔ×Ï 8. äÕÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P" → P (
) �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ�ÅÒÁÔÏÒÕ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ '̂ ∗ · : O(
)→ O(U") ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ g 7→ ' sym g:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÕ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ '̂ ∗ · �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ĝ ∈ O∗(U") ×ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ  ̂ ∈ O∗(
) �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ 〈 ̂; f〉 = 〈ĝ; '̂ ∗ f〉. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ, ÞÔÏ ÄÕÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÓ×ÅÒÔËÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÀ g(�) = 〈ĝ; e�z〉 ∈ P" × ÆÕÎË�ÉÀ  (�) =〈 ̂; e�z〉 ∈ P (
). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ  ̂ É �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ 5 Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ, ÉÍÅÅÍ (�) = 〈ĝ;〈'̂; e�z ∞∑n=0 hnn! sn(�)〉〉 = '(�)〈ĝ; ∞∑n=0 hnn! sn(�)〉= '(�) ∞∑n=0 〈ĝ; hn〉n! sn(�) = '(�) ∞∑n=0 g(n)(0)n! sn(�) = '(�) (sym g) (�):úÎÁÞÉÔ,  = ' sym g. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ. �2. äÕÁÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÄÕÁÌØÎÙÅ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ. ðÏÎÑ-ÔÉÅ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÏÎÑÔÉÅ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á É �ÏÎÑÔÉÅ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÜÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ. åÓÌÉW ⊆ O(
) É I ⊆ P (
) { ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ŵ := (L∗
)−1 (W ) ⊆ P ∗(
) É Î := L−1
 (I) ⊆ O∗(
) ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍ ÄÕÁÌØÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× W É I ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ W 0 ⊆ O∗(
) É I0 ⊆ P ∗(
) { ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× W ⊆ O(
) É I ⊆ P (
), ÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Ŵ 0 := L
(W 0) ⊆ P (
) É Î0 := L∗
(I0) ⊆ O(
) ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÄÕÁÌØ-ÎÙÍÉ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× W É I ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚ (12)ÌÅÇËÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÕÁÌØÎÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ŵ 0 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 155ÄÕÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ŵ , Á ÄÕÁÌØÎÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Î0 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Î , ÔÏ ÅÓÔØŴ 0 = (Ŵ)0 ; Î0 = (Î)0 :ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÂÉ�ÏÌÑÒ ÍÅÖÄÕ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ {W} ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × O(
) É ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ {V } ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × O∗(
) ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ:W = V 0; V =W 0:ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ {W} ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× × O(
) É ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ {I} ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×P (
) ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �Ï ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: W = Î0; I = Ŵ 0:3. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ' ∈ P (
0) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ'̂ ∗ f = 0; f ∈ O(
): (22)÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔ-ËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W' ÒÅÛÅÎÉÊ f ∈ O(
) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (22) ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × O(
).óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ J' ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ P (
), ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ p', ÇÄÅ p ∈ C[�(z)℄, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÂÏ-ÌÏÞËÏÊ (ÔÏÞÎÅÅ, C[�(z)℄-ÏÂÏÌÏÞËÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉ ' × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P (
),Á ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ I' = J' × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ P (
) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P (
). óÌÅÄÕÀÝÅÅ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ×ÓËÒÙ×ÁÅÔ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á W'.ó×ÏÊÓÔ×Ï 9. äÕÁÌØÎÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ŵ 0' ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁW' ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ I' ÆÕÎË�ÉÉ '× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P (
).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW' ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (22) ÅÓÔØÑÄÒÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ u : O(
) → O(U"). ðÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Õ 7 Ï�ÅÒÁÔÏÒ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. �ÁË ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
)



156 á. â. ûéûëéîÉ O(U") Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÍÉ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ (u∗)∗ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó u. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W 0' ⊆ O∗(
) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ × O∗(
) ÏÂÒÁ-ÚÁ u∗(O∗(U")). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÕÁÌØÎÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒŴ 0' ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ × P (
) ÏÂÒÁÚÁ u⊛(P (U")), ÇÄÅ u⊛ { ÄÕ-ÁÌØÎÁÑ Ë u Ï�ÅÒÁ�ÉÑ. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 8 ÄÕÁÌØÎÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ŵ 0' ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ × P (
) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ ' sym g, ÇÄÅg ∈ P (U"). þÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ gn ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ g ÓÈÏÄÑÔÓÑË ÎÅÊ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (U"). úÎÁÞÉÔ, �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3 Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ pn := sym gn → sym g× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (U"). âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑP (
0)× P (U")→ P (
) | ( ; �) 7→  �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌØÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÚÎÁÞÉÔ, 'pn → ' sym g × ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
). ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ ' sym g ÍÏÖÎÏ Á�-�ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
) ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ p',ÇÄÅ p ∈ symC[�℄. îÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ 20 ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ symC[�℄ = C[�(z)℄. úÎÁÞÉÔ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ ' sym gÍÏÖÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
) ÜÌÅÍÅÎÔÁ-ÍÉ ×ÉÄÁ p', ÇÄÅ p ∈ C[�(z)℄. üÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØW'̂ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ O(
), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 〈'̂; p(D)f〉 =0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ p(D) ÉÚ ËÏÌØ�Á C[�(D)℄, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ (ÔÏÞÎÅÅ C[�(D)℄-ÑÄÒÏÍ) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ '̂ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅO(
). ìÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏW'̂ { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �(D)-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × O(
).ìÅÍÍÁ 4.1. áÎÎÕÌÑÔÏÒ I0' ⊆ P ∗(
) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ V'×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f̂ ∈ P ∗(
), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 〈p'; f̂〉 = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ×ÙÂÏÒÅ p ÉÚ ËÏÌØ�Á C[�(z)℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ p ÉÚ ËÏÌØ�ÁC[�(z)℄ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ p' ∈ J' ⊆ I'. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ f̂ ∈ I0',ÔÏ 〈p'; f̂〉 = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f̂ ∈ V', ÔÏ ÅÓÔØ I0' ⊆ V'. C ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ f̂ ∈ V', ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ p ÉÚ ËÏÌØ�Á C[�(z)℄ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 〈p'; f̂〉 = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f̂ ∈ J0' = I0' É, ÚÎÁÞÉÔ,V' ⊆ I0'. �



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 157ó×ÏÊÓÔ×Ï 10. íÎÏÖÅÓÔ×Ï W' ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ (22) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ W'̂ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ '̂ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(
).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 9 ÉÍÅÅÍ I' = Ŵ 0', ÚÎÁÞÉÔ, W' = Î0' =L∗
(I0'). ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ I0' ⊆ P ∗(
) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏ×Ï-ËÕ�ÎÏÓÔØÀ V' ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f̂ ∈ P ∗(
), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 〈p'; f̂〉 = 0�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ p ÉÚ ËÏÌØ�Á C[�(z)℄. úÎÁÞÉÔ, W' ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏ-×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ O(
), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 〈p'; f̂〉 = 0 �ÒÉÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ p ÉÚ ËÏÌØ�Á C[�(z)℄. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕ-ÌÅ (16) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
〈p'; f̂〉 = 〈vp (') ; f̂〉 = 〈'̂; v⊛p (f)〉 = 〈'̂; p(D)f〉 ;ÇÄÅ vp : P (
) → P (
) { Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p, v⊛p { ÅÇÏ ÄÕÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ. �

§5. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ1. ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÕÓÔØ �(z) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ' ∈ P (
)É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ O' (ÔÏÞÎÅÅ, O'(
)) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈÆÕÎË�ÉÊ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (g ◦ �)' �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ P (
). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅu' : O' → P (
)| g 7→ (g ◦ �)'Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. îÁÄÅÌÉÍ O' ÌÏËÁÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÚ P (
) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ u'. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ 
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÞÁÌÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ�ÒÏÓÔÏÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O'. ðÕÓÔØh
(�) { Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 × ÓÍÙÓÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ,m ∈ N, hm(z) := (h
(arg z)− 1m) |z|, O';m { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÅÞÎÁ ÎÏÒÍÁ
‖g‖m := supz∈C |g(�(z))'(z)|exphm(z) :



158 á. â. ûéûëéîèÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P (
) �ÏÚ×ÏÌÑ-ÅÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O' ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× O';m := (O';m ; ‖g‖m) ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÌÏÖÅÎÉÊ O';m ⊆ O';m+1 , m ∈ N. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O';m Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÍÉ É ×ÌÏÖÅÎÉÑ O';m ⊆ O';m+1Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ.�ÁË ËÁË ' ∈ P (
) É Ï�ÅÒÁÔÏÒ v� : P (
)→ P (
) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË-�ÉÀ �(z) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O' ×ËÌÀÞÁÅÔ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× C[�℄ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÜÔÉÍËÏÌØ�ÏÍ. ðÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ËÏÌØ�ÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× C[�℄ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O'.çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÉÌØÎÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÓ � �ÏÒÑÄËÁ � ∈(1;+∞), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " ∈ (0; 12 ) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E", ÒÁÄÉÁÌØ-ÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ", É ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �" ∈ [1; +∞) Éh" ∈ (0; 12 ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ Ê" ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ �−1 (�) \ E" ×ÅÒÎÙ Ï�ÅÎËÉ�−1" 6
� (|�|)
|z| 6 �";ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ′ ∈ �(�;h")∩ Ê" ÎÁÊÄÅÔÓÑ z′ ∈ �−1 (� ′) \E", ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ×ÅÒÎÙ Ï�ÅÎËÉ �−1" 6 �−� 6

� (|� ′|)
|z′| 6 �+� 6 �";ÇÄÅ �+� − �−� → 0 �ÒÉ � →∞, � ∈ Ê".÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �(z)ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑ � (z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ×�ÏÌÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ �ÒÉ ÕÔÏÞÎÅÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �(r) → �′ ∈(0; 1) Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍ. äÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ�ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ËÏÎ�Å ÒÁÂÏÔÙ [9℄.ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ 
 | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ É ' ∈ P (
). åÓÌÉ �ÅÌÁÑÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÉÌØÎÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ �ÌÏÔÎÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O'.2. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ. ÷ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï �ÅÌÙÈ �-ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ.



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 159ìÅÍÍÁ 5.1. åÓÌÉ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÁÂÏÍÕ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÀ É ÄÌÑ �ÅÌÏÊ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  := g ◦ � ×ÎÅ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ln | (z)| 6 �|z|+ o(|z|); z →∞; (23)ÇÄÅ � > 0, ÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A > 1 É K > 0 �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ  n := gn ◦ �, ÇÄÅ gn { ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉg, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï z Ï�ÅÎËÅ
| n(z)| 6 A expK�|z|:ëÏÎÓÔÁÎÔÁ K ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ E É �(z), ÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ  .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ " ∈ (0; 12 ). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÌÁ-ÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �(z) ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁE∪E" ÍÅÎØÛÅ ". ÷ ÓÔÁÔØÅ [9, �. 1.1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ q > 1 ÉÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = rk , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ E ∪E" ÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: 0 < rk < rk+1 < qrk É rk → +∞ �ÒÉ k →∞.åÓÌÉ rk 6 |z| 6 rk+1, ÔÏ × ÓÉÌÕ (23) ÉÍÅÅÍln | (z)| 6 lnM (rk+1) 6 �rk+1 + o(rk+1)

6 q�rk + o(rk) 6 q�|z|+ o(|z|); k → +∞:úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÓÉÍ×ÏÌMf (r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ max|z|6r |f(z)|. éÚ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ z ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïln | (z)| = ln |g(�(z))| 6 2q� |z|+ :ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [9℄ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ C > 0 ÄÌÑ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïln |g(�)| 6 8q2�"��(|�|) + C;ÇÄÅ � { ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÓ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÌÁÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË-�ÉÀ �(z), �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÓÀ �ÏÌÕ�ÒÑÍÕÀ [0;+∞). �ÁË ËÁË ÆÕÎË-�ÉÑ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔÏÞÎÅÎÎÙÍ ×ÅÓÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É q > 1, ÔÏ × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ +∞ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(qr) 6 q�(r),ÚÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÔÁË �ÏÄÏÂÒÁÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÓ �,ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(qr) 6 q�(r) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ r > 0. ÷



160 á. â. ûéûëéîÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ëÏÛÉ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ gn Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÙÅ �Ï � Ï�ÅÎËÉ
|gn(�)| 6 n∑k=0 Mg(q|�|)(q|�|)k |�|k 6

qq−1Mg(q|�|):úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ � ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|gn(�)| 6 qq−1eC exp (8q2�"��(q|�|)) 6

qq−1eC exp (8q3�"��(|�|)) :õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ (7) ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ |z| = rk ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �−1" |z| 6 �(|�(z)|) 6 �" |z| ;ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ |z| = rk ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
| n(z)| = |gn(�(z))| 6 qq−1eC exp (8q3�2"�|z|) :úÎÁÞÉÔ, ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| 6 r1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
| n(z)| = |gn(�(z))| 6 qq−1eC exp (8q4�2"�|z|) :�ÁË ËÁË  n(z) →  (z) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(C), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅN ∈ N, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > N × ËÒÕÇÅ |z| 6 r1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
| n(z)| = |gn(�(z))| 6 2M (r1) exp (8q4�2"�|z|) :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n É ÌÀÂÙÈ z ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

| n(z)| 6 A expK�|z|, ÇÄÅA := max{ qq−1eó ; 2M (r1); B} ; K := 8q4�2";B := maxn6N max
|z|6r1 | n(z)|exp (K�|z|) :ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ä×Å �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ  1;  2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (× ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ  1 ∼  2), ÅÓÌÉ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ�ÌÏÔÎÏÓÔÉ

| ln | 1 (z)| − ln | 2 (z)| | = o (|z|) ; z →∞:÷×ÅÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ,ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ; ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ: ÅÓÌÉ f1 ∼ f2 É g1 ∼ g2, ÔÏ f1g1 ∼ f2g2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 161�ÅÏÒÅÍÁ 5.2. åÓÌÉ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) �ÏÄÞÉÎÅÎÁ ÓÉÌØÎÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ÜËÓ�ÏÎÅÎ�É-ÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ  =  1 2, ÇÄÅ  1,  2 { �ÅÌÙÅ�-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É  1 ∼  2.üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Á×ÔÏÒÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [9, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄. äÌÑ ÓÌÕÞÁ-Å× �(z) ≡ z É �(z) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁÒÁÎÅÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ [14, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.2, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3℄ É [15, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2℄ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.�ÅÏÒÅÍÕ 5.2 ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÉ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÉ �ÅÌÏÊ �-ÓÉÍÍÅÔ-ÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁ N := 2k ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ  =  1 2 É  1 ∼  2.ðÒÉ ÜÔÏÍ  1 =  11 12,  2 =  21 22 É  11 ∼  12,  21 ∼  22. �ÏÇÄÁ 211 ∼  1 ∼  2 ∼  221. úÎÁÞÉÔ,  11 ∼  21 É  11 ∼  12 ∼  21 ∼  22.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1. åÓÌÉ g ∈ O', ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÇÏ R > 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ g ∈ O'(
R), ÇÄÅ 
R | ×Ù�ÕËÌÁÑÏÂÌÁÓÔØ {z ∈ 
 : |z| < R}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ O'(
R) ⊆ O' Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÚÎÁÞÉÔ, ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÔÏÞËÕ a ∈ 
. ïÂÌÁÓÔØ 
 − a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÞÁÌÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ. ðÕÓÔØ h
−a(�) { Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 − a ×ÓÍÙÓÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, hm(z) := (h
−a(arg z)− 1m) |z|, O';m {×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÅÞÎÁ ÎÏÒ-ÍÁ
‖g‖m := supz∈C |g(�(z))'(z)e−az|exphm(z) :ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅP (
)→ P (
− a)| (z) 7→  (z)e−azÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O' ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× O';m := (O';m ; ‖g‖m)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×�ÏÌÎÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ O';m ⊆ O';m+1 , m ∈ N.÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ O'. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O' ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏm0 > 4 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÅ 1 ∈ O';m0−3. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏsupz∈C |'(z)e−az|exphm0−3(z) =: ‖1‖m0−3 < +∞: (24)



162 á. â. ûéûëéîéÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m > m0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ g ∈ O';m−3. úÎÁÞÉÔ,ÄÌÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f :=  ', ÇÄÅ  := g ◦ � { �ÅÌÁÑ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÉÍÅÅÍ supz∈C |f(z)e−az|exphm−3(z) =: ||g||m−3 < +∞: (25)éÚ (24) É (25) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f É ' Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ  := f'Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á [16, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ3.3℄. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � > 0 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅln | (z)| 6 �|z|+ o(|z|); z →∞: (26)ðÏÄÂÅÒÅÍ k ∈ N É " > 0 ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏN := 2k > K�(m− 1)(m− 2)É "2 6
1(m− 1)(m− 2) −N−1K�;ÇÄÅ K { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.1. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÏÊÔÅÏÒÅÍÏÊ 5.2. òÁÓÝÅ�ÌÑÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ  ÎÁ N ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:  =  1 ×: : :×  N , ÇÄÅ  i = gi ◦ � { �ÅÌÙÅ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É  i ∼  jÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ {1; : : : ; N}. éÚ (26) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ï�ÅÎËÉln | i(z)| 6 N−1�|z|+ o(|z|); z →∞; i ∈ {1; : : : ; N}:ðÏ ÌÅÍÍÅ 5.1 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ai > 1 �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ i;n := gi;n ◦ �, ÇÄÅ gi;n { ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉgi, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï z Ï�ÅÎËÅ

| i;n(z)| 6 Ai expN−1K�|z|:÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÏ× rs. äÁÌÅÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÕÀ�ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 4.4 ÉÚ [14℄, ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ s ∈ N�ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  1;n1 ; : : : ;  N;nN É ÓÉ-ÓÔÅÍÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R0 := rs < R1 < ::: < RN ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ
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| i;ni(z)| 6 2 | i(z)| �ÒÉ |z| 6 Ri−1;

| i;ni(z)| 6 Ai expN−1K�|z| �ÒÉ Ri−1 6 |z| 6 Ri;
| i;ni(z)| 6 exp "2N−1|z| �ÒÉ |z| > Ri:íÎÏÇÏÞÌÅÎ ps :=∏Ni=1  i;ni ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ. ðÒÉ |z| 6 R0Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|ps(z)| 6 2N | 1(z)× : : :×  N (z)| = 2N | (z)| ; (27)�ÒÉ |z| > RN Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|ps(z)| 6 (exp "2N−1|z|)N = exp "2 |z|; (28)Á �ÒÉ Ri−1 6 |z| 6 Ri Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|ps(z)|62NA | i+1(z)×: : :× N(z)| exp{N−1K�|z|+"2N−1(i−1)|z|}; (29)ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ A := A1 × · · · ×AN ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ s.ï�ÅÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ps(z)'(z)e−az. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍ ' ÎÁ NÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: ' = '1 × : : : × 'N , ÇÄÅ 'i { �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É 'i ∼ 'jÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ {1; : : : ; N}. òÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ  É ' ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÅ f = f1 × : : : × fN , × ËÏÔÏÒÏÍ fi =  i'i { �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉÉ fi ∼ fj ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ {1; : : : ; N}. éÚ Ï�ÅÎËÉ (24) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏsupz∈Cmax{1; ∣∣'i (z) exp{−N−1az}∣∣expN−1hm−2(z) } =: Bi < +∞; (30)Á ÉÚ Ï�ÅÎËÉ (25) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏsupz∈Cmax{1; ∣∣fi (z) exp{−N−1az}∣∣exp (N−1hm−2(z)) } =: Ci < +∞: (31)÷ ÓÉÌÕ (27) �ÒÉ |z| 6 R0 ÉÍÅÅÍ∣∣ps(z)'(z)e−az∣∣ 6 2N ∣∣ (z)'(z)e−az∣∣ = 2N ∣∣f(z)e−az∣∣ ;ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ (25) �ÒÉ |z| 6 R0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ
∣∣ps(z)'(z)e−az∣∣ 6 2N ||g||m−3 exphm−3(z): (32)÷ ÓÉÌÕ (28), �ÒÉ |z| > RN ÉÍÅÅÍ
∣∣ps(z)'(z)e−az∣∣ 6 ∣∣'(z)e−az∣∣ exp "2 |z| :



164 á. â. ûéûëéîðÒÉ ÜÔÏÍ "2 < 1m− 3 − 1m− 2 = 1(m− 2)(m− 3) ;ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ (24) �ÒÉ |z| > RN ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ∣∣ps(z)'(z)e−az∣∣ 6 ||1||m−3 exphm−2(z): (33)ðÒÉ Ri−1 6 |z| 6 Ri, × ÓÉÌÕ (29), ÉÍÅÅÍ∣∣ps(z)'(z)e−az∣∣ 6 2NA|e−az||fi+1(z)× : : :× fN (z)|×
× |'1(z)× : : :× 'i(z)| exp(N−1K�|z|+ "2N−1 (i− 1) |z|) :÷ ÓÉÌÕ Ï�ÅÎÏË (31) ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ C ÉÍÅÅÍ∣∣∣∣fi+1(z)× : : :× fN (z) exp(−N − iN az)∣∣∣∣

6 C exp(N − iN hm−2(z)) ; C := C1 × · · · × CN :÷ ÓÉÌÕ Ï�ÅÎÏË (30) ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ C ÉÍÅÅÍ∣∣∣∣'1(z)× : : :× 'i(z) exp(− iN az)∣∣∣∣
6 B exp( iN hm−2(z)) ; B := B1 × : : :×BN :õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏN−1K� + "2N−1 (i− 1) 6

1m− 2 − 1m− 1 = 1(m− 1)(m− 2) ;ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ÉÚ ËÏÌØ�Á Ri−1 6 |z| 6 Ri �ÏÌÕÞÁÅÍ∣∣ps(z)'(z)e−az∣∣ 6 2NABC exphm−1(z): (34)éÚ (32), (33) É (34) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ C ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ∣∣ps(z)'(z)e−az∣∣ 6 D exphm−1(z); (35)ÇÄÅ D := max{2NABC; 2N ||g||m−3; ||1||m−3}.ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ps := qs ◦ � ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ  := g ◦ � ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁËÏÍ�ÁËÔÁÈ. éÚ Ï�ÅÎËÉ (35) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× qs ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ g × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O';m, Á ÜÔÏ, × Ó×ÏÀÏÞÅÒÅÄØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× qs ÓÈÏÄÉÔÓÑ ËÆÕÎË�ÉÉ g × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O'. �ÅÏÒÅÍÁ 5.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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§6. üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ × ÑÄÒÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ1. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ. óÏÂÌÀÄÁÑ ÔÒÁÄÉ�ÉÀ, Ï�ÅÒÁÔÏÒv� : O(C) → O(C) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÅÌÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �(z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÓÉÍ×ÏÌÏÍ �, Á ÅÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �∗.óÉÍ×ÏÌÏÍ �� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÒÎÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �∗, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÅËÔÒ �Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �∗ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó C, Á ËÏÒÎÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �� ⊆ O∗(C)ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

{Æ(j)� : (j; �) ∈ Z+ × �−1(�)} ;ÇÄÅ Æ(j)� ∈ O∗(C) { ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ f 7→ f (j)(�)[1, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄.ðÕÓÔØ 
 { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × C. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P (
) Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(C) É ×ÌÏÖÅÎÉÅP (
) ⊆ O(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. úÎÁÞÉÔ, ÓÉÌØÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O∗(C) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÌØ-ÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P ∗(
). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ O∗(C) ⊆P ∗(
) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ ���ÏÇÒÕÖÅÎ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊆ P ∗(
); ÅÓÌÉ (�∗ − �)js ∈ V ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ j ∈ Z+. úÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊆ P ∗(
) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓ�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ (ÓÉÎÔÅÚ �Ï ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �∗),ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒ-ÎÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �∗, �ÏÇÒÕÖÅÎÎÙÈ × V .ðÕÓÔØ ' ∈ P (
). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍp(�(z)) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÉ� �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ 1, ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ (p ◦ �)' �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ P (
). óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ V' ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f̂ ∈ P ∗(
), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 〈(p ◦ �)'; f̂〉 = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ×ÙÂÏÒÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ p, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ ' ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P ∗(
). ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÑÄÒÏ V' ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÅÍ
∞⋂n=0{f̂ ∈ P ∗(
) : 〈�n'; f̂〉 = 0}É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × P ∗(
).òÏÌØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O', ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÒÁÓ-ËÒÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ.



166 á. â. ûéûëéîðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1. åÓÌÉ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) �ÏÄÞÉÎÅÎÁ ÓÌÁÂÏÍÕ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1) ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V' ⊆ P ∗(
) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØ-ÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ,2) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÌÏÔÎÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O'.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �-ÉÓÞÅÒ�ÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁGn,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: ÓÕÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ � (z) ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Gn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚ-ÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ É G1 ⊆ G2 ⊆ : : : ⊆ ∞⋃n=1Gn = C:÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1) É 2) ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙ, ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �-ÉÓÞÅÒ�ÁÎÉÅÉ �ÏÌÎÙÊ ÏÂÒÁÚ u'(O') ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑu' : O' → P (
)| g 7→ (g ◦ �)'ÚÁÍËÎÕÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P (
). ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÉÚ ÓÔÁÔØÉ [9℄ �ÅÒ-×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÎÙÊ ÏÂÒÁÚu'(O') ÚÁÍËÎÕÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P (
). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï {(g ◦ �)' : g ∈ O(C)} ÚÁÍËÎÕÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(C). äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ gk ∈ O(C) É (gk◦�)'→ f × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅO(C), ÔÏ f =  ',ÇÄÅ  { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ÷ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÕÌÅÊ N �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �′ ÆÕÎË-�ÉÑ  �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ g ◦ �, ÇÄÅ g { ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å C \ �(N), ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó �ÏÔÏÞÅÞÎÙÍ �ÒÅÄÅ-ÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ gk. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(N) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÍ, ÚÎÁÞÉÔ, g {�ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É  = g ◦ �, ÔÏ ÅÓÔØ f = (g ◦ �)'. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(g ◦ �)' : g ∈ O(C)} ÚÁÍËÎÕÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(C). úÁ-ÍËÎÕÔÏÓÔØ �ÏÌÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ u'(O') ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑu'(O') = P (
) ∩ {(g ◦ �)' : g ∈ O(C)}É ÉÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×ÌÏÖÅÎÉÑ P (
) ⊆ O(C). �éÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.



üëóðïîåîãéáìøîùê óéî�åú 167�ÅÏÒÅÍÁ 6.1. åÓÌÉ 
 { ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ É �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) �ÏÄ-ÞÉÎÅÎÁ ÓÉÌØÎÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V' ⊆P ∗(
) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ.2. üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕO∗(
) �∗ //L

��

P ∗(C)L∗C
��P (
) � // O(C) (∗)

←→

P (C) � // O(
)O∗(C) �∗

//

LC OO P ∗(
)L∗
OO (36)úÄÅÓØ �∗ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ×ÌÏÖÅÎÉÑ �, Á�∗ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ×ÌÏÖÅÎÉÑ �. ïÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ �∗, �∗ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (36) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏÅÓÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:� ◦ LC = L∗
 ◦ �∗; � ◦ L
 = L∗C ◦ �∗ (37)[17, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÕÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �⊛ : P (C) → P (C) Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ� : O(C) → O(C). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (17) Ï�ÅÒÁÔÏÒ �⊛ ÆÕÎË�ÉÉ  ∈ P (C)ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ�⊛( )(�) = 〈 ̂; �(z)e�z〉 = 〈�∗ ̂; e�z〉 ;ÇÄÅ  ̂ ∈ O∗(C) { ÄÕÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÕÎË�ÉÉ  . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  ∈ P (C)ÉÍÅÅÍ ((�⊛ − �)n ) (�) = 〈(�∗ − �)n  ̂; e�z〉 ; (38)ÚÎÁÞÉÔ, ÄÕÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �⊛ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �∗. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �⊛ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó C, Á ËÏÒÎÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ � ∈ C, ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó ÄÕÁÌØÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �̂� ⊆ P (C).äÌÑ j ∈ Z+ É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ � ∈ C ÆÕÎË�ÉÑ z 7→ zje�z �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ P (C). ÷ ÓÉÌÕ (15) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ̂ ∈ P ∗(C) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
〈 ̂; zje�z〉 =  (j)(�) = 〈L∗C( ̂); Æ(j)� 〉 = 〈 ̂; LC(Æ(j)� )〉 ;



168 á. â. ûéûëéîÚÎÁÞÉÔ, zje�z = LC(Æ(j)� ) É ẑje�z = Æ(j)� . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÒÎÅ-×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �̂� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �⊛ : P (C) → P (C) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×
{zje�z : (j; �) ∈ Z+ × �−1(�)} :÷ÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � É �∗ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ �� ⊆ P ∗(
) É �̂� ⊆ O(
). ÷ ÓÉÌÕ (37) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L∗
 ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �� ⊆ P ∗(
) É �̂� ⊆O(
). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊆ O(
)ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÉÎÔÅÚ �Ï ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �⊛ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÕÁÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ŵ ⊆ P ∗(
) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÉÎÔÅÚ �Ï ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �∗.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 6.2. åÓÌÉ 
 { ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ É �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(z) �ÏÄ-ÞÉÎÅÎÁ ÓÉÌØÎÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ, ÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ f ∈ O(
) ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ (22) ÍÏÖÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ-×ÁÔØ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O(
) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 10 �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W' ⊆ O(
) ÒÅ-ÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ (22) ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍW'̂ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ '̂ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å O(
).úÎÁÞÉÔ, ÄÕÁÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ŵ'̂ ⊆ P ∗(
) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ V' ÆÕÎË�ÉÉ ' × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P ∗(
). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ6.1 ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V' ⊆ P ∗(
) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÉÎÔÅÚ �Ï ËÏÒ-ÎÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �∗, ÚÎÁÞÉÔ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW' ⊆ O(
) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÉÎÔÅÚ �Ï ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �⊛.ïÓÔÁÌÏÓØ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �⊛, ÌÅÖÁÝÉÅ ×W', Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (22). �äÏËÁÚÁÎÎÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÎÏ-×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �Ï Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÓÉÎÔÅÚÕ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.ïÓÎÏ×Õ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÔÁÔÅÊ [18℄ É [19℄ �Ï ÌÏ-ËÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÜÔÉ ÓÔÁ-ÔØÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÒØÅÚ-ÎÙÊ ÛÁÇ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÄÅÌÁÎ × ÒÁÂÏÔÅ [20℄.
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