
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 447, 2016 Ç.ä. ÷. òÕ�ËÉÊA1-òåçõìñòîïó�ø é ïçòáîéþåîîïó�øðòåïâòáúï÷áîéê òéóóá ÷ âáîáèï÷ùèòåû³�ëáè éúíåòéíùè æõîëãéê
§0. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ 
 { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �-ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅ-ÒÏÊ �, ÔÏÞËÉ ! ∈ 
 ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÒÅÛ£ÔËÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ X ÎÁÉÚÍÅÒÉÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
n × 
, Ô.Å. ÂÁÎÁÈÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÉÚ-ÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R

n × 
, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ |g| 6 f ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ X ×ÌÅÞ£Ô g ∈ X É
‖g‖X 6 ‖f‖X . òÅÛ£ÔËÁ X ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈÆÕÎË�ÉÊ fn; f ∈ X , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ‖fn‖X 6 1 É fn → f �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ,ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï f ∈ X É ‖f‖X 6 1. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÒÅÛ£ÔËÁÈ ÉÚÍÅÒÉ-ÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [8℄; × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑÅÝ£ ÌÉÛØ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÒÑÄËÏ×Ï ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÊ ËX ÒÅÛ£ÔËÉX ′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊÉÚ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ g, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖g‖X′ = supf∈X;‖f‖X=1 ∫ |fg|ËÏÎÅÞÎÁ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÏÂÌÅÍÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÅÛ£ÔÏË X , × ËÏÔÏÒÙÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ, É × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ Rj ; �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÈ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[6℄. îÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ × �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÂÏÔÁÈ [4℄ É [5℄ ÂÙÌÁ�ÏÌÕÞÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ X { ÂÁÎÁÈÏ×Á ÒÅÛ£ÔËÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ
R
n × 
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ, p-×Ù�ÕËÌÁÑ É q-×ÏÇÎÕÔÁÑ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ 1 < p; q < ∞. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ T { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2 (Rn), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÏÂÁÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ T É T ∗ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: A1-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ, ×ÅÓÁ íÁËÅÎÈÁÕ�ÔÁ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïç£ÌØÄÅÒÁ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ èÁÒÄÉ{ìÉÔÌ×ÕÄÁ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ, Ï�Å-ÒÁÔÏÒÙ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ. 113



114 ä. ÷. òõãëéê(1) íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ èÁÒÄÉ{ìÉÔÌ×ÕÄÁ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × XÉ × X ′.(2) ÷ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × X.(3) ï�ÅÒÁÔÏÒ T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × X.ðÅÒÅÈÏÄ 1⇒ 2 �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÊÆ-ÍÁÎÁ{æÅÆÆÅÒÍÁÎÁ, ÅÓÌÉ ÌÉÛØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛ£ÔËÁ X ′ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ X ; ÓÍ. [4, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5℄. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÒÅÈÏÄÁ 3 ⇒ 1 ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÅ.ïÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏÔÏÎËÉÅ ×ÅÓÏ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ, É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÄÅ-ÌÁÎÎÙÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÒÅÛ£ÔËÅ X . èÏÔÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÌÁÓÓÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏË (ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ, ÞÔÏ-ÂÙ �Ï ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÑÄÒÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ×ÅÌÏ ÓÅÂÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ
|x|−n, É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÅ (ÏÄÎÏ) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÉÓÓÁ Rj),ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÒÅÛ£ÔËÕ X ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ É ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÂÙÔÏÞÎÙÍÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X { ÂÁÎÁÈÏ×Á ÒÅÛ£ÔËÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ
R
n × 
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ.(1) íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ èÁÒÄÉ{ìÉÔÌ×ÕÄÁ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × XÉ × X ′.(2) ÷ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × X.(3) ÷ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ Rj ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × X.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÕÎËÔÁ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1ÎÁ \ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ" ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × R

n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ×ÓÅÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ òÉÓÓÁ, ÔÏ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÓÎÑÔØ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÒÅ-Û£ÔËÕ X ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ p-×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ É q-×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÅÒÅÈÏÄ 3 ⇒ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÉÍÅÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ×ÒÁÂÏÔÅ [7℄ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ
|Rjw | 6 
w ; 1 6 j 6 n (1)(ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9 ÎÉÖÅ). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ×ÅÓ w �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ íÁËÅÎÈÁÕ�ÔÁ A∞, ÞÔÏ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ,



A1-òåçõìñòîïó�ø é ïçòáîéþåîîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéê 115�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕ-ÞÁÑ, ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ×ÅÓ w , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á (1), �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕÎÅÑÓÎÙ.óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÎÁËÌÁÄÙ-×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÒÅÛ£ÔËÕ X × ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-ÀÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ∩ L2 �ÌÏÔÎÏ �Ï ÎÏÒÍÅ × ÒÅÛ£ÔËÅ X , É Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÙ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ �ÏÜÔÏÍÕ ÕÖÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ×Ó£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X . þÔÏÂÙ ÏÂÏÊÔÉ ÜÔÏ ÚÁ-ÔÒÕÄÎÅÎÉÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ TÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÉÚ ÒÅÛ£ÔËÉ X × ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÒÅÛ£ÔËÕ Y , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ f ∈ X ∩ L2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ Tf ∈ Y É ‖Tf‖Y 6 
‖f‖X ÓÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ f .�ÅÏÒÅÍÁ 2, ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÔÁÔÅÊ [4℄ É [5℄, ÄÁ£Ô, × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ × [1, �ÒÏÂÌÅÍÁ A.17℄×Ï�ÒÏÓ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÅÂÅÇÁ Lp( · ) Ó �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ p( · ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.42℄ ÏÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ É ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lp( · ), ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚÂÙÔÏÞ-ÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅ-ÇÏ (ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ) ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ [2, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.7.1℄ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × Lp( · ). åÝ£ ÏÄÉÎ �ÏÄÈÏÄ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÈ �ÏÓÌÅ [4, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17℄.÷ [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 19℄ ÂÙÌ ÏÔÍÅÞÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÒÅ-Û£ÔËÁÍÉ (ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ××ÅÄ£ÎÎÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÓÔÉ).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ X, Y É Z { ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÒÅÛ£ÔËÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ R
n × 
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ. åÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÉÚ X × Z É ÉÚ Y ′ × Z ′, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÉÚ X × Y .éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ X ⊂ Z ⊂ Y . ÷ÏÚÎÉ-ËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: ÅÓÌÉ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÉÚ X × Y , ÔÏÍÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÒÅÛ£ÔËÕ Z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÔÅÏÒÅÍÙ 3? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ



116 ä. ÷. òõãëéêÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × ÒÅÛ£ÔËÅ Y ′ É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ ÂÅÒÕÔÓÑ ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÔÁÔØÉ [7℄ �ÏÚ×ÏÌÑ-ÅÔ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ�ÒÉ Z = Y .�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ X É Y ⊃ X { ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÒÅÛ£ÔËÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ R
n×
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × ÒÅÛ£ÔËÅ Y ′. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.(1) íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÉÚ X × Y .(2) ÷ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÉÚ X × Y .(3) ÷ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ Rj ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÉÚ X × Y .üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÌÉÛØ × ÄÏ×ÏÌØÎÏ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÏÍÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × ÒÅÛ£ÔËÅ Y ′, ÎÏ ÎÅ× Y , �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ × ÏÂÅÉÈ ÒÅÛ£ÔËÁÈ Y É Y ′ Á×ÔÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×ÌÅÞ£Ô (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ × ÒÅÛ£ÔËÅ Y , Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÉÚ X × Y ÄÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÉ X ⊂ Y . éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÅÎËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ [4, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17℄, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Y ⊃ X ×ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÕÎËÔÁ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 4; ÏÂ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔÓËÁÚÁÎÏ × ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Y { ÂÁÎÁÈÏ×Á ÒÅÛ£ÔËÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R

n × 
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ. åÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × ÒÅÛ£ÔËÅ Y ′, ÔÏ ÒÅÛ£ÔËÁ YM , Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÁÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖YM = ‖Mf‖Y { ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ×ÓÅÈ ÒÅÛ£ÔÏË X, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙÉÚ X × Y .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ R
n É �ÒÉ Y = L1 �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ H , ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÉÚ ÒÅÛ£ÔËÉ X × L1, ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ X ⊂ L log L × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏúÉÇÍÕÎÄÁ L log L, ÞÔÏ ×ÌÅÞ£Ô (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÅÛ£ÔËÉ X = L∞ (w))ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ úÉÇÍÕÎÄÁ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H1.

§1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ×ÅÓ w ËÁË ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ × [9, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄).



A1-òåçõìñòîïó�ø é ïçòáîéþåîîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéê 117ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ X { ÂÁÎÁÈÏ×Á ÒÅÛ£ÔËÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,Á ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Q ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ × X Ó ÎÏÒÍÏÊ A. �ÏÇÄÁÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ X, f 6= 0, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅÓ w > |f |,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖w‖X 6 2‖f‖X É |Qw | 6 
w Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
,ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Å£ �ÏÞÔÉ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀÍÁÖÏÒÁÎÔÕ Ó ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÎÏÒ-ÍÙ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14℄), ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ w0 = f , wj = |Qwj−1| �ÒÉ j ∈ N, É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ×ÅÓ w = ∑j>0 1(2A)j wj ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÞÉÓÌÁ � É �. ÷ÅÓ w ÎÁ R
n × 
 �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ F�� Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÛÁÒÁ B ⊂ R

n�ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ! ∈ 
 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅlim�′→�+0;�′→�+0  1
|B|

∫B w 1�′ ( · ; !)�′




1
|B|

∫B w− 1�′ ( · ; !)�′

6 C: (2)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X { Ë×ÁÚÉÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÒÅ-Û£ÔËÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R
n × 
. òÅÛ£ÔËÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ F�� -ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ (C;m), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ f ∈ X, f 6= 0,ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÍÁÖÏÒÁÎÔÁ w ∈ X, w > |f |, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖w‖X 6 m‖f‖X Éw ∈ F�� Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �; � > 0 �ÏÎÑÔÉÅ ËÌÁÓÓÁ F�� ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) Ó ××ÅÄ£ÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ × [5℄ É [10℄ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ F�� ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ, ×�ÒÏÞÅÍ, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÅ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ. �ÁËÖÅ �ÒÉ �; � > 0 ËÌÁÓÓÙ F�� ÓÏ×�ÁÄÁ-ÀÔ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÅÓÏ× íÁËÅÎÈÁÕ�ÔÁ, �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ × ×Ï�ÒÏÓÁÈ, Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÈ Ó Ï�ÅÎËÁÍÉ ÄÒÏÂÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×; ÓÍ. [3℄. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ×ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏÉÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× � ÉÌÉ � ÒÁ×ÅÎ 0, ÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒlim�′→0+0 1

|B|

∫B w− 1�′ ( · ; !)�′ = ess supx∈B w−1(x; !) = [ess infx∈B w(x; !)]−1 ;



118 ä. ÷. òõãëéêÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ F10 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ×ÅÓÏ× íÁËÅÎÈÁÕ�ÔÁ A1.åÓÌÉ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 0, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅ-ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) Ï�ÕÓÔÉÔØ, �ÒÏÓÔÏ ÚÁÍÅÎÉ× �′ ÎÁ �ÉÌÉ �′ ÎÁ �. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ F1p−1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ×ÅÓÏ×íÁËÅÎÈÁÕ�ÔÁ Ap �ÒÉ p > 1, Á ËÌÁÓÓ F1=q−1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ×ÅÓÏ×RHq , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ç£ÌØÄÅÒÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ�ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ q > 1; �ÏÄÒÏÂÎÅÅ �ÒÏ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6, ÇÌÁ-×Á 5℄. �ÁËÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ w ∈ F�� ×ÌÅÞ£Ô w" ∈ F�"�" ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ëÌÁÓÓÙ F�� �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÄÏÂÎÏÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ×ÅÓÁÍÉ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅÓÔÅ�ÅÎÉ) ÌÅÖÁÔ × ËÌÁÓÓÁÈ Ap ÉÌÉ RHq .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ [7, ÌÅÍÍÁ 2.1℄ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÅÔÁÌÅÊ; ÍÙ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ × Î£Í q = nn−1 ).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ w { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ (�ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ) ×ÅÓ, w( · ; !) ∈ Lp(Rn) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ p > 1 É �ÏÞÔÉ×ÓÅÈ ! ∈ 
, É |Rjw | 6 
w �ÒÉ ×ÓÅÈ j. �ÏÇÄÁ w ∈ F1− nn−1 Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏ�ÅÎËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ w (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ 
).îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ×ÅÓ w × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 9 ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ w ∈ A∞.�ÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ w { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅÓ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ.(1) w ∈ A∞.(2) w ∈ F1� = A1+� �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � > 0.(3) w ∈ F�−1 = RH 1� �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 0 < � < 1.(4) w ∈ F1−
 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, �ÒÉ ×ÓÅÈ) 
 > 1.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 10 ÈÏ-ÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6, ÇÌÁ×Á 5, §5.1, ÔÅÏÒÅÍÁ 3℄). ðÒÏ×ÅÒÉÍ�ÅÒÅÈÏÄ 2 ⇒ 4. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÛÁÒÁ B É �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ! ∈ 
 �Ï



A1-òåçõìñòîïó�ø é ïçòáîéþåîîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéê 119ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ êÅÎÓÅÎÁ (Ó ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ t 7→ t− �
 ) ÉÍÅÅÍ1
|B|

∫B w( · ; !) 6 
 1
|B|

∫B w− 1� ( · ; !)−�
= 








1
|B|

∫B w− 1� ( · ; !)− �







6 
 1

|B|

∫B w 1
 ( · ; !)
 ;ÇÄÅ 
 { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2, ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÕÓÌÏ×ÉÅ 4. äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ�ÅÒÅÈÏÄÁ 4 ⇒ 2 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ w 1
 ∈ F 1

−1, É �Ï �ÅÒÅÈÏÄÕ 3 ⇒ 2 ÉÍÅÅÍw 1
 ∈ F1�′ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �′ > 0. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 4 ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÛÁÒÁ B É �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ! ∈ 
:1

|B|

∫B w( · ; !) 6 
 1
|B|

∫B w 1
 ( · ; !)
 6 
1  1
|B|

∫B w− 1�′
 ( · ; !)−�′
Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ 
 É 
1, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2 ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ � = �′
.�Å�ÅÒØ ×Ó£ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒÅÈÏÄÁ 3 ⇒ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 2.ðÏ [9, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÒÅ-Û£ÔËÁÈ X É X ′ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÉÈ A1-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �Ï [4,�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [5, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8℄ Ó �ÒÏÓÔÙÍ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×ÏÍ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏA∞-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ ÏÂÅ ÒÅÛ£ÔËÉ X É X ′. ðÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ òÉÓÓÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÒÅÛ£ÔËÅ X , ÎÏ ÔÁËÖÅ É × ÒÅÛ£Ô-ËÅ X ′ × ÓÍÙÓÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÏÍ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ �ÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2; ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A∞-ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÒÅÛ£ÔËÁ X , Á A∞-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÒÅÛ£ÔËÉ X ′ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × ÒÅ-Û£ÔËÁÈ Za = X ∩ aL2 Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖Za = ‖f‖X ∨ a−1‖f‖L2 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ�Ï a > 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6 Ë ÒÅÛ£ÔËÅ Za É Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ Qg =
∑j |Rjg|, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ Za, g 6= 0, ÉÍÅÅÔ ÍÁÖÏÒÁÎ-ÔÕ w > |g|, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ w > 0 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ, ‖w‖Za 6 2‖g‖Za É |Qw | 6 
wÓ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÌÅÞ£Ô |Rjw | 6 
w �ÒÉ×ÓÅÈ j. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ w ∈ F1− nn−1 , Á ÚÎÁÞÉÔ (�Ï



120 ä. ÷. òõãëéêÔÅÏÒÅÍÅ 10), w ∈ Ap ⊂ A∞ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ p > 1 Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ Ï�ÅÎËÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÛ£ÔËÉ Za Ap-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï a > 0.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï æÁÔÕ; × ÒÁÓ-ÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÌÉÛØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍÏ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÅÛ£ÔËÁ X ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ X .íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11 ( [9, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18℄). ðÕÓÔØ X { ÂÁÎÁÈÏ×Á ÒÅ-ÛÅÔËÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R
n×
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ.ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏF ⊂ B+X = {f ∈ X | f > 0; ‖f‖X 6 1}ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � > 0 É ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ F ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ X, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ g > |f |, ‖g‖X 6 m + � Ég ∈ Ap Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C + �. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

{f | ‖f‖X = 1} ∩ F , ÇÄÅ F { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Ï ÍÅÒÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ap-ÍÁÖÏÒÁÎÔÙ × ÒÅÛÅÔËÅ X ÓËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ (C;m).ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F = B+X ∩
⋃a>0 Za ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11 Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ (C;m), É ÌÅÇËÏ ×É-ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Ï ÍÅ-ÒÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ B+X : ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ×ÅÓ w ∈ L2É �ÒÉÂÌÉÚÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ B+X �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀfn = f ∧ nw ∈ F . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑf ∈ X ÉÍÅÅÔ Ap-ÍÁÖÏÒÁÎÔÕ Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÞÔÏÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.

§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4äÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ 3 ⇒ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12. ðÕÓÔØ X É Y ⊃ X { ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÒÅÛ£ÔËÉ ÉÚÍÅÒÉ-ÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R
n×
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÒÅÛ£ÔËÁ Y ′ A nn−1 -ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ. åÓÌÉ ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÉÓÓÁ RjÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÉÚ X × Y , ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ M ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎ ÉÚ X × Y .



A1-òåçõìñòîïó�ø é ïçòáîéþåîîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéê 121ðÕÓÔØ f ∈ X∩L2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á Rf=(|f |2+∑j |Rjf |2) 12 .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9. ÷ Î£Í �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ
|f | ∗ Pt 6 C ([Rf ℄" ∗ Pt) 1" (3)�ÒÉ ×ÓÅÈ t > 0 Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ f , �ÒÉ" = n−1n , ÇÄÅ Pt(y) = 
n t(t2+|y|2)n+12 , y ∈ R

n { ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ.ðÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ Rf ∈ Y Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÎÏÒ-ÍÙ, Á ÒÅÛ£ÔËÁ Y " Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A1-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ �Ï [9, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4℄, �Ï-ÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ [Rf ℄" ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ A1-ÍÁÖÏÒÁÎÔÁ v ∈ Y "Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÎÏÒÍÙ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ �ÏÔÏÞÅÞ-ÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ Ó×£ÒÔËÉ Ó ÑÄÒÏÍ ðÕÁÓÓÏÎÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6, ÇÌÁ×Á 2, §2.1,(16)℄), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (3) Ï�ÅÎËÕ
|f | ∗ Pt 6 C (v ∗ Pt) 1" 6 C (Mv) 1" 6 
1v 1"�ÒÉ ×ÓÅÈ t > 0 Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
1, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ f . ïÔÓÀ-ÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Mf 6 
2 supt>0 |f | ∗ Pt ∈ Y Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊÔÏÌØËÏ ÏÔ n ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 
2 É �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÎÏÒÍÙ. ðÏÌØÚÕÑÓØÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ æÁÔÕ ÒÅÛ£ÔÏË X É Y É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁM , Ï�ÅÎ-ËÕ ‖Mf‖Y 6 
‖f‖X ÌÅÇËÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ Ó ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ X ∩ L2 ÎÁ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X . ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12 ÄÏËÁÚÁÎÏ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. D. Cruz-Uribe, A. Fiorenza, Variable Lebesgue Spa
es. Foundations and Harmoni
Analysis. Birkh�Áuser/Springer Basel AG, Basel, 2013.2. L. Diening, P. Harjulehto, P. H�ast�o, M. R�u�zi�
ka, Lebesgue and Sobolev spa
eswith variable exponents, Le
ture Notes in Mathemati
s, vol. 2017. Springer-Verlag,Berlin, 2011.3. B. Mu
kenhoupt, R. L. Wheeden, Weighted norm inequalities for fra
tional inte-grals. | Trans. Amer. Math. So
. 192 (1974), 261{274.4. D. V. Rutsky, A1-regularity and boundedness of Calder�on-Zygmund operators. |Studia Mathemati
a 221, No. 3 (2014), 231{247.5. D. V. Rutsky, A1-regularity and boundedness of Calder�on-Zygmund operators. II.Preprint, 2015. http://arxiv.org/abs/1505.00518.6. E. M. Stein, Harmoni
 Analysis: Real-Variable Methods, Orthogonality, and Os
il-latory Integrals. Prin
eton University Press, 1993.7. é. í. ÷ÁÓÉÌØÅ×, ó×ÏÊÓÔ×Ï log(f) ∈ BMO(Rn) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊòÉÓÓÁ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé, 416, No. 41 (2013), 59{69.



122 ä. ÷. òõãëéê8. ì. ÷. ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞ, ç. ð. áËÉÌÏ×, æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. âè÷{ðÅÔÅÒÂÕÒÇ,2004.9. ä. ÷. òÕ�ËÉÊ, BMO-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ × ÒÅÛ£ÔËÁÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÔÉ�Á. | áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ 23, No. 2 (2011), 248{295.10. ä. ÷. òÕ�ËÉÊ, úÁÍÅÞÁÎÉÑ ÏÂ Ap-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÒÅÛÅÔËÁÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. |áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ 27, No. 5 (2015), 153{169.Rutsky D. V. A1-regularity and boundedness of Riesz transforms inBana
h latti
es of measurable fun
tions.Suppose that X is a Bana
h latti
e of measurable fun
tions on R
n ×
having the Fatou property. We show that the boundedness of all Riesztransforms Rj in X is equivalent to the boundedness of the Hardy{Little-wood maximal operatorM in bothX andX ′, and thus to the boundednessof all Calder�on{Zygmund operators in X . We also prove a result for the
ase of operators between latti
es: if Y ⊃ X is a Bana
h latti
e with theFatou property su
h that the maximal operator is bounded in Y ′, thenthe boundedness of all Riesz transforms from X to Y is equivalent tothe boundedness of the maximal operator from X to Y , and thus to theboundedness of all Calder�on{Zygmund operators from X to Y .ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 6 ÉÀÎÑ 2016 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á òáî191023, óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÎÁÂ. Ò. æÏÎÔÁÎËÉ, 27òÏÓÓÉÑE-mail : rutsky�pdmi.ras.ru


