
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 441, 2016 Ç.å. ó. äÕÂ�Ï×ïðåòá�ïòù ëïíðïúéãéé íåöäõðòïó�òáîó�÷áíé âìïèá é BMOA ÷ðïìéäéóëáè
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ Hol(Dm) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ �ÏÌÉÄÉÓËÅ Dm ÉÚ Cm, m > 1.1.1. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ' : Dn → Dm, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ C' : Hol(Dm) → Hol(Dn)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:(C'f)(z) = f('(z)); f ∈ Hol(Dm); z ∈ Dn:äÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ', �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒÉÚ Cn × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ D, ð. áÈÅÒÎ É õ. òÕÄÉÎ [1℄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉÚÁÄÁÞÕ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÔÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× C', ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÉÚ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á âÌÏÈÁ × BMOA. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ, ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ [4, 10, 12{14℄. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ' ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÉÚ Cm, m > 2, ÔÏ ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ. äÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖ-ÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÛÁÒÁÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÙ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÔÓÑ �ÏÄÏÂÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ í£ÂÉÕÓ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÅÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ', ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ C' ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï âÌÏÈÁ B(Dm) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï bmoa(Dn), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÁ-ÌÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ BMOA.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï âÌÏÈÁ, ÍÁÌÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï BMOA, Ï�ÅÒÁÔÏÒËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé No. 14-01-00198-a.51



52 å. ó. äõâãï÷1.2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÌÑ m > 1 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏâÌÏÈÁ B(Dm) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ Hol(Dm) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
‖f‖B(Dm) = |f(0)|+ supw∈Dm m∑k=1 ∣∣∣∣ �f�wk (w)∣∣∣∣ (1− |wk|2) <∞:ðÕÓÔØ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏË-ÒÕÖÎÏÓÔÉ T = �D. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÅÒ ÎÁ ÔÏÒÅ TnÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �n. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÎÁÌÏ-ÇÏ× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á BMO(T) × ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÒÁ Tn, n > 2 (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, 6, 8, 9℄). ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïbmo(Tn), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÁÌÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ BMO ÎÁ Tn (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [6,9℄). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï bmo(Tn) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ L1(Tn; �n),ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÒÅÄÎÀÀ ÏÓ�ÉÌÌÑ�ÉÀ ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁÈ. áÉÍÅÎÎÏ, f ∈ bmo(Tn), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ1

|R| ∫R |f(�) − fR| d�n(�) 6 C ÄÌÑ ×ÓÅÈ R = I1 × I2 × · · · × In;ÇÄÅ |R| = �n(R), I1; I2; : : : ; In ⊂ T Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÕÇÁÍÉ ÉfR = 1
|R| ∫R f(�) d�n(�):þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï bmoa(Dn), ÎÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï èÁÒÄÉ Hp(Dn), 1 6 p <∞, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÆÕÎË�ÉÊ f ∈ Hol(Dn) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

‖f‖pHp(Dn) = sup0<r<1∫
Tn |f(r�)|p d�n(�) <∞:äÌÑ f ∈ Hp(Dn) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ f∗(�) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÄÌÑ �n-�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ Tn. éÔÁË, bmoa(Dn) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ f ∈ H1(Dn), ÞÔÏ f∗ ∈ bmo(Tn). âÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, bmo(T) É bmoa(D)ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ BMO(T) É BMOA(D).1.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ ÄÌÑ �ÏÌÉÄÉÓËÁ. äÌÑ a ∈ D �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ �a ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á �a(b) = a− b1− ab ; b ∈ D:



ïðåòá�ïòù ëïíðïúéãéé ÷ ðïìéäéóëáè 53äÌÑ z ∈ Dn �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ �z ÚÁÄÁÅÔÓÑ × �ÏÌÉÄÉÓËÅ Dn ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�z(u) = (�z1(u1); �z2(u2); : : : ; �zn(un)); u ∈ Dn: (1.1)âÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, �z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Aut(Dn),Ô.Å. ÇÒÕ��Ù ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÏÌÉÄÉÓËÁ Dn × ÓÅÂÑ. ðÕÓÔØ
Mn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ í£ÂÉÕÓÁ ÄÌÑ �ÏÌÉÄÉÓ-ËÁ Dn. þÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ Mn É Mm, ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ	w(v) = ( w1(v1);  w2(v2); : : : ;  wm(vm)); w; v ∈ Dm;ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á Mm, ÇÄÅ  w1 ,  w2 , . . . ,  wm { ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ ÄÌÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.1.4. íÁÌÙÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ BMOA. ðÕÓÔØ �m ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ âÅÒÇÍÁÎÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ �ÏÌÉÄÉÓËÅ Dm.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ n;m ∈ N. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : Dn → Dm �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ bmoaH(Dn;Dm), ÅÓÌÉsupz∈Dn sup06r<1∫

Tn �m('(�z(r�)); '(z)) d�n(�) <∞; (1.2)ÇÄÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ �z ÚÁÄÁÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (1.1).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÎÏÒÍÁ çÁÒÓÉÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å BMOA(D) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
‖f‖G1(D) = supa∈D

sup06r<1∫
T

|f(�a(r�)) − f(a)| d�(�):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ m = n = 1 ÕÓÌÏ×ÉÅ ' ∈ bmoaH(Dn;Dm) �ÒÅ×ÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × Ó×ÏÊÓÔ×Ï ‖f‖G1(D) <∞, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ' ÎÁ f ∈ Hol(D) É ÚÁÍÅ-ÎÉÔØ �m ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀÒÁÂÏÔ [12,16℄ ÄÌÑ n = m = 1, ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ bmoaH(Dn;Dm) { ÜÔÏÍÁÌÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ BMOA. ïÄÎÁËÏ ÄÒÕÇÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÔÁËÖÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ bmoaH(D;D), ÓÍ. [10℄.



54 å. ó. äõâãï÷1.5. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ' : Dn → Dm, n;m ∈ N, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:C' : B(Dm) → bmoa(Dn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ; (1.3)supz∈Dn sup06r<1∫
Tn �pm('(�z(r�)); '(z)) d�n(�) <∞ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p > 1;(1.4)' ∈ bmoaH(Dn;Dm): (1.5)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÓÌÏ×ÉÅ'∈bmoaH(Dn;Dm) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1.4)�ÒÉ ÌÀÂÏÍ p > 1. äÌÑ m = n = 1 × ÒÁÂÏÔÅ [16℄ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÏÄÏÂÎÙÅÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÆÁËÔÙ ÉÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÅÔÏÄÏ× ÉÚ ÒÁÂÏÔÙá. âÜÒÎÛÔÅÊÎÁ [2℄. ðÒÉ m = n = 1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ× (1.3) É(1.5) �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÄÏËÁÚÁÌÉ õ. òÁÍÉ É ä. õÌÌÒÉÞ [13℄; ÓÍ. ÔÁËÖÅ [10,12℄,ÇÄÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.ïÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑ ÓÔÁÔØÉ. òÁÚÄÅÌÙ 2 É 3 ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ âÌÏÈÁ É bmoa(Dn) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ××ÏÄÉÔÓÑ í£ÂÉÕÓ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ �ÏÌÕÎÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å bmoa(Dn). �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÉÍ×ÏÌ C ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÓÔÒÏ-ËÉ Ë ÓÔÒÏËÅ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A ≍ B ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁC1A 6 B 6 C2A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C1; C2 > 0.

§2. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á âÌÏÈÁ2.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á âÌÏÈÁ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. ïÂÌÁÓÔØ
D ⊂ Cm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Aut(D)ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w; v ∈ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ T ∈ Aut(D) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Tw = v. ðÕÓÔØ Hw(u; v) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÆÏÒÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂÌÁÓÔÉ D. ò.í.�ÉÍÏÎÉ [15℄ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï âÌÏÈÁ B(D) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ Hol(D) ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ �f = supw∈D

Qf (w) <∞;



ïðåòá�ïòù ëïíðïúéãéé ÷ ðïìéäéóëáè 55ÇÄÅ Qf (w) = supu∈Cm\{0} |〈∇f(w); u〉|√Hw(u; u) :ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f 7→ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÎÏÒÍÏÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B(D): éÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÕÎÏÒÍÙ �f ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�f◦	 = �f ÄÌÑ ×ÓÅÈ 	 ∈ Aut(D): (2.1)2.2. îÏÒÍÙ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B̃(Dm). ðÕÓÔØ B̃(Dm) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï B(Dm), �ÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ �Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÏÇÄÁ B̃(Dm) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÎÏÒÍÙ:
‖f‖2̃

B(Dm) = supw∈Dm m∑k=1 ∣∣∣∣ �f�wk (w)∣∣∣∣2 (1− |wk |2)2:äÁÎÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B̃(Dm). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
‖f‖B̃(Dm) = �f , ÇÄÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �f = �f (Dm) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2.1) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ�f◦	 = �f ÄÌÑ ×ÓÅÈ 	 ∈ Aut(Dm):2.3. æÕÎË�ÉÉ âÌÏÈÁ ËÁË ÌÉ�ÛÉ�Å×Ù ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ B(D) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ-ÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ âÅÒÇÍÁÎÁ �1 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ. üÔÏÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B(Dm), m > 2.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÏÞÎÙÊ ÆÁËÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 (ÓÍ. [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1℄). ðÕÓÔØ f ∈ Hol(Dm), m ∈ N. �ÏÇÄÁf ∈ B(Dm) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ�ÛÉ-�Å×ÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÉÄÉÓËÏÍ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ�m, É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉ-ÅÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �f = supw 6=v |f(w)− f(v)|�m(w; v) : (2.2)



56 å. ó. äõâãï÷2.4. ïÂÒÁÔÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ âÌÏÈÁ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ m ∈ N É 0 < q < ∞. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉFx ∈ B(Dm), 0 6 x 6 1, É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �m;q > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Fx(0) = 0,
‖Fx‖B(Dm) 6 1, Á ÔÁËÖÅ1∫0 |Fx(w)|q dx > �m;q ( m∑k=1 log 11− |wk|2) q2ÄÌÑ ×ÓÅÈ w ∈ Dm.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ fx ∈ B(D),0 6 x 6 1, É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �q > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ fx(0) = 0,

‖fx‖B(D) = supz∈D

|f ′x(z)|(1− |z|2) 6 1;Á ÔÁËÖÅ 1∫0 |fx(z)|q dx > �q (log 11− |z|2) q2ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ D; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11, ÌÅÍÍÁ 2.1℄. ðÏÌÁÇÁÑFy(w) = fy+1−k(wk) ÄÌÑ y ∈ [k − 1; k); k = 1; 2; : : : ;m;�ÏÌÕÞÁÅÍ m∫0 |Fy(w)|q dy > �m;q ( m∑k=1 log 11− |wk |2) q2ÄÌÑ ×ÓÅÈ w ∈ Dm. îÁËÏÎÅ�, ÚÁÍÅÎÑÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ [0; 1℄ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á. �

§3. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á BMOA3.1. ñÄÒÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ. îÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏP (z; �) = n∏j=1 1− |zj |2
|zj − �j |2 ; z ∈ Dn; � ∈ Tn;



ïðåòá�ïòù ëïíðïúéãéé ÷ ðïìéäéóëáè 57ÚÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÏÌÉÄÉÓËÁ Dn. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÑÑ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:
∫

Tn g ◦ �z(�) d�n(�) = ∫Tn g(�)P (z; �) d�n(�); g ∈ L1(Tn); (3.1)ÇÄÅ �z = (�z1 ; : : : ; �zn), z ∈ Dn, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁÄÌÑ �ÏÌÉÄÉÓËÁ Dn.3.2. ðÏÌÕÎÏÒÍÙ çÁÒÓÉÑ. äÌÑ 1 6 p < ∞ �ÕÓÔØ BMOAGp(Dn) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ Hp(Dn) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
‖f‖Gp(Dn) = supz∈Dn ‖f ◦ �z − f(z)‖Hp(Dn) <∞; (3.2)ÇÄÅ Hp(Dn) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï èÁÒÄÉ × �ÏÌÉÄÉÓËÅ

Dn. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.2) ÚÁÄÁÅÔ �ÏÌÕÎÏÒÍÕ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅBMOAGp(Dn). �ÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (3.2) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ
‖f ◦ �u‖Gp(Dn) = ‖f‖Gp(Dn); u ∈ Dn:éÍÅÅÍ f ∈ Hp(Dn) × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (3.2), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f◦�z ∈ Hp(Dn),z ∈ Dn. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÄÉÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ (f ◦�z)∗ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �n-�.×.äÁÌÅÅ,

‖f ◦ �z(r�) − f(z)‖Lp(Tn)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ r, Á ÔÁËÖÅlimr→1− ‖f ◦ �z(r�) − f(z)‖Lp(Tn) = ‖(f ◦ �z)∗(�)− f(z)‖Lp(Tn):éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �z �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÏÒÁ Tn. �ÁË ËÁËf ∈ Hp(Dn), ÔÏ f ÉÍÅÅÔ ÎÅËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ (�Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. �ÁË ËÁË ËÒÉ×ÁÑ �z(r�) �ÒÉ r → 1 �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ËÔÏÞËÅ �z(�) ÎÅËÁÓÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ, ÞÔÏ(f ◦ �z)∗(�) = f∗(�z(�)) ÄÌÑ �n-�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ � ∈ Tn:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
‖f‖Gp(Dn) = supz∈Dn ‖f∗(�z(�)) − f(z)‖Lp(Tn):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (3.1), �ÏÌÕÞÁÅÍ

‖f‖pGp(Dn) = supz∈Dn ∫
Tn |f∗(�) − f(z)|pP (z; �) d�n(�): (3.3)îÉÖÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÂÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (3.2) É (3.3) ÄÌÑ ‖ · ‖Gp(Dn).



58 å. ó. äõâãï÷óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÏÓ�ÉÌÌÑ�ÉÉ.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ f ∈ Hp(Dn). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏsupz∈Dn ∫
Tn |f∗(�) − kz|pP (z; �) d�n(�) 6 K <∞ (3.4)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ kz ∈ C. �ÏÇÄÁ f ∈ BMOAGp(Dn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ z ∈ Dn. éÍÅÅÍ

|f(z)− kz|p = ∣∣∣∣∣∣∫
Tn (f∗(�)− kz)P (z; �) d�n(�)∣∣∣∣∣∣p

6

∫

Tn |f∗(�)− kz)|pP (z; �) d�n(�) 6 K (3.5)× ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ç£ÌØÄÅÒÁ É (3.4). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,21−p ∫
Tn |f∗(�)− f(z)|pP (z; �) d�n(�)

6

∫

Tn |f∗(�)− kz|pP (z; �) d�n(�) + ∫
Tn |kz − f(z)|pP (z; �) d�n(�) 6 2K× ÓÉÌÕ (3.5) É (3.4). äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.3). �3.3. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á bmoa(Dn). äÌÑp > 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á bmop(Tn), Ñ×ÌÑÀ-ÝÉÅÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á bmo(Tn) = bmo1(T). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï bmop(Tn) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ Lp(Tn) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

‖f‖pbmop(Tn) = supR 1
|R| ∫R |f − fR|p d�n <∞:ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï bmoap(Dn) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ f ∈ Hp(Dn),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f∗ ∈ bmop(Tn).óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁBMOA × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ ÉÚ Cn, n > 1; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [17, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.3℄,ÇÄÅ p = 2.



ïðåòá�ïòù ëïíðïúéãéé ÷ ðïìéäéóëáè 59ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ f ∈ Hp(Dn), p > 1. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(i) f ∈ bmoap(Dn);(ii) f ∈ BMOAGp(Dn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ,ÞÔÏ n=2. ðÏÓÌÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 2.(i)⇒(ii) äÌÑ � ∈ T2 É r1; r2 > 0 �ÏÌÏÖÉÍR(�; r1; r2) = {� ∈ T2 : |�j − �j | < rj ; j = 1; 2}: (3.6)ðÕÓÔØ f ∈ bmoap(D2), Ô.Å.b∗ = supR 1
|R| ∫R |f∗ − f∗R|p d�2 <∞;ÇÄÅ R { ÜÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.6), Á ÓÉÍ×ÏÌf∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f . äÁÌÅÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å×ÍÅÓÔÏ f∗ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ f . îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏsupz∈D2 ∫

T2 |f(�)− kz |pP (z; �) d�2(�) <∞ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ kz ∈ C.éÔÁË, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ z ∈ D2. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ |z| > 45 .ðÏÌÏÖÉÍR` = R(( z1
|z1| ; z2|z2|) ; 2`(1− |z1|); (1− |z2|)) ; ` = 0; 1; : : : ; L;ÇÄÅ L { ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 2L(1− |z1|) > 2.�ÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÍRL+k = R(( z1
|z1| ; z2|z2|) ; 2L(1− |z1|); 2k(1− |z2|)) ; k = 1; : : : ;K;ÇÄÅ K { ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ RL+K = T2. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Rj , j = 0; 1; : : : ; J , J = K + L,RJ = T2. �ÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ

|Rj | ≍ 2j(1− |z1|)(1− |z2|):



60 å. ó. äõâãï÷�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � ∈ Rj \Rj−1, j = 1; : : : ; J . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
|z1 − �1||z2 − �2| ≍ 2j(1− |z1|)(1− |z2|);ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, P (z; �) ≍ 14j(1− |z1|)(1− |z2|) ≍

12j |Rj | : (3.7)äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ |Rj | 6 C|Rj−1| ÉfRj − fRj−1 = 1
|Rj−1| ∫Rj−1 (fRj − f) d�2;�ÏÜÔÏÍÕ

∣∣fRj − fRj−1 ∣∣p 6
C
|Rj | ∫Rj ∣∣f − fRj ∣∣p d�2 6 Cb∗:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

∣∣fRj − fR0∣∣p 6

( j∑k=1 |fRk − fRk−1 |)p
6 Cjpb∗:ïÂßÅÄÉÎÑÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3.7), ÉÍÅÅÍ

∫Rj\Rj−1 |fRj − fR0 |pP (z; �) d�2(�) 6
Cjpb∗2j :�ÁËÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3.7) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ

∫Rj\Rj−1|f(�)− fRj |pP (z; �) d�2(�) 6
C2j |Rj | ∫Rj |f(�)− fRj |p d�2(�) 6

Cb∗2j :�ÁË ËÁË |f(�)− fR0 |p 6 2p−1|f(�)− fRj |p+2p−1|fRj − fR0 |p, ÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ�ÏÓÌÅÄÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
∫Rj\Rj−1 |f(�)− fR0 |pP (z; �) d�2(�) 6

C(j + 2)pb∗2j :



ïðåòá�ïòù ëïíðïúéãéé ÷ ðïìéäéóëáè 61äÁÌÅÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ j = 1; : : : ; J É Ï�ÅÎËÕP (z; �) ≍ 1
|R0| ÄÌÑ � ∈ R0, ÉÍÅÅÍ

∫

T2 |f(�)− fR0 |pP (z; �) d�2(�)= ∫R0 |f(�)− fR0 |pP (z; �) d�2(�) + J∑j=1 ∫Rj\Rj−1 |f(�)− fR0 |pP (z; �) d�2(�)
6 Cb∗ + Cb∗ ∞∑j=1 (j + 2)p2j 6 Cb∗:îÁËÏÎÅ�, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 4 �ÒÉ kz = fR0 , �ÏÌÕÞÁÅÍ f ∈ BMOAGp(D2),ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.(ii)⇒(i) ðÕÓÔØ f ∈ Hp(D2) É z ∈ D2 \{0}. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.3),�ÏÌÕÞÁÅÍ

‖f‖pGp(D2) >

∫

T2 |f(�)− f(z)|pP (z; �) d�2(�)
>

∫R |f(�)− f(z)|pP (z; �) d�2(�);ÇÄÅ R = R(( z1
|z1| ; z2|z2|) ; 3(1− |z1|); 3(1− |z2|)) :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |R| ≍ (1− |z1|)(1− |z2|). äÁÌÅÅ, ÄÌÑ � ∈ R ÉÍÅÅÍ

|zj − �j | 6

∣∣∣∣zj − zj
|zj | ∣∣∣∣+ 3(1− |zj |) 6 4(1− |zj |); j = 1; 2:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

‖f‖pGp(D2) >
116(1− |z1|)(1− |z2|) ∫R |f(�)− f(z)|p d�2(�)

>
C
|R| ∫R |f(�)− f(z)|p d�2(�):



62 å. ó. äõâãï÷éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ É �ÒÏ×ÏÄÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ(ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÌÅÍÍÙ 4), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏC‖f‖pGp(D2) >
1
|R| ∫R |f(�)− fR|p d�2(�):îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D2 \{0}, �ÏÜÔÏÍÕ R �ÒÏ-ÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁ ÔÏÒÅ T2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ∈ bmoap(D2).

�îÅÓËÏÌØËÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á bmo1(Tn) �ÏÌÕ-ÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f ∈ L1(T2), ÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3 ÉÚ[6℄ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ f ∈ bmo1(T2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË-�ÉÉ f( · ; �2) É f(�1; · ) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ BMO(T) = bmo(T)ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ �2 É �1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. æÏÒÍÁÌØÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f( · ; �2) ∈ BMO(T) ÄÌÑ ×ÓÅÈ �2 ∈ E2 ⊂ T, �(E2) = 1, ÁÔÁËÖÅ sup�2∈E2 ‖f( · ; �2)‖BMO(T) 6 C <∞:æÕÎË�ÉÉ f(�1; · ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ëÁË ÕËÁÚÁÎÏ× ÒÁÂÏÔÅ [6℄, ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ bmo1(Tn) �ÒÉ n > 2.ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3 × [6℄, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ �ÏÄÏÂÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á bmop(Tn), n > 2, p > 1, ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á BMOp(T) = bmop(T). �Å�ÅÒØ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏBMOp(T) = BMO(T) = bmo(T) ÄÌÑ ×ÓÅÈ p > 1; ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÏ-ÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ á. âÜÒÎÛÔÅÊÎÏÍ [2℄. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ n > 1 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á bmoap(Dn), p > 1, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ bmoa(Dn), Á ÔÁËÖÅ ‖ · ‖bmoap(Dn), p > 1, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å bmoa(Dn). ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÜÔÏÔ ÆÁËÔÓ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 5, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ n ∈ N É q > 1. ðÕÓÔØ b̃moa(Dn) ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï bmoa(Dn), �ÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ �Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÏÇÄÁ ‖ · ‖BMOAGq (Dn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊí£ÂÉÕÓ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å b̃moa(Dn).3.4. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ BMOA. õÓÌÏ×ÉÅ (1.4) ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÎÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ âÅÒÇÍÁÎÁ �m ÎÁ �ÏÌÉÄÉÓËÅ Dm. éÚ×ÅÓÔÎÏ,



ïðåòá�ïòù ëïíðïúéãéé ÷ ðïìéäéóëáè 63ÞÔÏ �2m(w; v) = 12 m∑k=1(log 1 + | wk (vk)|1− | wk (vk)|)2 ; w; v ∈ Dm:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ p > 1 ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : Dn → DmÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1.4) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁsupz∈Dn sup06r<1 ∫
Tn ( m∑k=1 log 11− | 'k(z)('k(�z(r�)))|2)p d�n(�) <∞: (3.8)ëÌÁÓÓ bmoaH(Dn;Dm) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (1.2), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓ×ÏÊÓÔ×Õ (3.8) �ÒÉ p = 1.

§4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1(1.3)⇒(1.4) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ p > 1. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒC' : B(Dm) → bmoa(Dn) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C'1 = 1, �ÏÜÔÏ-ÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ C' : B̃(Dm) → b̃moa(Dn) ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6 �ÒÉ q = 2p, �ÏÌÕÞÁÅÍsupz∈Dn sup06r<1 ∫
Tn |f ◦ ' ◦ �z(r�) − f ◦ '(z)|2p d�n(�) 6 C‖f‖2p̃

B(Dm) = C�2pf :(4.1)�Å�ÅÒØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 3 �ÒÉ q = 2p, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ Fx ∈ B(Dm),0 6 x 6 1, É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ � = �m;2p > 0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
‖Fx‖B̃(Dm) 6 C‖Fx‖B(Dm) 6 C ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙC > 0. äÁÌÅÅ, í£ÂÉÕÓ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖B̃(Dm) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ,ÞÔÏ

‖Fx ◦	'(z)‖B̃(Dm) 6 C;ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ z ∈ Dn. �ÁËÖÅ ÉÍÅÅÍFx ◦	'(z)('(z)) = Fx(0) = 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÁÇÁÑ f = Fx ◦	'(z) × ÕÓÌÏ×ÉÉ (4.1), �ÏÌÕÞÁÅÍ
∫

Tn |Fx ◦	'(z)('(�z(r�)))|2p d�n(�) 6 C



64 å. ó. äõâãï÷ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ Dn, 0 6 r < 1, 0 6 x 6 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,1∫0 ∫Tn |Fx ◦	'(z)('(�z(r�)))|2p d�n(�) dx 6 C; z ∈ Dn; 0 6 r < 1:äÁÌÅÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ æÕÂÉÎÉ É ÌÅÍÍÕ 3, �ÏÌÕÞÁÅÍ� ∫
Tn ( m∑k=1 log 11− | 'k(z)('k(�z(r�)))|2)p d�n(�) 6 C;z ∈ Dn; 0 6 r < 1:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3.8), ËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÀ (1.4). éÔÁË, ÉÚ (1.3) ÓÌÅÄÕÅÔ (1.4).(1.4)⇒(1.5) üÔÁ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ.(1.5)⇒(1.3) ðÕÓÔØ f ∈ B(Dm). �ÏÇÄÁ
|f('(�z(r�)) − f('(z))| 6 �f�m('(�z(r�)); '(z))× ÓÉÌÕ (2.2). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,supz∈Dn sup06r<1∫

Tn |f('(�z(r�)) − f('(z))| d�n(�)
6 �f supz∈Dn sup06r<1∫

Tn �m('(�z(r�)); '(z)) d�n(�) <∞× ÓÉÌÕ (1.5). éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6 �ÒÉ p = 1, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ,ÞÔÏ f ◦ ' ∈ bmoa(Dn). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1.3) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÚÁ×ÅÒ-ÛÅÎÏ. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. P. Ahern and W. Rudin, Bloh funtions, BMO, and boundary zeros. | IndianaUniv. Math. J. 36 (1987), No. 1, 131{148.2. A. Baernstein, Analyti funtions of bounded mean osillation, Aspets of ontem-porary omplex analysis (Pro. NATO Adv. Study Inst., Univ. Durham, Durham,1979), Aademi Press, London-New York, 1980, pp. 3{36.3. S.-Y. A. Chang and R. Fe�erman, Some reent developments in Fourier analysisand Hp-theory on produt domains. | Bull. Amer. Math. So. (N.S.) 12 (1985),No. 1, 1{43.4. B. R. Choe, W. Ramey, and D. Ullrih, Bloh-to-BMOA pullbaks on the disk. |Pro. Amer. Math. So. 125 (1997), No. 10, 2987{2996.
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