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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅäÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

− div (
|x|�p|∇v|p−2∇v) = |x|(�+�−1)q |v|q−2v × R

n: (1)úÄÅÓØ 1 < p < ∞, � > 1 − np , 0 < � < min {1; np }, q = npn−�p . ðÏÄÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÂÕÄÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
D1;p� = {v ∈ Lq(Rn; |x|(�+�−1)q dx) : ∫

Rn |x|�p|∇v|p dx <∞}:ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ J(v) = ( ∫

Rn |x|�p|∇v|pdx) 1p
( ∫

Rn |x|(�+�−1)q |v|qdx) 1q :îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï



∫

Rn |x|(�+�−1)q |v(x)|q dx



1q
6 K 


∫

Rn |x|�p|∇v(x)|p dx



1p (2)ÂÙÌÏ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÷. ð. éÌØÉÎÙÍ [2℄ × 1961 ÇÏÄÕ. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉÏÎÏ ÂÙÌÏ �ÅÒÅÏÔËÒÙÔÏ L. Ca�arelli, R. Kohn É L. Nirenberg × ÒÁÂÏÔÅ [9℄.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÁÆÆÁÒÅÌÌÉ{ëÏÎÁ{îÉÒÅÎÂÅÒÇÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ óðÂçõ 6.38.670.2013. òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ÔÁË-ÖÅ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 14-01-00534.98



íîïöåó�÷åîîïó�ø ðïìïöé�åìøîùè òåûåîéê 99ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (2) ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ1K(n; p; �; �) = infv∈D
1;p� ; v 6=0 J(v) > 0:÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ v ∈ D1;p� , ËÏÔÏÒÁÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ J(v) (É ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅK(n; p; �; �)), ÎÅ-ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, ÔÁË ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÙÍ. üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × ÒÁÂÏÔÁÈ [10,12, 18℄. ÷ ÓÔÁÔØÅ [17℄ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÓÏ×.äÒÕÇÏÊ �ÉËÌ ÒÁÂÏÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÜÆÆÅËÔÕ �ÏÔÅÒÉ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉ-ÍÁÊÚÅÒÁ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ h(�) ∈ (0; 1), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ 0 <1− � < h(�) ÍÉÎÉÍÁÊÚÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁÄÉÁÌØÎÙÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ × [12℄ ÄÌÑp = 2 É × [8℄ ÄÌÑ p < n. �ÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ h(�) ÄÌÑ p = 2 ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ×ÒÁÂÏÔÅ [16℄. �ÁËÖÅ ÜÆÆÅËÔ �ÏÔÅÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Á-ÒÁÍÅÔÒÁÈ ÉÚÕÞÁÌÓÑ × ÒÁÂÏÔÁÈ [5,11,15,23℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÁÎÅÒÁÄÉÁÌØÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÊÚÅÒÁ, Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÍÉÎÉ-ÍÕÍ Ä×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÊÚÅÒÒÁÄÉÁÌÅÎ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, É ÔÏÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × (2) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ñ×ÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÍÉÎÉ-ÍÁÊÚÅÒ ÎÅÒÁÄÉÁÌØÎÙÊ, ÔÏ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ.òÁÄÉÁÌØÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÊÚÅÒÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× � É � �ÒÉp = 2 ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÁÈ [15,23℄. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑp = 2 ÂÙÌ ÒÅÛÅÎ × ÓÔÁÔØÅ [14℄. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ p, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÎÁÍÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [21℄ �ÒÉ 1 < p < n.íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÜÆÆÅËÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1). ÷�ÅÒ×ÙÅ �ÏÄÏÂÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ ÂÙÌ ÏÔËÒÙÔ × [13℄�ÒÉ n = 2 ÄÌÑ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ

−�u = uq−1 × 
 = BR+1 \BR; u|�
 = 0:ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÌÀÂÏÅ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ�Ï×ÏÒÏÔÏ×) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ1 �ÒÉ q > 2, ÅÓÌÉ R ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ×ÅÌÉËÏ. äÁÌÅÅ ÜÔÏÔ ÜÆÆÅËÔ ÂÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ × [19℄ �ÒÉ n > 4 É × [7℄ �ÒÉn = 3. äÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ËÒÁÅ×ÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÉÚÕÞÁÌÁÓØ × ÓÔÁÔØÑÈ [1, 3, 4, 6℄.1ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑÈ ÔÅÒÍÉÎ \ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ" (multiplii-ty) ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÍ ÓÍÙÓÌÅ { ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ.



100 á. é. îáúáòï÷, â. ï. îå�åòåâóëéêíÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) �ÒÉ �ÏÄ-ÈÏÄÑÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. äÌÑÎÅÞÅÔÎÙÈ n ×Ï�ÒÏÓ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.óÔÁÔØÑ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 ÓÏÂÒÁÎÙ ×Ó�ÏÍÏ-ÇÁÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ. ÷ §3 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Á ÔÁËÖÅ\Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ" ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)�ÒÉ � < 1− np × \�ÒÏËÏÌÏÔÏÍ" �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn \ {0}.÷×ÅÄÅÍ ÒÑÄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ n = ml. �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RnÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ Rn = (Rm)l. �ÏÞËÉ Rn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅ-ÒÅÚ x, Á ÔÏÞËÉ R
m { ÞÅÒÅÚ y. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x = (y1; : : : ; yl). ðÏÌÏÖÉÍr = |x|. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ yi ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ (ri; #i); #i ∈

Sm, ÇÄÅ Sm { (m− 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ.óÌÅÄÕÑ [4℄, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ v m-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ vÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÅËÔÏÒÏ× y1; : : : ; yl. åÓÌÉÖÅ v m-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ri, i = 1; : : : ; l, ÔÏ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ Å£ m-ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ.äÌÑ ÌÀÂÏÊG { ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÙO(m) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØL(m;G)�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈm-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚD1;p� ,G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÈ �Ï yi.îÏÒÍÕ × Lp(Rn) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ‖ · ‖p.
§2. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙäÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L(m;G) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ×ÉÄ
‖r�+�−1v‖q 6 K(n;m; p; �; �;G) · ‖r�∇v‖p : (3)äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á, ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ Õ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ K ÂÕÄÕÔ Ï�ÕÓËÁÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÎÅ ÎÁ×ÒÅÄÉÔ ÑÓÎÏÓÔÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ×ÁÒÉÁÎÔÅ �ÒÉÎ�É�Á ËÏÎ�ÅÎÔ-ÒÁ�ÉÉ-ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ, ÓÍ. [20℄. äÌÑ � = 0 É ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÏÎÏÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [5℄. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ, É ÍÙ ÅÇÏÏ�ÕÓËÁÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ vk ∈ L(m;G) ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÁ × D1;p� (Rn). �ÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × D1;p� (Rn) (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ v),



íîïöåó�÷åîîïó�ø ðïìïöé�åìøîùè òåûåîéê 101É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÍÅÒ ÎÁ Rn (ÚÄÅÓØ Rn | ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑ Rn):
|r�+�−1vk|q + |r�+�−1v|q + �0Æ0(x) + �∞Æ∞(x);
|r�∇vk|p + � > |r�∇v|p + �0Æ0(x) + �∞Æ∞(x); (4)�0; �∞ > 0; �0 = �1− �pn0Kp ; �∞ = �1− �pn

∞Kp :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ 0 < � < min{1; np } ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑv ∈ L(m;G) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (3) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØvk ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ J(v). �ÁË ËÁË J ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ-ÓÔÑÖÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× É ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÆÕÎË�ÉÉ v, ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
∫

Rn |r�∇vk|p dx = 1; ∫B1 |r�∇vk|p dx = 12 : (5)îÅ �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÎÏ×ÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ, ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. äÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ v �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1K 6
‖r�∇v‖p

‖r�+�−1v‖q : (6)äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË ‖r�+�−1vk‖q → K, ÉÚ (4) É (6) �ÏÌÕÞÁÅÍ
(
‖r�+�−1v‖qq + �0 + �∞

)1−�pn = Kp= ∫

Rn Kp d� > Kp ∫

Rn |r�∇v|p dx+Kp�0 +Kp�∞
> ‖r�+�−1v‖pq + �1− �pn0 + �1− �pn

∞= ‖r�+�−1v‖q·(1−�pn )q + �1− �pn0 + �1− �pn
∞ :�ÁË ËÁË �ÏËÁÚÁÔÅÌØ 1− �np ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, | ÎÕÌÉ. ÷ ÓÉÌÕ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �0 = �∞ = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

‖r�+�−1v‖q = K. ðÏÓËÏÌØËÕ ‖r�∇v‖p 6 1, ÆÕÎË�ÉÑ v ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÉ-ÎÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ J . �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ { ÁÎÁÌÏÇ ìÅÍÍÙ 3.1 [4℄.



102 á. é. îáúáòï÷, â. ï. îå�åòåâóëéêìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ n ËÒÁÔÎÏ m, G { ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á O(m). �ÏÇÄÁ×ÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1. ÅÓÌÉ p > n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �̂(n;m; p;G; �) < np , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ�ÒÉ � > �̂ ÌÀÂÁÑ m-ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ v ÎÅ ÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ J ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å L(m;G);2. ÅÓÌÉ p > 2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �̂(n;m; p;G; �) > 1− np , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ�ÒÉ � > �̂ ÌÀÂÁÑ m-ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ v ÎÅ ÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ J ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å L(m;G).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ v(r) { m-ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ J ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ m-ÒÁ-ÄÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ D1;p� . îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
‖r�+�−1v‖q = 1.÷ ÓÉÌÕ �ÒÉÎ�É�Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [22℄) ÉÍÅÅÍdJ(v;h) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ h ∈ D1;p� . õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÁÅÍJp−1(v) · d2J(v;h; h)=∫

Rn r�p|∇v|p−4((p−2)〈∇v;∇h〉2+|∇v|2|∇h|2) dx
−Jp(v)[(p− q) ∫

Rn r(�+�−1)qvh|v|q−2 dx


2+ (q − 1)∫

Rn r(�+�−1)qh2|v|q−2 dx]: (7)÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ hi = vfi, ÇÄÅ fi =rir ·U(#i), Á U { �ÏËÁ ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Sm, ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Å. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ∫

Rn r(�+�−1)qvhi|v|q−2 dx = 0: äÁÌÅÅ,
〈∇v;∇hi〉2 = |∇v|2 〈

∇v;∇(vf2i )〉+ v2 〈∇v;∇fi〉2 ;
|∇hi|2 = 〈

∇v;∇(vf2i )〉+ v2|∇fi|2:ðÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ vf2i ∈ D1;p� , �ÏÜÔÏÍÕ0 = dJ(v; vf2i )= J(v) ∫

Rn r�p|∇v|p−2 〈
∇v;∇(vf2i )〉 dx

‖r�∇v‖pp −

∫

Rn r(�+�−1)q |v|qf2i dx
‖r(�+�−1)qv‖qq 

 :



íîïöåó�÷åîîïó�ø ðïìïöé�åìøîùè òåûåîéê 103ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × (7) É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕ v, �ÏÌÕÞÉÍJp−1(v) · d2J(v;hi; hi)= ∫

Rn r�pv2|∇v|p−4 ((p− 2)〈∇v;∇fi〉2 + |∇v|2|∇fi|2) dx
− (q − p) · Jp(v) · ∫

Rn r(�+�−1)q |v|q−2h2i dx:�ÁË ËÁË 〈∇v;∇U〉 = 0, ÉÍÅÅÍJp−1(v) · d2J(v;hi; hi) = ∫

Rn r�p|∇v|p−2 v2r2 |∇#iU |2 dx+ ∫

Rn r�p|∇v|p−4 v2 U2 ((p− 2)〈∇v;∇rir 〉2 + |∇v|2 ∣∣∣∇
rir ∣∣∣

2) dx
− (q − p) Jp(v) ∫

Rn r(�+�−1)q |v|qf2i dx: (8)ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ U { ÒÅÛÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ� = min ‖∇#w‖2L2(Sm)
‖w‖2L2(Sm)(ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å). ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × (8) Ó ÕÞÅÔÏÍ p ≥ 2 Ï�ÅÎÉ-×ÁÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫

Rn r�p |∇v|p−2 v2 ( 1r2 |∇#iU |2 + (p− 1) ∣∣∣∇
rir ∣∣∣

2 U2) dx= ∫

Rn r�p U2 |∇v|p−2 v2r2 (� + (p− 1)(1− r2ir2))= |Sm|l−1 ∫

Sm U2 ∫
r r�p |∇v|p−2 v2r2 (�+ (p− 1)(1− r2ir2))!;ÇÄÅ 
r = {(r1; : : : ; rl) : ri > 0}, ! = l∏i=1 rm−1i .



104 á. é. îáúáòï÷, â. ï. îå�åòåâóëéêíÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ U ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÁ × L2(Sm), �ÏÜÔÏÍÕ
|Sm| Jp−1(v)·d2J(v;hi; hi) 6

∫

Rn r�p|∇v|p−2 v2r2 (�+(p− 1)(1− r2ir2)) dx
− (q − p)Jp(v) ∫

Rn r(�+�−1)q |v|q · r2ir2 dx: (9)äÁÌÅÅ, �ÏÌÏÖÉÍ h = l∑i=1 hi ∈ L(m;G). îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏD2J(v;h; h) = l∑i=1D2J(v;hi; hi):ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9) �Ï ×ÓÅÍ i É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕv, �ÏÌÕÞÉÍ
|Sm| Jp−1(v) · d2J(v;h; h)

6 (l�+ (l − 1)(p− 1)) ∫
Rn r�p |∇v|p−2 v2r2 dx− (q − p) Jp(v):ïÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ çÅÌØÄÅÒÁ É èÁÒ-ÄÉ:

∫

Rn r�p |∇v|p−2 v2r2 dx 6 Jp−2(v)∫

Rn vp rp(�−1) dx



2p
6 2n;p;� · Jp(v)(ÚÄÅÓØ n;p;� = pn+p(�−1) ), ÏÔËÕÄÁ

|Sm| · d2J(v;h; h) 6 J(v) [(l�+ (l − 1)(p− 1)) 2n;p;� − (q − p)] : (10)äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÚÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ.1. åÓÌÉ p ≥ n, ÔÏ �ÒÉ �, ÂÌÉÚËÉÈ Ë np , �ÏËÁÚÁÔÅÌØ q = npn−�p ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, É �ÏÔÏÍÕ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(10) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ d2J(v;h; h) < 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒ×ÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.2. ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ � ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ (n; p; �) ÍÁÌ, É �ÏÔÏÍÕ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ(10) ×ÎÏ×Ø ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �̂ É �̂ ÏÔ G ×ÙÒÁÖÅÎÁ × (10) ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �. �



íîïöåó�÷åîîïó�ø ðïìïöé�åìøîùè òåûåîéê 105ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ m = 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Gt �ÏÄÇÒÕ��Õ × O(2), �ÏÒÏÖÄÁ-ÅÍÕÀ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�=t; t ∈ N. æÕÎË�ÉÀ, ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÕÀÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ J ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L(2; Gt), ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ u(2;t).ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ n Þ£ÔÎÏ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t; t′ ∈ N(1) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ p > n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �̂(n; p; �; t; t′) < np , ÞÔÏ�ÒÉ � > �̂ ÆÕÎË�ÉÉ u(2;t) É u(2;t′) ÒÁÚÌÉÞÎÙ;(2) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ p > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �̂(n; p; �; t; t′) > 1 − np ,ÞÔÏ �ÒÉ � > �̂ ÆÕÎË�ÉÉ u(2;t) É u(2;t′) ÒÁÚÌÉÞÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ |∇u|2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
|∇u|2 = l∑i=1 (u2ri + 1r2i u2#i) :ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ t′ = st; s ∈ N. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀv(2;t)((r1; #1); : : : (rl; #l)) = u(2;st) ((r1; 1s#1); : : : (rl; 1s#l)) :�ÏÇÄÁ v(2;t) ∈ L(2; Gt), É ××ÉÄÕ (v(2;t))#i = 1s (u(2;st))#i �ÏÌÕÞÁÅÍ

‖r�+�−1v(2;t)‖q = ‖r�+�−1u(2;st)‖q; ‖r�∇v(2;t)‖p < ‖r�∇u(2;st)‖p; (11)ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ (u(2;st))#i 6≡ 0. îÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ u(2;st) | 2-ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ìÅÍÍÅ 1. éÚ (11) ×ÙÔÅËÁÅÔJ(u(2;t)) 6 J(v(2;t)) < J(u(2;st)); (12)ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ �ÒÉ t′ = st.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÏÖÉÍ t̂ = îïë(t; t′). åÓÌÉ u(2;t) É u(2;t′) ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ u(2;t) ∈ L(2; Gt̂). á ÔÏÇÄÁ J(u(2;t̂)) 6 J(u(2;t)), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÔ (12). �

§3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ n { ÞÅÔÎÏÅ. �ÏÇÄÁ(1) ÅÓÌÉ p > n É � > 1 − np , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t0 ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�̂(t0; n; p; �) < np ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ � > �̂ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ≤ t0 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ 2-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, Gt-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), �ÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ t ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙ.



106 á. é. îáúáòï÷, â. ï. îå�åòåâóëéê(2) ÅÓÌÉ p > 2, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t0 ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �̂(t0; n; p; �) >1− np ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ � > �̂ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ≤ t0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÅ 2-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, Gt-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ (1), �ÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ t ÒÁÚÌÉÞÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t0. äÌÑ ×ÓÅÈ t ≤t0 ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ J ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ
L(2; Gt). ÷×ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 1 ×ÓÅ ÍÉÎÉÍÁÊÚÅÒÙ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÅÓÌÉ �ÒÉÚÁÄÁÎÎÏÍ � �ÁÒÁÍÅÔÒ � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚÏË Ë np ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÅÓÌÉ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ � �ÁÒÁÍÅÔÒ � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉË.éÚ �ÒÉÎ�É�Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ dJ(u(2;t);h) = 0ÄÌÑ ×ÓÅÈ h ∈ D1;p� . ðÏÓÌÅ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ u(2;t) ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ{ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ J ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (1).ðÏÓËÏÌØËÕ J(|v|) = J(v), ÆÕÎË�ÉÑ |u(2;t)| ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1). ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á çÁÒÎÁËÁ (ÓÍ. [24℄) ÏÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ× Rn. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ � < 1− np . �ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÓÌÅÄÕÅÔÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × Rn \ {0}, É �ÏÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
D1;p�;0 = {v ∈ Lq(Rn; |x|(�+�−1)q dx) : ∫

Rn |x|�p|∇v|p dx <∞; v(0) = 0}:÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÉÅÍÏÍ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [11℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ K(x) = x=|x|2. ðÒÑÍÙÍÉ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
∫

Rn r�p|∇v|p dx = ∫

Rn r(2− 2np −�)p|∇(v ◦ K)|p dx;
∫

Rn r(�+�−1)q |v|q dx = ∫

Rn r(2− 2np −�+�−1)q |v ◦ K|q dx:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ � < 1 − np ×ÌÅÞÅÔ 2 − 2np − � > 1 − np . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ � 7→ 2− 2np − � ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
D1;p�;0 ÄÌÑ � < 1 − np �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ × ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á D1;p� ÄÌÑ� > 1− np . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ n { ÞÅÔÎÏÅ. �ÏÇÄÁ



íîïöåó�÷åîîïó�ø ðïìïöé�åìøîùè òåûåîéê 107(1) ÅÓÌÉ p > n É � < 1 − np , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t0 ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�̂(t0; n; p; �) < np ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ � > �̂ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ≤ t0 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ 2-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, Gt-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), �ÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ t ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙ.(2) ÅÓÌÉ p > 2, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t0 ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �̂(t0; n; p; �) <1− np ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ � < �̂ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ≤ t0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÅ 2-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, Gt-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ (1), �ÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ t ÒÁÚÌÉÞÎÙ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. é. åÎÉÎ, á. é. îÁÚÁÒÏ×, íÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÊÚÁÄÁÞÉ îÅÊÍÁÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. | ðÒÏÂÌ. ÍÁÔ. ÁÎÁÌÉÚÁ, 78 (2015),85{94.2. ÷. ð. éÌØÉÎ, îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. | íÁÔ. ÓÂ., 54(1961), No. 3, 331{380.3. ó. â. ëÏÌÏÎÉ�ËÉÊ, íÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ Ó p-ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎÏÍ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÏÅ. | áÌÇÅÂÒÁ ÉÁÎÁÌÉÚ, 22 (2010), No. 3, 206{221.4. á. é. îÁÚÁÒÏ×, ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÇÏp-ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎ, × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÏÅ. | �ÒÕÄÙ óðÂíï, 10 (2004), 33{62.5. á. é. îÁÚÁÒÏ×, îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á èÁÒÄÉ{óÏÂÏÌÅ×Á × ËÏÎÕÓÅ. | ðÒÏÂÌ. ÍÁÔ.ÁÎÁÌÉÚÁ, 31 (2005), 39{46.6. á. ð. ýÅÇÌÏ×Á, íÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÎÅÌÉ-ÎÅÊÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ îÅÊÍÁÎÁ. | ðÒÏÂÌ. ÍÁÔ. ÁÎÁÌÉÚÁ, 30 (2005), 121{144.7. J. Byeon, Existene of many nonequivalent nonradial positive solutions ofsemilinear ellipti equations on three-dimensional annuli. | J. of Di�. Eqs,136 (1997), 136{165.8. J. Byeon, Z.-Q. Wang, Symmetry breaking of extremal funtions for theCa�arelli-Kohn-Nirenberg inequalities. | Commun. Contemp. Math, 4, No. 3(2002), 457{465.9. L. Ca�arelli, R. Kohn, L. Nirenberg, First order interpolation inequalities withweights. | Compositio Math, 53, No. 3 (1984), 259{275.10. P. Caldiroli, R. Musina, On the existene of extremal funtions for a weightedSobolev embedding with ritial exponent. | Cal. Var. Part. Di�. Eqs, 8, No. 4(1999), 365{387.11. P. Caldiroli, R. Musina, Symmetry Breaking of Extremals for the Ca�arelli{Kohn{Nirenberg Inequalities in a Non-Hilbertian Setting. | Milan Journal ofMathematis 81, No. 2 (2013), 421{430.
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