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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ 
 = ! × [−1; 1℄, ÇÄÅ ! { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R

n−1. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ x = (x1; : : : ; xn−1; y) = (x′; y).îÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï �ÏÓÌÏÊÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ u, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ 
 (ÓÍ. [1, �ÅÏÒÅÍÁ 1.13℄). ðÏÌÏÖÉÍ
At(x′) := {y ∈ [−1; 1℄ : u(x′; y) > t}. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïu(x′; y) = ∞

∫0 X{At(x′)}(y) dt;ÇÄÅ X{A} { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂[−1; 1℄ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ u ∈W 11 (
):E∗ := [1− |E| ; 1℄; u∗(x′; y) = ∞
∫0 X{(At(x′))∗}(y) dt:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ F : !×R+×R+ →

R+ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ R+ = [0;∞)), ×Ù�ÕËÌÙÈ É ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ �Ï ÔÒÅÔØÅ-ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ F ( · ; · ; 0) ≡ 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ:I(u) = ∫
 F (x′; u(x);‖‖‖Du‖‖‖) dx; (1)ÇÄÅ F ∈ F, ‖‖‖ · ‖‖‖ { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÏÒÍÁ × R
n, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÊËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ‖‖‖(x′; y)‖‖‖ = ‖‖‖(x′;−y)‖‖‖,

Du = (a1(x′; u(x))D1u; : : : ; an−1(x′; u(x))Dn−1u; a(x; u(x))Dnu)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 15-01-07650.5



6 ó. ÷. âáîëå÷éþ{ ÇÒÁÄÉÅÎÔ u Ó ×ÅÓÏÍ (ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ×ÅÓ �ÒÉDnu ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ y), a( · ; · ) : 
 × R+ → R+ É ai( · ; · ) : ! × R+ → R+ {ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÉÎÄÅËÓ i �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÔ 1 ÄÏ n−1.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ai = a ≡ 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏI(u∗) 6 I(u); u ∈ W 11 (
); u > 0 (2)(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄ É �ÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÁÍ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ).÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ×ÅÓ aÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ (2). á ÉÍÅÎ-ÎÏ, I(u) 6 I(u); u ∈
oW 11 (
); u > 0; (3)ÇÄÅ u { ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ �Ï ûÔÅÊÎÅÒÕ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ)ÆÕÎË�ÉÉ u �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y. á×ÔÏÒ [3℄ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÅÓ a { ÞÅÔÎÁÑ É ×Ù�ÕËÌÁÑ �Ï y ÆÕÎË�ÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (3) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ u É ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ. ïÄÎÁËÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × [3℄ ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÏÂÏÓÎÏ×ÁÎ, É ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÅÎ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÌÉ�ÛÉ-�Å×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ u. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÔÁÔØÅ [3℄ ÔÁËÖÅ ÔÏÌØËÏ ×ÅÓ �ÒÉDnu ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ y, ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ.÷ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) É (3) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × ÒÁ-ÂÏÔÅ [4℄, ÇÄÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÈ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÂÅÌ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÂÙÌ ÚÁËÒÙÔ ÄÌÑ n = 1. ðÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÁÎÏÎ-ÓÉÒÏ×ÁÎ × [5℄.÷ ÓÔÁÔØÅ [6℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÏÍ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉu( · ;−1) ≡ 0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ×ÅÓÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÁ-ÂÅÅ, ÞÅÍ × [6℄.óÔÁÔØÑ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ. ÷ §2 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ,ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2). ÷ §3 �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ u. §4 ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.
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§2. õÓÌÏ×ÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2)úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚÒÁÂÏÔÙ [4℄, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÔÏÒÙÈ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÌÏ×ÎÏÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÄÁÎÎÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ �Á-ÒÁÍÅÔÒÙ x′ É v Õ ÆÕÎË�ÉÉ a, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x′ ∈ !; v ∈ R+. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÜÔÏÊ ÄÏÇÏ×ÏÒÅÎÎÏÓÔÉ�ÏÌÏÖÉÍ a(x′; y; v) ≡ a(y).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ([4, �ÅÏÒÅÍÁ 1℄). 1. åÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ F ∈ F É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ u, ÔÏ×ÅÓ a ÞÅÔÅÎ �Ï y, ÔÏ ÅÓÔØ a(y) ≡ a(−y).2. åÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ F ∈ F É�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ u, ÔÏ ×ÅÓ a ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Õ a(s) + a(t) > a(1− t+ s); −1 6 s 6 t 6 1: (4)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ a ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÞÅÔÎÁ É ×Ï-ÇÎÕÔÁ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4). äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ: ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ (s; t) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ a(1) −a(s) 6 a(t)−a(−1+t−s). á ÔÁË ËÁË a(1) > 0, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ a(s)+a(t) >a(−1+ t− s) = a(1− t+ s). ïÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØÎÅ ×ÓÑËÁÑ ÞÅÔÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ (4), ×Ï-ÇÎÕÔÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ u( · ;−1) ≡ 0, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4) ÏÓÔÁÅÔÓÑÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ( [4, ìÅÍÍÁ 1℄). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀa > 0, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ [−1; 1℄ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4). �ÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÙÈ −1 6 t1 6 t2 6 : : : 6 tm 6 1 ×ÅÒÎÏm
∑k=1 a(tk) > a(1− m

∑k=1(−1)ktk); ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ m;m
∑k=1 a(tk) > a(− m

∑k=1(−1)ktk); ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ m:



8 ó. ÷. âáîëå÷éþ
§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ a(x′; · ; u) ÞÅÔÎÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ(4) ÄÌÑ ×ÓÅÈ (x′; u). �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ u { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ I(u) > I(u∗).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÅÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 2 × [4℄. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ u ÉÍÅÅÔ ÉÚÌÏÍÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �
 ⊂ C ⊂
. ÷ÏÚØÍÅÍ U := {(x′; u(x′; y)) : y ∈ (−1; 1); (x′; y) 6∈ C}:�ÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ Ó×ÑÚÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Gj . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ mj ÞÉÓÌÏ �ÒÏÏÂÒÁ-ÚÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÑ (x′; u0) ∈ Gj , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ u(x′; y) =u0 (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ ÄÌÑ (x′; u0) ∈ Gj). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏÜÔÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ (x′; u0): y = yjk(x′; u0),k = 1; : : : ;mj , É Dnyjk(x′; u(x′; y)) = 1Dnu(x′;y) . íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏyj1(x′; u0) < yj2(x′; u0) < · · · < yjmj (x′; u0).õÒÁ×ÎÅÎÉÅ u∗(x′0; y∗) = u0 ÚÁÄÁÅÔ y∗ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ (x′0; u0) ∈ Gj . åÅÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ yjk (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, y∗ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÁ):u(x′0;−1) < u0 mj ÞÅÔÎÏ y∗ = 1− mj

∑k=1(−1)kyjkmj ÎÅÞÅÔÎÏ y∗ = −
mj
∑k=1(−1)kyjku(x′0;−1) > u0 mj ÞÅÔÎÏ y∗ = −1 + mj

∑k=1(−1)kyjkmj ÎÅÞÅÔÎÏ y∗ = mj
∑k=1(−1)kyjk



ï íïîï�ïîîïó�é îåëï�ïòùè æõîëãéïîáìï÷ 9ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ (x′; u) ∈ GjDny∗(x′; u(x′; y)) = 1Dnu∗(x′; y) = mj
∑k=1 |Dnyjk(x′; u(x′; y))|É Diu∗(x′; y) = ±

mj
∑k=1(−1)kDiyjk(x′; u(x′; y)), ÇÄÅ ÚÎÁË �ÅÒÅÄ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔØÀ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ j.�ÏÇÄÁI(u)= N

∑j=1 ∫Gj F (x′; u(x);‖‖‖ai(x′; u(x))Diu(x); a(x; u(x))Dnu(x)‖‖‖) dx= N
∑j=1 ∫u(Gj) mj

∑k=1F(x′; u; ‖‖‖ai(x′; u)Diyjk(x′; u); a(x′; yjk(x′; u); u)‖‖‖
∣

∣

∣
Dnyjk(x′; u)∣∣∣ )

×
∣

∣

∣
Dnyjk(x′; u)∣∣∣ dx′ du; (5)

I(u∗)= N
∑j=1 ∫Gj F (x′; u∗;‖‖‖ai(x′; u∗(x))Diu∗(x); a(x; u∗(x))Dnu∗(x)‖‖‖) dx= N

∑j=1 ∫u(Gj) F(x′; u∗; ‖‖‖ai(x′; u∗)Diy∗(x′; u∗); a(x′; y∗(x′; u∗); u∗)‖‖‖mj
∑k=1 ∣

∣

∣
Dnyjk(x′; u∗)∣∣∣ )

×

mj
∑k=1 ∣

∣

∣
Dnyjk(x′; u∗)∣∣∣ dx′ du∗: (6)úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ j, x′ É u É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ bk = ∣

∣

∣
Dnyjk∣∣∣, ki = Diyjk, ∗i = Diy∗,yk = yjk(x′; u), y∗ = y∗(x′; u), m = mj . �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ



10 ó. ÷. âáîëå÷éþ�Å�ÏÞËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:m
∑k=1 bkF(‖‖‖aiki; a(yk)‖‖‖bk ) a

> F(

m
∑k=1‖‖‖aiki; a(yk)‖‖‖m

∑k=1 bk )

m
∑k=1 bkb= F(

m
∑k=1‖‖‖(−1)kaiki; a(yk)‖‖‖m

∑k=1 bk )

m
∑k=1 bk

> F(

‖‖‖
m
∑k=1((−1)kaiki; a(yk))‖‖‖m

∑k=1 bk )

m
∑k=1 bk= F(

‖‖‖
m
∑k=1(−1)kaiki; m

∑k=1 a(yk)‖‖‖m
∑k=1 bk )

m
∑k=1 bkd

> F(

‖‖‖
m
∑k=1(−1)kaiki; a(y∗)‖‖‖m

∑k=1 bk )

m
∑k=1 bke= F(

‖‖‖ ± ai m
∑k=1(−1)kki; a(y∗)‖‖‖m

∑k=1 bk )

m
∑k=1 bk= F(‖‖‖ai∗i ; a(y∗)‖‖‖m
∑k=1 bk )

m
∑k=1 bk: (7)úÄÅÓØ × �ÅÒÅÈÏÄÅ (a) �ÒÉÍÅÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï êÅÎÓÅÎÁ, × �ÅÒÅÈÏÄÁÈ (b)É (e) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ, × () ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, × (d) { �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 É ÞÅÔÎÏÓÔØ ×ÅÓÁ a �Ï y.éÚ (7) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (5) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �Ï-ÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × (6). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒ-ÛÅÎÏ. �



ï íïîï�ïîîïó�é îåëï�ïòùè æõîëãéïîáìï÷ 11úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ u( · ;−1) ≡ 0, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÅÒÎÏ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ×ÅÓÁ. þÅÔÎÏÓÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × �ÅÒÅÈÏÄÅ (d)�Å�ÏÞËÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (7), É, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ u( · ;−1) ≡ 0 ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ u(x′0;−1) < u0, ÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ËÁË ÒÁÚ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ (d) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
§4. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÏÂÏÌÅ×ÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍóÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÒÁÂÏÔÅ[4℄. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3 ([4, ìÅÍÍÁ 5℄). æÕÎË�ÉÏÎÁÌ I(u) ÓÌÁÂÏ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ-×ÅÎ ÓÎÉÚÕ × W 11 (
).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 ([4, ìÅÍÍÁ 6℄). ðÕÓÔØ A ⊂ W 11 (
). é �ÕÓÔØ B ⊂ AÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ∀v ∈ B ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ I(v∗) 6 I(v). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ u ∈ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ uk ∈ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏuk → u × W 11 (
) É I(uk) → I(u). �ÏÇÄÁ ∀u ∈ A ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏI(u∗) 6 I(u).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ a(x′; · ; u) ÞÅÔÎÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ (4) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x′ É u. �ÏÇÄÁ1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ u ∈Lip(
).2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �! ∈ Lip É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x′ ∈ !; z ∈ R+; p ∈ RÆÕÎË�ÉÑ F ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕF (x′; z; p) 6 C(1 + |z|q∗ + |p|q);ÇÄÅ 1q∗ = 1q − 1n , ÅÓÌÉ q < n, ÌÉÂÏ q∗ ÌÀÂÏÅ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉq 6 n, ÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÓÁ a É ai ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.�ÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ u ∈W 1q (
).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ù u ËÕÓÏÞÎÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ uk ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ uk ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, ÔÏ ÉF (x′; uk(x);‖‖‖Duk‖‖‖) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÅÂÅÇÁ, �ÏÌÕÞÉ× uk → u × W 11 (
) É I(uk) → I(u).÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 4, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ u ∈ W 1q (
). äÌÑ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ uk, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÅÅ



12 ó. ÷. âáîëå÷éþ× W 1q (
). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ �
 ∈ Lip, u ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØÆÉÎÉÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÛÁÒÁ × R
n É �ÒÉÂÌÉ-ÚÉÔØ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. äÁÌÅÅ ÛÁÒ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÔÓÑ,É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÉÒÕÀÔÓÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, × �ÒÏ�ÅÓÓÅ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ.�ÏÇÄÁ, ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ I(uk) → I(u).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÁÓÎÏÓÅÌØ-ÓËÏÇÏ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ îÅÍÙ�ËÏÇÏ (ÓÍ. [7, ÇÌ. 5, §17℄). ïÄ-ÎÁËÏ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÅÌÉËÏÍ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÓÁ ai(x′; u(x)) É a(x; u(x)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. åÓÌÉ q 6 n,ÔÏ ÜÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÔ, ÔÏ W 1q (
)×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × C(
), ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, uk(x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÁÚÎÁÞÉÔ, É ai(x′; uk(x)) É a(x; uk(x)) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ

‖‖‖Duk(x)‖‖‖ 6 C1|∇uk(x)|. �Ï ÅÓÔØ,F (x′; uk(x);‖‖‖Duk(x)‖‖‖) 6 C2(1 + |uk(x)|q∗ + |∇uk(x)|q):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Am, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ x ∈ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ×ÓÅÈ k > m ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ 1 + |uk(x)|q∗ + |∇uk(x)|q 6 2(1 + |u(x)|q∗ +
|∇u(x)|q). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Am ⊂ Am+1. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ uk → u É∇uk → ∇u �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ. á ÚÎÁÞÉÔ
|Am| → |
|. �ÏÇÄÁ

X{Ak}F (x′; uk(x);‖‖‖Duk(x)‖‖‖) 6 2(1 + |u(x)|q∗ + |∇u(x)|q);
X{Ak}F (x′; uk(x);‖‖‖Duk(x)‖‖‖) → F (x′; u(x);‖‖‖Du(x)‖‖‖)�ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ‖uk‖q∗ 6 C3‖uk‖W 1q . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ,ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÕÀ ÍÁÖÏÒÁÎÔÕ É �ÏÌÕÞÁÅÍ

∫
 X{Ak}F (x′; uk(x);‖‖‖Duk(x)‖‖‖) dx → I(u)�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ.
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∫
\Ak F (x′; uk(x);‖‖‖Duk(x)‖‖‖) dx

6

∫
\Ak C2(1 + |uk(x)|q∗ + |∇uk(x)|q) dx
6 C4( ∫
\Ak (1 + |u(x)|q∗ + |∇u(x)|q) dx+ ∫
\Ak (1 + |u(x)− uk(x)|q∗ + |∇(u− uk)(x)|q) dx):ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ

∫
\Ak (1 + |u(x)− uk(x)|q∗ + |∇(u− uk)(x))|q) dx
6 C5(|
 \Am(k)|+ ‖u− uk‖q∗W 1q + ‖u− uk‖qW 1q )

→ 0:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ I(uk) → I(u) ÄÏËÁÚÁÎÁ. �áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ (2) É (3), ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ u( · ;−1) ≡ 0 É ÆÕÎË�ÉÑ a(x′; · ; u) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ (4) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x′ É u. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÎÙ ×Ù×ÏÄÙ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.ñ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ á. é. îÁÚÁÒÏ×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÙÅ �ÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÍÏÔÉ×Á�ÉÀ. �ÁËÖÅ Ñ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ÷. ç. ïÓÍÏ-ÌÏ×ÓËÏÍÕ ÚÁ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, �ÏÚ×ÏÌÉ×ÛÉÅ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÔÅËÓÔ ÓÔÁÔØÉ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ü. ìÉÂ, í. ìÏÓÓ, áÎÁÌÉÚ. îÁÕÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ, îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, 276 Ó. (1998)2. B. Kawohl, Rearrangements and onvexity of level sets in PDE. | Leture notesin mathematis 1150. Berlin; Springer Verlag, 134 p. (1985)3. F. Brok,Weighted Dirihlet-type inequalities for Steiner symmetrization. | Cal.Var. and PDEs 8 (1999), 15{25.4. S. V. Bankevih, A. I. Nazarov, On monotoniity of some funtionals un-der rearrangements. | Cal. Var. and PDEs 53, No. 3 (2015), 627{647.(http://link.springer.om/artile/10.1007/s00526-014-0761-6)
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