
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 443, 2016 Ç.÷. ó. ëÁÌØÎÉ�ËÉÊóéííå�òéé ðìïóëïê áìçåâòù ëïóéí÷ïìï÷äéææåòåîãéáìøîùè ïðåòá�ïòï÷
§1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑðÕÓÔØ A { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉ-ÎÉ�ÅÊ K. åÓÌÉ P É Q { A-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ K-ÍÏÄÕÌÅÊÆa : HomK(P;Q)→ HomK(P;Q); h 7→ p 7→ h(ap)− ah(p); p ∈ P:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ HomK(P;Q) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 6 k, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ

{a0; : : : ; ak} ⊂ A [Æa0 ◦ : : : ◦ Æak ℄(�) = 0:íÎÏÖÅÓÔ×Ï Di�k(P;Q) ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÏÒÑÄ-ËÁ 6 k ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A-ÍÏÄÕÌÑ HomK(P;Q), × ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ah)(p) = ah(p). ÷ ÓÌÕÞÁÅ P = A ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Di�k(Q). üÌÅÍÅÎÔÙ A-ÍÏÄÕÌÑD(Q) = {� ∈ Di�1(Q)|�(1) = 0}ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÍÏÄÕ-ÌÅ Q.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ A-Mod ×ÓÅÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉA-ÍÏÄÕÌÅÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Di�k : P 7→ Di�k(P )Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ × ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. æÕÎËÔÏÒ Di�k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ × �ÏÄËÁ-ÔÅÇÏÒÉÉ M ⊂ A−Mod, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ × �ÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉÉ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔ J k
M ∈ Ob(M) ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Q ∈ Ob(M)Di�k(Q) ∼= HomA(J k

M; Q):ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÏÓÉÍ×ÏÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÑ,ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊ.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ á. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Õ ÚÁ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÕÀ ÒÅËÏÍÅÎ-ÄÁ�ÉÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×Ï�ÒÏÓÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÏÌÅÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. 95



96 ÷. ó. ëáìøîéãëéêåÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØQ = J k
M, ÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÝÅÇÏ ÏÂßÅËÔÁ × ÓÅÂÑ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ jMk : A → J k

M. íÏÄÕÌØ J k
M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ k-ÄÖÅÔÏ×,ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ jMk { ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ k.ðÏÄÒÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × [1, 2℄. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÆÕÎ-ËÔÏÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÁÎÏ × [3℄. �ÁÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁ-ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, �ÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÖÅÔÏ× �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁjk(a), ÄÏËÁÚÁÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÁ D, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÍÏÄÕ-ÌÀ ÍÏÄÕÌØ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ. ñ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÖÅÔÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A-Mod ÄÁÎÏ × [4℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÄÕÌØ J∞

M (ÓÍ. [5℄). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �Ï-ÒÑÄËÁ 6 l Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ 6 l+1,Ô.Å. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ il : Di� l(Q) → Di� l+1(Q) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ Q = J l
M. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ il(jl) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÕDi� l+1(J l

M) ∼= HomA(J l+1;J l
M)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ �l+1;l : J l+1

M → J l
M, ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ jl = �l+1;l ◦ jl+1: ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ �Å�Ø ÍÏÄÕÌÅÊ É ÉÈ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ×0← A = J 0

M

�1;0
← J 1

M

�2;1
← J 2

M

�3;2
← : : : :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ J∞

M = lim
←−
J k

M. ðÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏÖÅ-ÎÉÅ É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ J∞
M × A-ÍÏÄÕÌØ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÙ �∞;l : J∞

M → J l
M ÚÁÄÁÀÔ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀJ∞

M ⊃ Ker�∞;0 ⊃ Ker�∞;1 ⊃ : : : :ðÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ É ÓÌÏÖÅÎÉÀ k-ÄÖÅÔÏ×ÍÏÄÕÌØ J∞
M ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÍÏÄÕÌÉ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:CsmMl+1(A) = Ker�∞;l=Ker�∞;l+1; CsmM0 (A) = A:üÔÉ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ× �ÏÒÑÄËÁ l. õÍÎÏÖÅÎÉÅ× ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÚÁÄÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ×. íÏÄÕÌØ ËÏ-ÓÉÍ×ÏÌÏ× CsmM(A) = ∞

⊕i=0 CsmMi (A)



óéííå�òéé ðìïóëïê áìçåâòù 97Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ.úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÍÉ ÜÔÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÕÀÁÌÇÅÂÒÕ ÏÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ×, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ, ×ÅÒÎÙÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. íÏÄÕÌØ CsmMk (A), k > 2, �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÄÕÌÑ CsmM1 (A). ðÏÓÌÅÄÎÉÊ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÉÚÏ-ÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ �1
M(A) ×ÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÏÂßÅËÔÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ D, Á ÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ d ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÎÅÛÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

M K-Ó�ÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ× CsmM(A) ÂÉÅËÔÉ×ÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕTA = ∪h∈|A|ThA { ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A.ðÏÓÌÅÄÎÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ. ÷ÓÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ A = C∞(M) ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉM , × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ×ÙÛÅ �ÏÎÑÔÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [6℄.
§2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙäÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ è ÒÁÎÇÁ 0 ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÚÁÄÁÅÔÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÎÉÅ X ∈ D(A), × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ �1

M(A) É ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ 1, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �X ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ×. åÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÑa · d(b) ∈ �1
M(A) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�X(a · d(b)) = X(a)d(b) + a · d(X(b)): (1)çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÌÉÆÔÏÍ �ÏÔÏËÁ ÎÁ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �X ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÉÆÔÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ X . ëÁË ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ ×ÙÛÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÓÉÍ-×ÏÌÏ× �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ É �ÅÒ×ÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ.



98 ÷. ó. ëáìøîéãëéêï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. çÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ S∈D(CsmM(A))ÒÁÎÇÁ 1, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÅ Ó ×ÎÅÛÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÅ d : A → CsmM1 (A); ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÅÊ. ðÕÌØ×ÅÒÉ-ÚÁ�ÉÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×A (0)Æ
→ CsmM1 (A) (1)Æ

→ CsmM2 (A) (2)Æ
→ : : : ;ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÍÉ.ìÀÂÏÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ X , ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÅ Ó�ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÅÊ, × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑX(a · d(b)) = X0(a)d(b) + a · d(X0(b)) (2)�ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 0, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (2), ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÌÉÆÔÏÍ. äÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÅ Ó �ÕÌØ×ÅÒÉ-ÚÁ�ÉÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ.÷ÓÀÄÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÏÄÕÌØD(A) Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. èÏÔÑ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ, ÎÏ ×ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ × ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�ÕÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÔÏËÁ, ÞÔÏ ÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ X ÒÁÎÇÁ k ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ×.åÇÏ ÓÕÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ X0 : A → CsmMk (A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÏÄÕÌÑ D(A;CsmMk (A)) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏÚÎÁÞÅÎÉÎÉÑÍÉ × A-ÍÏÄÕÌÅ CsmMk (A). ÷ ÓÉÌÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁ D(A;CsmMk (A)) ∼= D(A)⊗A CsmMk (A);ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÄÕÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÎÅËÉÊ ÎÁ-ÂÏÒ Y i0 ∈ D(A), ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �i ∈ CsmMk (A), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ X0 =�iY i0 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ Z = X − �i �Y i0 , ÇÄÅ ÞÅÒÔÁ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ÌÉÆÔ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÕÌÅ �1

M(A):Z(a · d(b)) = (X0(a)d(b) + aX1(d(b))) − ((�iY i0 (a))d(b) + a(�iY i0 (a))d(b))= a(X1 − �iY i0 )(d(b)) = aZ(d(b)):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,Z ∈ HomA(�1
M(A);CsmMk+1(A)) ∼= D(A)⊗A CsmMk+1(A):



óéííå�òéé ðìïóëïê áìçåâòù 99�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏ-ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎ ÉÚ A-ÍÏ-ÄÕÌÅÊ CsmMk (A) É CsmMk+1(A). óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÒÁÎÇÁ k, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ CsmMk (A).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Aff(A) ⊂ D(A) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÕÌØ-×ÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÎÇÁ 0, Á K-ÍÏÄÕÌØ ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÉÍ×Ï-ÌÏÍ A(A). üÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑA-ÍÏÄÕÌÑÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÁËÏ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÄÏÍÎÏÖÉÔØÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ CsmM(A), ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÎÕÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌÏÍ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÑÄÅÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ×
rk = Ker (k)Æ :óÕÍÍÁ r = ⊕k=0rk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ×. üÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,K-ÍÏÄÕÌØ A(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É r-ÍÏÄÕÌÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. áÌÇÅÂÒÕ A Ó �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÅÊ S ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÏÓ-ËÏÊ, ÅÓÌÉ(a) D(A) = 〈Aff(A)〉A,(b) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {Yi} ⊂ Aff(A) ÍÏÄÕÌÑ D(A) ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {�j} ⊂ A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Y i(�j) = Æij .�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÌÏÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A �ÏÒÏÖÄÁ-ÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ ÒÁÎÇÁ 0 ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ
A = r · Aff(A):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÒÁÎÇÁ 0 ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ r ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ A ⊂ 〈Aff(A)〉r. �ÁË ËÁË r0 ÓÏÄÅÒÖÉÔÅÄÉÎÉ�Õ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ Aff(A) ⊂ 〈Aff(A)〉r. ðÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ,ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ X ÒÁÎÇÁ k ÉÍÅÅÔ ×ÉÄX = �i �Y i. úÄÅÓØ �i ∈ CsmMk (A),Y i ∈ Aff(A) { ÂÁÚÉÓ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. úÁ�ÉÛÅÍ �Å�ÏÞËÕÒÁ×ÅÎÓÔ×X(Æ(a)) = ÆX(a) = Æ(�i)Y i(a) + �iÆ(Y i(a)) = Æ(�i)Y i(a) +X(Æ(a)):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÆ(�i)Y i(a) = 0:



100 ÷. ó. ëáìøîéãëéêðÏÌÁÇÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ a = �i, ÇÄÅ {�i} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÌÏÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Æ(�i) = 0, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÉÌÌÉÎÇÏ×ÙÈ �ÏÌÅÊ ×ÓÅÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÉ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ ÉÍÉ Ó �ÏÍÏÝØÀÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.
§3. óÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R-ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×A = R[x1; : : : ; xn℄ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ. åÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈÇÒÕ�� �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈCsm(A) = R[x1; : : : ; xn; v1; : : : ; vn℄:ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ k Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-ÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ d : A→ �1(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍd = vi ��xi :÷ÏÚØÍÅÍ ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ Csm(A), × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÉ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Aff(A) �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ �ÏÌÅÊ ×ÉÄÁ { ��xi ; xj ��xi }, i; j = 1; : : : ; n,Ô.Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ aff(Rn) ÇÒÕ��Ù ìÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n. íÎÏÖÅÓÔ×Ï { ��xi } �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÊ
{xi} ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ��xi (xj) = Æij . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÜÔÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×Ù-ÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ d.÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ(i;j)� = det ∣∣∣

∣

xi xjvi vj ∣∣∣∣ :ìÅÍÍÁ 1. (ìÅÍÍÁ ÏÂ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ)Ker d = R[(1;2)� ; (1;3)� ; : : : ; (n−1;n)� ; v1; : : : ; vn℄;



óéííå�òéé ðìïóëïê áìçåâòù 101ÇÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ i < j.úÁÍÅÞÁÎÉÅ.ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÌÅÍÍÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕÑÄÒÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ d ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ C2n + n�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÑÄ-ÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ. äÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {vi}. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÙ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ Ä×ÁÆÁËÔÁ: 1) r0 = R É 2) R[v1; : : : ; vn℄ ⊂ r. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (k; s) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ, k; s > 0. �ÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅF = f i1:::ik |j1:::jsxi1 : : : xikvj1 : : : vjs ;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ �Ï ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÉÎ-ÄÅËÓÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÎÕÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ d, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï f i1:::ik−1b|j1:::jsxi1 : : : xik−1vbvj1 : : : vjs = 0:ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÄ×ÏÊÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× {i1 : : : ik−1}, {b; j1 : : : js} ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊf i1:::ik−1b|j1:::js + f i1:::ik−1j1|j2:::jsb + · · ·+ f i1:::ik−1js|j1:::js−1b = 0: (3)ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ×ÙÒÁÚÉÍ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ É ÚÁ�ÉÛÅÍ ÇÒÕ��Õ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜÔÏÊ �ÁÒÅ ÇÒÕ�� ÉÎ-ÄÅËÓÏ×: f i1:::ik−1j1|j2:::jsbxi1 : : : xik−1vj2 : : : vjs (b;j1)� + : : :f i1:::ik−1js|j1:::js−1bxi1 : : : xik−1vj1 : : : vjs−1 (b;js)� :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÒÕÇÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÉÎÄÅËÓ, ÓËÁÖÅÍ  = js, É ÓÏÂÅ-ÒÅÍ ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÉÎÄÅËÓÏ× {i1 : : : ik−1; j1 : : : js−1; b; }, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÍ (b;)� . õÞÉÔÙ×ÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ (;b)� = − (b;Ó)� . âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ ÄÌÑ ÚÁ�ÉÓÉ. éÔÁË, �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ (b;)�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ (��; ��), |��| = k− 1,



102 ÷. ó. ëáìøîéãëéê
|��| = s− 1, ÎÁÂÏÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÉÎÄÅËÓÏ× {i1 : : : ik−1; j1 : : : js−1}, ÉÉÍÅÅÔ ×ÉÄ





∑��;�� (f ��b|�� − f ��|��b)x��v��



(b;)� :ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÕÀ ÎÁ 1 �Ï �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,ÏÂÎÕÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ Æ. üÔÏ, �ÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁ×ÅÒÛÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ (��; ��) �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÄÁÅÔ k−1ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (f ��b|�� − f ��|��b)v�1x�2 : : : x�k−1v�� + : : : ;Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ x�i ÎÁ v�i . åÓÌÉ k = 1, ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÕÌÅ×ÁÑ,�ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k > 1. óÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ �ÅÒ×ÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �Ï×ÓÅÍ ×ÙÂÏÒËÁÍ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÏÓØ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØÓÑÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ k−2 ÇÒÕ��. éÔÁË, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÏÊ �Ï Ä×ÕÍ ÇÒÕ��ÁÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ k−2 És−1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎ-ÄÅËÓÏ× {�1; : : : ; �k−2}, {1; : : : ; s}. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÅx��v� ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×f b��(1|2:::s) − f��(1|2:::s)b;ÇÄÅ (,)-ÓËÏÂËÉ × ÉÎÄÅËÓÁÈ ÏÚÎÁÞÁÀÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ. ðÒÉ-ÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (3) Ë �ÅÒ×ÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÅ É ×ÔÏÒÏÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ
−f b��|� − (−f��b|�) = 0:îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ ÑÄÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÓÕÍÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÉÖÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ �Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÄÎÁËÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÑ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÙ ÅÇÏ ÚÁ-ËÁÎÞÉ×ÁÅÍ × ÔÒÅÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ:k > s ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÊ ×ÑÄÒÅ. îÏ ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó k > s ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.k = s îÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ k ÛÔÕË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.



óéííå�òéé ðìïóëïê áìçåâòù 103k < s ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ Õ�ÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ�Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÌÅÖÁÔ ×ÑÄÒÅ. �÷ÓÅ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁ-ÇÒÁÆÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. áÌÇÅÂÒÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑxi ��vi × R
2n ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

A ∼= 〈R[(1;2)� ; (1;3)� : : : ; (n−1;n)� ; v1; : : : ; vn℄〉aff(Rn):éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ï�ÅÎËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ �Ï v. üÔÏ ÂÕÄÅÔ Ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ, ÔÁË ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÎÉÚÉÔØ Ï�ÅÎËÕ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÏÅ �ÏÌÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÎÏÍÁ É ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉ ��xi , ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ �ÏÌÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ É�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÚÑÔÏ Ó �ÏÌÅÍ ×ÉÄÁ xi ��xj ∈ aff(Rn). éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ Ckn+k−1 ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ k, ÚÁ�ÉÛÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀÏ�ÅÎËÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ÅÒÎÁ Ï�ÅÎËÁdimCsmk(A) 6 n2CkC2n+n+k−1 + nCkn+k−1: (4)äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ n = 2 ÉÍÅÅÍdimCsmk(A) 6 2(k + 1)(k + 3):üÔÁ Ï�ÅÎËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ËÁË ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ Á×ÔÏÒÏÍ ÒÁÎÅÅ × [7℄.�ÁÍ ÖÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
A ∼= Ker Æ2 × R

n:üÔÏ ×ÌÅÞÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÒÁÔÎÁ n ÉÆÏÒÍÕÌÕ (4) ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØdimCsmk(A) = n2CkC2n+n+k−1 + nCkn+k−1 − �(n; k)n:îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÑÍÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �(3; 1) = 1.



104 ÷. ó. ëáìøîéãëéêëÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ Á×ÔÏÒÏÍ ÔÁÍ ÖÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÌÀÂÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ ÁÌÇÅÂÒÙ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÊÁÌÇÅÂÒÙ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÅÎËÁ (4) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÏÊ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ C∞(M) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÉ.
§4. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ, ×ÉÄÉÍÏ ×�ÅÒ×ÙÅ, �ÒÅÄ�ÒÉÎÑÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ �Ï ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ É �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ([8{11℄), É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ( [12,13℄), ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÇÁÍÉÌØ-ÔÏÎÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. ðÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑÈ × ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÂÅÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÏÂÅ ÔÅÏÒÉÉÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (ËÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ × [14℄) ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÍÉ, ÔÁË ËÁË �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÄÁÖÅÌÏËÁÌØÎÏ ÎÅ \ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ù".�ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÂÙÔØ �ÌÏÓËÏÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÏÅ, ÎÏ,ÅÓÌÉ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ËÏÌØ�Á �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÔÏ ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÕÌØ×ÅÒÉÚÁ�ÉÊ ×ÉÄÁS = vi ��xi + aijkvjvk ��viÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÓÉÍ×ÏÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÏÊ, ÎÏ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ×ÏÚÎÉËÁÀ-ÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ (aijk = aikj) Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÌÉÛØ �ÒÉÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ailkaljs = ailkalks:�.Å. ËÌÁÓÓ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÛÉÒÅ �ÌÏÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×, çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. |éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎ. óÅÒ. ðÒÏÂÌ. ÇÅÏÍ. 11, ÷éîé�é, í., 1980, 89{134.2. I. S. Krasil'shhik, Calulus over Commutative Algebras: A Conise User Guide.| Ata Appliandae Mathematiae 49 (1997), 235{248.
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