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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ á. ì. óÍÉÒÎÏ× ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ ÏÂÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÈ ËÏÌØ�ÁÈ, ××ÅÄ£ÎÎÙÈ É ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ î. ÷. äÕÒÏ×ÙÍ (ÓÍ. [2℄).ëÏÎÇÒÕÜÎ�-ÇÉ�ÏÔÅÚÁ. ðÕÓÔØ R { ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ F12 -�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÌØ-�Á Z, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÂÉÎÁÒÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ (a; b) ∈ R(2), ÇÄÅ a 6= 0, b 6= 0É îïä (a; b) = 1. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ N > 1, ÞÔÏ R ⊃ RN ,ÇÄÅ RN { �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÅ Z → Z=N ÏÂÒÁÚÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÇÏ�ÏÌÑ F12 .äÕÒÏ× Ó×£Ì ËÏÎÇÒÕÜÎ�-ÇÉ�ÏÔÅÚÕ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÀ Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ËÏÌØ�Á Z. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1), ÄÏËÁÚÙ×ÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉËÏÎÇÒÕÜÎ�-ÇÉ�ÏÔÅÚÕ. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ N , ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÇÏ ×ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ. íÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ äÕÒÏ×Á, ÍÙ �Ï-ËÁÚÙ×ÁÅÍ × §3, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å N ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ a É b (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1).÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ É ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÍ ÒÁÂÏÔ[1, 2℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ F12 -�ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ R ËÏÌØ�Á Z Ó×ÑÚÁÎÙÍÎÏÖÅÓÔ×Á R(1) ⊂ Z É R(2) ⊂ Z

2, �ÒÉÞ£Í R(1) = −R(1), R(2) = −R(2)É (R(1)× {0}) ∪ ({0} ×R(1)) ⊂ R(2) ⊂ R(1)×R(1):åÓÌÉ ÖÅ (a; b) ∈ R(2), ÔÏ aR(1) + bR(1) ⊂ R(1) É aR(2) + bR(2) ⊂ R(2).÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÂÏ-ÌÅÅ 6 ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ É ÎÅ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÁÌÉÓØ ÄÌÑ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÓ�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× �ÏÂÕÄÉÌ Á×ÔÏÒÁ ÉÚÍÅÎÉÔØ Ó×Ï£ ÒÅÛÅÎÉÅ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ËÏÎÇÒÕÜÎ�-ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÂÉÎÁÒÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ.91
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§2. ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅðÕÓÔØ a; b ∈ Z É X { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÌØ�Á Z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) a; b ∈ X ,(2) x ∈ X =⇒ −x ∈ X ,(3) x; y ∈ X =⇒ ax+ by ∈ X .ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 0 = a · b+ b · (−a) ∈ X É �ÏÔÏÍÕ aibj ∈ X ÄÌÑ ×ÓÅÈi; j > 0 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ i+ j > 1, É aibjX ⊂ X ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j > 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,x(ab)N ∈ X ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Z ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |x| 6 N: (1)(äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, x(ab)N = a · (aN−1bN) + b · (a · (x − 1)(ab)N−1) ÄÌÑN; x > 0, É ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.)�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ X { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÌØ�Á Z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1){(3), ÇÄÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ. �ÏÇÄÁ 1 ∈ X.îÉÖÅ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a > 0 É b > 0.äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ Ä×Á ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ m, n,k, l, x, y, z ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.ìÅÍÍÁ 2.2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ l > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ n > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ k > 0 É x ≡ 1 (mod am), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈamk + bnlx = 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ l = '(am) É k = '(bnl), ÇÄÅ ' { ÆÕÎË�ÉÑüÊÌÅÒÁ. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ üÊÌÅÒÁ amk − 1 = −bnlx, ÇÄÅ x ∈ Z. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, x ≡ 1 (mod am), �ÏÓËÏÌØËÕ bl ≡ 1 (mod am). �äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N �ÏÌÏÖÉÍ IN = (ab)NZ.ìÅÍÍÁ 2.3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ IN ⊂ X.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ N = ab. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏ-ÓÔÉ, ÞÔÏ ab > 1, ÄÏËÁÖÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï x, ÞÔÏ (ab)Nx ∈ XÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 0 É �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x. úÁ�ÉÛÅÍ x > 0 × ×ÉÄÅ x = y+ abz,ÇÄÅ 0 6 y < ab. �ÏÇÄÁ(ab)Nx = (ab)Ny + (ab)N+1z = a · (b · (ab)N−1y) + b · (a · (ab)Nz):ðÏÓËÏÌØËÕ y 6 N−1, ÔÏ (ab)N−1y ∈ X × ÓÉÌÕ (1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ z < x, ÔÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ (ab)Nz ∈ X . �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, (ab)Nx ∈ X . �



äïëáúá�åìøó�÷ï ëïîçòõüîã-çéðï�åúù 93äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1. ðÕÓÔØ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ m;n; k; l É x ÔÅÖÅ, ÞÔÏ É × ÌÅÍÍÅ 2.2. �ÏÇÄÁ x = 1 + amy, ÇÄÅ y ∈ Z, É1 = amk+bnlx = amk+bnl+bnlamy = a·amk−1+b·(a·am−1bnl−1y+b·bnl−2):ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.3 ÎÁÊÄ£Í N > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ IN ⊂ X . ðÏÓËÏÌØËÕ m É nÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ, am−1bnl−1y = aibjz, ÇÄÅz ∈ IN É i; j > 0. ðÏÜÔÏÍÕ am−1bnl−1y ∈ X , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 ∈ X ,�ÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, amk−1; bnl−2 ∈ X . �

§3. ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ N × ËÏÎÇÒÕÜÎ�-ÇÉ�ÏÔÅÚÅðÕÓÔØ R { ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ËÏÎ-ÇÒÕÜÎ�-ÇÉ�ÏÔÅÚÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ (a; b) ∈ R(2), ÔÏ a; b ∈ R(1) É �ÏÔÏÍÕai; bi ∈ R(1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, 1 ∈ R(1), �ÏÓËÏÌØËÕ R ⊃ F12(ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1, ÔÁË ËÁË �ÒÉ X = R(1) ÕÓÌÏ×ÉÅÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ). îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ a > 0 É b > 0.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ëÏÌØ�Ï R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÌØ�Ï RN , ÇÄÅ N = ab.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1; N) ∈ R(2) (ÓÍ. [1,Ó. 239℄). ðÏÌÏÖÉÍ I = {x ∈ Z : (x;Nx) ∈ R(2)}:ðÏÓËÏÌØËÕ R(2) = −R(2) É aR(2)+bR(2) ⊂ R(2), ÔÏ I = −I É aI+bI ⊂I , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ a; b ∈ I . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,(a;Na) = a(1; 0) + b(0; a2); (b;Nb) = a(0; b2) + b(1; 0):ðÏÓËÏÌØËÕ 1; a2; b2 ∈ R(1), ÔÏ (1; 0); (0; a2); (0; b2) ∈ R(2). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ (a;Na); (b;Nb) ∈ R(2), ÔÏ ÅÓÔØ a; b ∈ I . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X = I ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 É �ÏÔÏÍÕ 1 ∈ I ,ÔÏ ÅÓÔØ (1; N) ∈ R(2). �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. ì. óÍÉÒÎÏ×, ïÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ �ÏÄËÏÌØ�Á ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅ�. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ.ÓÅÍÉÎ. ðïíé 349 (2007), 211{241.2. N. Durov, New approah to Arakelov geometry. | arXiv: 0704.2030 v1 [math AG℄16 Apr 2007.
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