
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 442, 2015 Ç.á. ÷. þÉÒÉÎÁâïìøûéå õëìïîåîéñ óõíí ïçòáîéþåîîùèæõîëãéê ï� îïòíéòï÷áîîïê ÷ùâïòëé éúçáííá-òáóðòåäåìåîéñ
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ X1,: : :,Xn { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ �-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, �ÌÏÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x) = x�e−x�(1 + �) ; x > 0:ÇÄÅ � > −1 { �ÁÒÁÍÅÔÒ ÆÏÒÍÙ, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÍÁÓÛÔÁÂÁ ÍÙ ÍÏ-ÖÅÍ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ 1. ðÕÓÔØ X { ÉÈ ×ÙÂÏÒÏÞ-ÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Yi = Xi=X, i = 1; : : : ; n. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r(s). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅÅ �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ Tn = n−1 n

∑i=1 r(Yi): (1)÷ [6℄ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ ÇÒÕÂÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉË×ÉÄÁ (1) ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ r(s), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÒÑÄÕ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÊ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÌÉÓØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎË�ÉÉ r(s), ÎÏ É ÏÂÌÁ-ÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ. üÔÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÙ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É Ñ×ÌÑÌÉÓØÎÅÏ�ÒÁ×ÄÁÎÎÏ ÓÉÌØÎÙÍÉ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ(ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ÔÉ�Á ÓÕ-�ÒÅÍÕÍÁ) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ×ÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ, ÎÏ É ÎÁ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, Á ÉÎÏÇÄÁ É ÎÁ ×ÓÅÊ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ. �ÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ × [6℄ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÏ { ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ r(s), �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈr(s) ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÂÏÌØÛÉÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÑ, ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÙÂÏÒËÁ, ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ äÉÒÉÈÌÅ, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÓÔÉ, �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ èÁÎËÅÌÑ . 166



âïìøûéå õëìïîåîéñ óõíí ïçòáîéþåîîùè æõîëãéê 167úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ RTn = n−1 n
∑i=1 r(Yi) = n−1 n

∑i=1 (r(Yi) + � · (Yi − 1)); (2)ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ r�(s) = r(s) + � · (s − 1) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ×ÅÒÓÉÉr�(s) ÍÏÇÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ �. îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ�ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.óÔÁÔØÑ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ k(a) = limn→∞
n−1 lnP(Tn > a)É Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÁ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ a, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÅÎ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ −∞.÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×Ë ÎÅÄÁ×ÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ × [2℄ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ ÔÉ�Á ÓÕ�ÒÅÍÕÍÁ. �ÁËÖÅ Ï�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ �ÕÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ r(s).

§2. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÕËÌÏÎÅÎÉÊãÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ { ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉk(a) = limn→∞
n−1 lnP(Tn > a); a > 0; (3)ÇÄÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Yi; i = 1; : : : ; n �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �Ï ×ÙÂÏÒËÅ Xi,×ÚÑÔÏÊ ÉÚ �-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÙ 1+�, Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁTn Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (1). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [6℄ É�ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÅÊ ÌÅÍÍÙ. ëÁË É × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ, ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ [5℄, ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ'(�) = limn→∞

n−1 lnE exp(� n
∑i=1 r(Yi)); � > 0: (4)óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ r(x), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÅÌ× (4) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �.ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ � É �, ÞÔÏ

∀ s > 0 |r(s)| 6 � (5)



168 á. ÷. þéòéîáÉ r�(s) ≡ r(s) + � · (s− 1) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ. (6)íÏÖÅÍ ÔÁËÖÅ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ r(s) É r�(s) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ-ÍÉ Ó�ÒÁ×Á (ÉÎÁÞÅ, �Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÏÊ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÊÉÚ ÎÉÈ, ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÍ ÞÉÓÌÅÔÏÞÅË, ÞÔÏ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (6) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ r(s) ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÌÁ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ�Á.äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
∞
∫0 s�r( s1 + �)e−s ds = 0; (7)ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÅÓÔØ �ÅÎÔÒÉÒÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ (�; �) = (�− 1)(1 + �)+ ln ∞

∫0 s� exp(

− �s+ �r( s1 + �)) ds− ln �(1 + �): (8)ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ r(s) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÆÕÎË�ÉÑ  (�; �) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÏ-ÎÅÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ � É �. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ∞, ÅÓÌÉ � ÓÔÒÅ-ÍÉÔÓÑ Ë 0 ÉÌÉ Ë ∞, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ � ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ  (�; �) = ∞. æÕÎË�ÉÑ  (�; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊÍÏÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (r( Xi1+� ); 1+� −Xi) Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ(�; �−1), �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É ×Ù�ÕËÌÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � É �. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔúÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � ÉÎÆÉÍÕÍ �Ï � ÆÕÎË�ÉÉ (�; �) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ �(�) : 0 < �(�) <∞.ëÁË É × [6℄, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim�→0+ �(�) = 1, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ�′(�) × ÎÕÌÅ. üÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÞÔÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �Ï×ÔÏÒÑÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ × [6℄, �ÏÜÔÏÍÕ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÈ Ï�ÕÓËÁÅÍ.÷×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎË�ÉÀ



âïìøûéå õëìïîåîéñ óõíí ïçòáîéþåîîùè æõîëãéê 169 �(�; �) = (� − 1)(1 + �)+ ln ∞
∫0 s� exp(−�s+ �r�( s1 + �)

) ds− ln �(1 + �):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ [6℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ r�(s)inf�  �(�; �)ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ � > 1.îÅÓÌÏÖÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �(�; �) =  (�; �− ��1 + �) (9)éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × [6℄ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ �� < 1 + �'(�) = inf�>1 �(�; �) = inf�>1 (�; �− ��1 + �) = inf�>1− ��1+�  (�; �); (10)�ÒÉÞÅÍ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ  �(�;�) É  (�;�) É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�ÒÉ ��<1+�'(�) ≡ limn→∞
n−1 lnE exp� n

∑i=1 r(Yi) = inf�>0 (�; �) = inf�∈R

 (�; �): (11)îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Å ÌÅÍÍÙ, ×ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÎÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ.ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ � ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlim supn→∞
n−1 lnE exp(� n

∑i=1 r(Yi)) 6 inf�>0 (�; �)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ r(s) Ë ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË-�ÉÉ r�(s), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÉÚ [6℄, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlim supn→∞
n−1 lnE exp(� n

∑i=1 r�(Yi)) 6 inf�>1 �(�; �)îÏ, �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍ 1 É 2 É �Ï (11), ÜÔÏÔ ÉÎÆÉÍÕÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó inf�>0  (�; �) �



170 á. ÷. þéòéîáìÅÍÍÁ 2. ðÒÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ � ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlim infn→∞
n−1 lnE exp(� n

∑i=1 r(Yi)) > inf�>0 (�; �):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍlnE exp� n
∑i=1r�(Yi)= ln ∞
∫0 : : : ∞

∫0 n
∏i=1 s�i exp( n

∑i=1 (

−si + �r�(sis )))ds1: : :dsn
− ln(�(1 + �)) (12)÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ M > 0. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ � É ××ÅÄÅÍ ×ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ Z(�;�;M)i ; i = 1; : : : ; n, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ �ÌÏÔÎÏÓÔØg�;�;M (s) = s� exp(−s+ �r�( s1+�))

· 1I0<s<MM
∫0 t� exp(−t+ �r�( t1+�))dt :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ Z(�;�;M).ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Ó ÕÞÅ-ÔÏÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ r� �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �Å�ÏÞËÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:lnE exp� n

∑i=1r�(Yi)
> lnE exp(� n

∑i=1(r�(Z(�;�;M)iZ(�;�;M)) − r�(Z(�;�;M)i1 + � )))+ n lnE 1I{X1<M} exp(r�( X11 + �))

> lnP(Z(�;�;M)
6 1+ �)+ n lnE 1I{X1<M} exp(r�( X11 + �)): (13)



âïìøûéå õëìïîåîéñ óõíí ïçòáîéþåîîùè æõîëãéê 171ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë Z(�;�;M) ÔÅÏÒÅÍÕ þÅÒÎÏ×Á ([1, 3, 4℄) Ï ÂÏÌØÛÉÈÕËÌÏÎÅÎÉÑÈ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ:limn→∞
lnP(Z(�;�;M)

6 1 + �) = inf�>0 lnE exp (�(1 + �− Z(�;�;M)1 ))

> inf�∈R

lnE exp (�(1 + �− Z(�;�;M)1 )): (14)ðÏÓËÏÌØËÕlnE exp (�(1 + �− Z(�;�;M)1 ))= ln M
∫0 s� exp(�(1 + �− s)− s+ � r�( s1 + �)) ds

− ln M
∫0 s� exp(

− s+ � r�( s1 + �))ds;�ÒÉÞÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ � É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅln M
∫0 s� exp(−s+ � r�( s1 + �))ds= E1I{X1<M} exp(r�( X11 + �))+ ln�(1 + �):ÉÚ (12){(14) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕlim infn→∞

n−1 lnE exp(� n
∑i=1 r�(Yi))

> inf�∈R

ln M
∫0 s� exp(�(1 + �− s)− s+ �r�( s1 + �))ds− ln �(1 + �)= inf�∈R

((�(1+�)−��)+ln M
∫0 s� exp(−s(1+�− ��1 + �)+�r( s1 + �))ds)

− ln �(1 + �) (15)



172 á. ÷. þéòéîá÷ÏÚØÍÅÍ � = 1 + � − ��1+� É ××ÅÄÅÍ (�; �;M)=(�−1)(1+�)+ln M
∫0 s� exp(−�s+� r( s1 + �)) ds−ln �(1+�):üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ � > 0 É M > 0 ×Ù�ÕËÌÁ�Ï �, �ÏÓËÏÌØËÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉÍÏÍÅÎÔÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Z(�;�;M)1 É ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏÏÔ �. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ M > 0 (15) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ:lim infn→∞

n−1 lnE exp(� n
∑i=1 r�(Yi)) = lim infn→∞

n−1lnE exp(� n
∑i=1 r(Yi))

> inf�∈R

 (�; �;M)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,lim infn→∞
n−1 lnE exp(� n

∑i=1 r(Yi)) > supM>M0 inf�∈R

 (�; �;M) (16)�ÒÉ ÌÀÂÏÍ M0 > 0.�ÁË ËÁË �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ � É � ÆÕÎË�ÉÑ  (�; �;M) ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÅÔ �Ï M É limM→∞  (�; �;M) = supM>M0  (�; �;M) =  (�; �),ÄÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÕÂÅÄÉÔØ-ÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ �Ï M É ÉÎÆÉÍÕÍ�Ï �. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈM inf�  (�; �;M)ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÅ [�1; �2℄ ⊂ (0;∞), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏ-ÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ �, ÎÏ ÎÅ ÏÔ M . ðÕÓÔØ �0 { ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ inf�  (�; �). ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �1 É �2, ÞÔÏ�1 < �0 < �2. ðÕÓÔØ Æ = max( (�; �1)− (�; �0);  (�; �2)− (�; �0)). éÚÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÝÉÈ  (�; �M ), Ë  (�; �), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÏÅ M0,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M >M00 <  (�; �i;M)−  (�; �i;M0) < Æ=3; i = 0; 1; 2:îÏ ÔÏÇÄÁ  (�; �1;M)− (�; �0;M) > É  (�; �2;M)− (�; �0;M), Á ÜÔÏÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÎÆÉÍÕÍ �Ï � ÆÕÎË�ÉÉ  (�; �;M) ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ �1 É �2,ÔÁË ËÁË  (�; �;M) ×Ù�ÕËÌÁ �Ï �. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2



âïìøûéå õëìïîåîéñ óõíí ïçòáîéþåîîùè æõîëãéê 173ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × [7℄. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ,supM>M0 inf�∈[�1;�2℄ (�; �;M) = inf�∈[�1;�2℄ supM>M0  (�; �;M);ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó (16) É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. �ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÌÅÍÍÙ 1 É 2, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ (5) É (6) �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ× (4) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÎÁ'(�) ≡ limn→∞
n−1 lnE exp� n

∑i=1 r(Yi) = inf�>0 (�; �) = inf�∈R

 (�; �): (17)ëÁË É × [6℄, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ, É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ �ÅÒ×ÕÀ É ×ÔÏÒÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Ó�ÒÁ×Á ×ÎÕÌÅ. ÷ÓÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ× ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ �Ï×ÔÏÒÑÔØ.éÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ '(�) ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÅÔ, Á ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ r(s) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ '′(�).ðÕÓÔØ a0 = lim�→∞
'′(�). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÌÁÛËÉ{ûÔÁÊÎÅÂÁÈÁ ÉÚ [5℄,�ÏÌÕÞÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ É ×ÓÅÊ ÓÔÁÔØÉ:�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ (5) É (6) ÆÕÎË�ÉÑ ÕËÌÏÎÅÎÉÊÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ (1) ÏÔ ×ÙÂÏÒËÉ ÉÚ ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ a < a0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅk(a) = inf�>0;�>0(−a�+ ln (�; �)); (18)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ  (�; �) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (8). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ k(a) ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁ �ÒÉ a < a0, Á × ÎÕÌÅ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ-×ÉÑ (7) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁlima→0+ a−2k(a) = 1 + �2�2 − (1 + �) �2 ; (19)ÇÄÅ �2 = E r2( X11 + �); � = EX1 r( X11 + �):



174 á. ÷. þéòéîá
§3. ïÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÕËÌÏÎÅÎÉÊëÁË ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÆÕÎË�ÉÑ '′(�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ(0;∞). ðÕÓÔØ a0 = lima→∞

'′(�), ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. �ÏÇÄÁ a0ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�Õ ×ÓÅÈ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈk(a) = −∞. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÌÅÍÍÙ 9 ÉÚ [6℄ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎË�ÉÉ r(s), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ (5) É (6).÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ, r
(s) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: −r
(s) { ÜÔÏ ×Ù�ÕËÌ-ÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ −r(s) ÎÁ [0;∞). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÄÇÒÁÆÉË r
(s) { ÜÔÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÏÄÇÒÁÆÉËÏ× ×ÓÅÈ ×ÏÇÎÕÔÙÈ ÎÁ [0;∞) ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÝÉÈ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÈ r(s), Á ÓÁÍÁ r(s) { ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ×ÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁÑ r(s).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ (5) É (6) a0 = r
(1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË n
∑i=1Yi = n, �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ êÅÎÓÅÎÁ,r
(1) = r
( n

∑i=1 1nYi) >

n
∑i=1 1nr
(Yi) >

n
∑i=1 1nr(Yi); (20)Á ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a0 6 r
(1).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ a0 = r(1). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a < a0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ� ∈ [0; 1℄, Æ > 0, s1 > 0, s2 > 0, ÞÔÏ �(s1 + Æ) + (1 − �)(s2 + Æ) 6 1 ÉÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t1 ∈ (s1; s1 + Æ) É t2 ∈ (s2; s2 + Æ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�r(t1) + (1− �)r(t2) > a.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a0 − a = ". ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ r
(s)×Ù�ÕËÌÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ (0;∞). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ s0 < 1, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ [s0; 1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï r
(s) >a+ "=2.ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ (s0; r
(s0)) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎ-Ë�ÉÉ r
(s), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÏÅ � ∈ [0; 1℄ É ÔÁËÉÅ s1 > 0, s2 > 0, ÞÔÏs0 = �s1 + (1− �)s2 É r(s0) = �r(s1) + (1− �)r(s2).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Æ0 = 1 − s0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t1 ∈ [s1; s1 + Æ0℄, t2 ∈[s2; s2 + Æ0℄ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �t1 + (1− �)t2 6 1 É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�(s1 + Æ0) + (1− �)(s2 + Æ0) = 1.



âïìøûéå õëìïîåîéñ óõíí ïçòáîéþåîîùè æõîëãéê 175ðÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ r(s) Ó�ÒÁ×Á, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÅ Æ1 É Æ2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t1 ∈ [s1; s1 + Æ1℄, t2 ∈ [s2; s2 + Æ2℄×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á r(t1) > r(s1) − "=2 É r(t2) > r(s2) − "=2, ÔÁËÞÔÏ�r(t1) + (1− �)r(t2) > �(r(s1)− "=2) + (1− �)(r(s2)− "=2)= �r(s1) + (1− �)r(s2)− "=2 = r(x0)− "=2:÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Æ ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Æ0, Æ1 É Æ2, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 3. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ r
(s) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó r(s) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ s1 = s2.÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ×ÅËÔÏÒ (Y1; : : : ; Yn−1) ÉÍÅÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ äÉÒÉÈÌÅ ÎÁÓÉÍ�ÌÅËÓÅ�n = {t ≡ (t1; : : : ; tn−1)∣∣ ti > 0; i = 1; : : : ; n− 1; n−1
∑i=1 ti 6 n};�ÒÉ ÜÔÏÍ Yn = n−

n−1
∑i=1 Yi:äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ Æ É ÔÁËÏÊ (n− 1)-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ QnÓ ÒÅÂÒÏÍ Æ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × �n É ÏÔÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÔ 0, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ t ∈ Qn É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a < a0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn

∑i=1 r(ti) > a; ÇÄÅ tn = n−
n−1
∑i=1 ti > 1: (21)ðÕÓÔØ �, s1, s2 É Æ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ r(s) ÔÁË, ËÁË × ÌÅÍÍÅ 3.÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k = [�n℄. ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÕÂ Qn ËÁË �ÒÑÍÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k ËÏ�ÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ (s1; s1 + Æ) É n − k − 1 ËÏ�ÉÊ ÏÔÒÅÚ-ËÁ (s2; s2 + Æ). �ÏÇÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 3 É Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ r(x),ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ Qn ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (21) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ n−1. äÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × ËÕÂ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ n−1 lnP((Y1; : : : ; Yn−1) ∈ Qn) > C > −∞;



176 á. ÷. þéòéîáÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ s1, s2 É Æ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÏÊÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ äÉÒÉÈÌÅ �Ï ËÕÂÕ, ÓÍ. ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × [6℄).ðÏÓËÏÌØËÕ a < a0 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ É �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÉÈ nP(n−1 n
∑i=1 r(Yi) > a) > P((Y1; : : : ; Yn−1) ∈ Qn) +O(n−1);ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ. �

§4. ðÒÉÍÅÒÙ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑðÒÉÍÅÒ 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × ÔÏÞËÅ t ∈ R �Ï ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ×ÙÂÏÒËÅ Yi, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ×ÉÄÁ (1), ÇÄÅ ÒÏÌØ ÆÕÎË-�ÉÉ r(s) ÉÇÒÁÀÔ 
os(ts) É sin(ts). ïÂÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (5) É (6).ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ ÎÅÄÁ×ÎÅÊ ÓÔÁÔØÅ [2℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÔÁÔÉÓÔÉËÔÉ�Á ÓÕ�ÒÅÍÕÍÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÏÇÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏ-ÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ èÁÎËÅÌÑ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ T ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅsup0<t<T ∣

∣

∣

1n n
∑i=1 r(Yi; t)∣∣∣;ÇÄÅ r(s; t) = J0(2√st)− exp(−s);J0(s) { ÆÕÎË�ÉÑ âÅÓÓÅÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ïÎÁ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, �ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÉ ±r(s; t)�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ t ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍ 2 É 3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÜÔÉÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ÓÅÊÞÁÓ ÇÏÔÏ×ÉÔÓÑ Ë �ÅÞÁÔÉ.ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÌÉÞÉÅ ÒÁÚÒÙ×Ï× ÉÌÉ ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÔØÓÑ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅÍ ÄÌÑ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÁÔÅÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË-�ÉÑ rx(s) = 1I{s>x} ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ×, ÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, �ÏÜÔÏÍÕË ÎÅÊ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [6℄. ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ Ë ÆÕÎË�ÉÉ rx;y(s) =1I{x<s<y} ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ



âïìøûéå õëìïîåîéñ óõíí ïçòáîéþåîîùè æõîëãéê 177ÓËÁÞËÉ ËÁË ××ÅÒÈ, ÔÁË É ×ÎÉÚ É ÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ �ÒÉÂÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀ-ÝÉÅÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÙ, ÚÁÄÁÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ:ra;R(s) = 1I{a−R<s<a+R}

√R2 − (s− a)2.÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉË, �ÏÓÔÒÏÅÎ-ÎÙÈ �Ï �ÏÄÏÂÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÕÄÁÓÔÓÑ ÉÚÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÉÂÌÉÚÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ �ÏÔÏÞÅÞÎÏ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. äÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉÕËÌÏÎÅÎÉÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É 3.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ñ. à. îÉËÉÔÉÎÁ, á. í. ëÏÔÏÞÉÇÏ×Á, á. íÉÒÏ-ÎÅÎËÏ É à. íÁËÁÒÙÞÅ×Á ÚÁ ÎÅÏ�ÅÎÉÍÕÀ �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÄ ÓÔÁÔØÅÊ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. R. R. Bahadur, Some Limit Theorem in Statisti
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