
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 441, 2015 Ç.÷. á. ëÁÊÍÁÎÏ×ÉÞéî÷áòéáî�îïó�ø, ë÷áúééî÷áòéáî�îïó�ø éõîéíïäõìñòîïó�ø äìñ óìõþáêîùè çòáæï÷ðÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ �ÁÍÑÔÉ íÉÈÁÉÌÁ éÏÓÉÆÏ×ÉÞÁ çÏÒÄÉÎÁ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÂÏÔÁ ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÅ-ÒÙ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G• ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ× ÂÅÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÒÁÚÕÍ-ÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ). èÏÔÑ ÎÁ G• ÎÅÔ ÎÉËÁ-ËÏÇÏ ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍËÏÒÎÅ×ÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØÏ ÍÅÒÁÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ. üÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÅÒ ÎÁ G• ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ Á×ÔÏ-ÒÏÍ [20℄.éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÁË-ÖÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ �Å�ÅÊ íÁÒËÏ-×Á ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÓÌÏÅÎÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÎÏÍÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÅÒÙ ÒÉ-ÍÁÎÏ×ÙÈ ÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍÉ (≡ ×�ÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ, × ÔÅÒÍÉÎÏ-ÌÏÇÉÉ çÁÒÎÅÔÔ) ÍÅÒÁÍÉ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÌÉÓÔÏ× ÓÌÏÅÎÉÑ,ÓÍ. [14, 18℄. [úÄÅÓØ É ÎÉÖÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÏÂ \ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ" ÍÅÒÁÈ, ÞÔÏ,ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ, ËÏ�ÉËÌ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ.òÁÂÏÔÁ ÎÁÄ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÂÙÌÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ CanadaResear
h Chairs, Á ÔÁËÖÅ ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÔ NSERC (ëÁÎÁÄÁ) É ÏÔ European Re-sear
h Coun
il × ÒÁÍËÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ European Union Seventh Framework Programme(FP7/2007-2013), ERC grant agreement 257110-RAWG. þÁÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÁ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÁ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÅÍÅÓÔÒÁ \Random Walks and Asymptoti
 Geometry of Groups" ×2014 ÇÏÄÕ × Institut Henri Poin
ar�e, ðÁÒÉÖ.210



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 211ÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Å�Ø íÁÒËÏ×Á;× ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �Å�Ø É ÅÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÄÅÔÁÌØÎÏÍ ÂÁÌÁÎÓÅ, ÓÍ. [28℄.℄ ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÓÌÏÅÎÉÊ, É ÄÌÑ ÎÉÈ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÝÅ ÌÅÇÞÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÞÉ-ÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙ (ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) Ó ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �Å�É × Ä×Á �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ (ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ),ÓÍ. [20, 29℄. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÉÖÅ, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [1℄ ÉÌÉ ÎÅÄÁ×ÎÀÀ ÓÔÁÔØÀ [4℄.ìÁÊÏÎÓ, ðÅÍÁÎÔÌ É ðÅÒÅÓ [27℄ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑçÁÌØÔÏÎÁ{÷ÁÔÓÏÎÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å T• ⊂ G• ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ×, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒ-ÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ�Ï ËÌÁÓÓÁÍ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÁË ×ÓÌÅÄ ÚÁ ÜÔÉÍÚÁÍÅÔÉÌ Á×ÔÏÒ [20℄, ××ÉÄÕ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÜÔÁ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÑ ÔÁËÖÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ T• ⊂ G• (ÚÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï�ÒÅËÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × [1, �ÒÉÍÅÒ 1.1℄, ÓÔÁ-ÔØÑ [27℄ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÕËÁÚÁÎÉÊ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÍÅÒ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �Ï�ÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ÄÅÒÅ×ØÑÍÉ çÁÌØÔÏÎÁ{÷ÁÔÓÏÎÁ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÓ×ÑÚÁÎÁ Ó ËÁËÏÊ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÉÈ ÍÅÒ). éÓ�ÏÌØ-ÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÇÒÁÆÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á×ÔÏÒ �ÏÚÄÎÅÅ ××ÅÌ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× [21℄.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÈÏÔÑ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÍ× ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÕÄÁ ÍÅÎÅÅ �Ï�ÕÌÑÒÎÏ ×ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÏÓÔÁÌÓÑ ÞÕÖÄÙÍ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÉ-ËÏ×. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÅÒ�ÁÑ ×ÄÏÈÎÏ×ÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÈÎÉËÉ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÍÁÓÓ,××ÅÄÅÎÎÏÊ èÁÇÇÓÔÒÅÍÏÍ [15℄ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ �ÅÒËÏÌÑ�ÉÉ ÎÁ ÄÅÒÅ×ØÑÈ, É�ÏÚÄÎÅÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÏÊ âÅÎÖÁÍÉÎÉ, ìÁÊÏÎÓÏÍ, ðÅÒÅÓÏÍ É ûÒÁÍ-ÍÏÍ [6℄ (Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÄÅÊ ÷£ÓÓÁ [39℄) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ,âÅÎÖÁÍÉÎÉ É ûÒÁÍÍ [9℄ ××ÅÌÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ �ÒÉÎ�É� �ÅÒÅÎÏÓÁ ÍÁÓÓÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ G•. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÅÒ ÎÙÎÅ ÛÉÒÏ-ËÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÍÉÒÅ �ÏÄ ÉÍÅÎÅÍ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ,



212 ÷. á. ëáêíáîï÷éþ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÍ ïÌÄÏÓÏÍ É ìÁÊÏÎÓÏÍ [1℄. üÔÁ �Ï�ÕÌÑÒÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ×ÅÒÛÉÎ ËÌÁÓÓ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ (× ÏÔ-ÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ) ÚÁÍËÎÕÔ × ∗-ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÔÁËÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ∗-ÓÌÁÂÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈÍÅÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊÍÅÒÏÊ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÒÉÎ�É� �ÅÒÅÎÏÓÁ ÍÁÓÓ �Ï ÓÕÝÅ-ÓÔ×Õ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÏÓÔÁÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏ× ÇÒÁÆÁ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ �ÏÞÔÉ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÎÑÔÏ × [6℄. ïÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ËÁÓÁ-ÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ, ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ×ÙÈÏ-ÄÉÌÏ ÚÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÍÉÒÁ. èÏÔÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÉËÉ, ÇÏ×ÏÒÑÏÂ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ, ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÄÕÍÁÀÔ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÉÚÍÅÒÉ-ÍÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ \×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ" ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ ÆÏËÕÓÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÓÍ. [1, §9℄), �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ G• ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, nolens volens, ÓÎÁÂÖÅÎÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ ÏÓ×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (× ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÏÂ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É R-Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ).äÌÑ ÍÅÒ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÖÅÓÔËÉÈ ÇÒÁÆÏ× (Ô.Å. ÇÒÁ-ÆÏ× Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÉÈ ÔÁËÖÅÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÉÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ [17℄) �ÏÎÑÔÉÑÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ; ÔÅÍ ÎÅ ÍÅ-ÎÅÅ, ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ × ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, × ÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÇÌÑÄÑÕÖÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. [úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÍ�ÉÒÉÞÅ-ÓËÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ \�ÒÉÎ�É�ÏÍ �ÁÔÔÁ", ÇÒÁÆÙ, �Ï-ÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÍÉ, ÄÏÌÖÎÙÂÙÔØ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÖÅÓÔËÉÍÉ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 42.℄ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÑÓÎÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ ÍÅÖÄÕR-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ (ÉR-Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ), Ó ÏÄÎÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, É ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØÀ, Ó ÄÒÕÇÏÊ, × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ. íÙ ÒÅ-ÛÁÅÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ×ËÌÁÄÙ×ÁÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ × ÏÂÝÉÊ ËÏÎ-ÔÅËÓÔ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÚÁÍÅÎÑÑ \�ÒÉÎ�É� �ÅÒÅÎÏÓÁ ÍÁÓÓ" ÎÁ ÔÅÈÎÉËÕ, ÏÓÎÏ×ÁÎ-ÎÕÀ ÎÁ Ñ×ÎÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ �-ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÞÉÔÁÀÝÉÈ ÍÅÒ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R É ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ä×ÕËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× G••.èÏÔÑ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 213ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÍÅÒÙ, ÜÔÁ ÔÅÈÎÉËÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ É Ë �-ËÏÎÅÞÎÙÍ ÕÎÉÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÙÍ ÍÅÒÁÍ.îÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÎÉÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÙÅ ÍÅÒÙ { ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ R-Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅÍÅÒÙ, ËÏ�ÉËÌ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ËÏ�ÉËÌÏÍ (�ÅÏÒÅÍÁ 50). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ×ËÌÁÄÙ×ÁÔÓÑ × ×ÅÓØÍÁÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÒ Ó �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍ ËÏ�É-ËÌÏÍ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ (ÓÒ. Ó �ÏÎÑÔÉÑÍÉ ÍÅÒ çÉÂÂÓÁ, ðÁÔÔÅÒÓÏÎÁ{óÕÌÌÉ×ÁÎÁ, ÉÌÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÍÅÒ [33, 8, 34, 24℄).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÂÏÞÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁÛÅÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÍÙ ÔÁËÖÅ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ É �ÒÏÓÔÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÑÄÁ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÒÁÎÅÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÕÔÅÍ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ \�ÒÉÎ�É�Å �ÅÒÅÎÏÓÁ ÍÁÓÓ" (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 47, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ52, ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 58, ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 65).ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ËÒÁÔËÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÓÔÁÔØÉ. íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÍ (ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÊ) ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ ÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍÇÒÁÆÅ � ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ��(x; y) = 
ardGxy
ardGyx;ÇÄÅG { ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÁÆÁ �, ÁGxy { ÏÒÂÉÔÁ ×ÅÒÛÉÎÙ y ∈ ��ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ x ∈ � × ÇÒÕ��Å G. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ x ∈ � ÆÕÎË�ÉÑ g 7→ ��(x; gx) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÇÒÕ��Ù G, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÕÖÅ ûÌÉÈÔÉÎÇÕ [32℄ É �ÒÏÆÉÍÏ×Õ[36℄, É ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏ�ÉËÌÏÍ É × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÁÆÁ G ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ ��ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ ÄÏ ËÏ�ÉËÌÁ ��•
ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ �• ÇÒÁÆÁ � �Ï ÇÒÕ��Å G.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R { ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÆÁËÔÏÒÙ �•, ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ËÏ�ÉËÌÙ ��•

ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ × ÇÌÏÂÁÌØ-ÎÙÊ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ �• ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÓÕÖÅÎÎÏ-ÇÏ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �G• ⊂ G•, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ�•, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÒÁÆÁÍ � Ó ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.îÁÛ �ÏÄÈÏÄ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉ ÁÎÁÌÏÇÉÉÍÅÖÄÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ⊂ G• × G• É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÄ×ÕËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× G••, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÍ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒ-ÎÙÈ ÍÅÒ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G•• \ÂÏÌØÛÅ", ÞÅÍ R, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ



214 ÷. á. ëáêíáîï÷éþÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : G•• → R, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÌÀÂÏÍÕ Ä×Õ-ËÏÒÎÅ×ÏÍÕ ÇÒÁÆÕ �ÁÒÕ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ \ÚÁ-ÂÙ×ÁÎÉÅÍ" ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÒÎÅÊ. é R É G•• �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× G• Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ,É ÏÂÁ ÜÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ � É �� ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (33).ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ æÅÌØÄÍÁÎÁ É íÕÒÁ [13℄ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÌÀÂÏÊ ÍÅÒÅ � ÎÁ G• ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÞÉÔÁÀÝÕÀ ÍÅÒÕ MR ÎÁ R,ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÝÉÈ ÍÅÒ ℄℄℄�; � ∈ G•; ÎÁ ÓÌÏÑÈ�ÒÏÅË�ÉÉ R → G• �Ï ÍÅÒÅ �. ðÒÉ ÜÔÏÍ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ �ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ MR. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÉ �ÒÏÅË�ÉÉ G•• → G• ÔÁËÖÅ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÍÅÒ [[[� ; � ∈ G• , Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3) ÉÚ §1.1, É ÉÈÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÍÅÒÅ � ÄÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÍÅÒÕ MG••
ÎÁ G••,ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØ � ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ MG••

. ëÌÀÞÅ×ÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á {[[[�}, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÍ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 50, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï�•(�; �) = [[[�(�)[[[�(���) ∀ � ∈ �−1(�; �)ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 24.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ �ÒÉÎ�É-�Á �ÅÒÅÎÏÓÁ ÍÁÓÓ âÅÎÖÁÍÉÎÉ ÉûÒÁÍÍÁ × [9℄ ÂÙÌÁ ÄÁÎÁ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ �ÒÏÂÎÙÈ \ÆÕÎË-�ÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÁ" ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ � ÎÁ G•, É ÍÅÒÁ MG••
ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÌÁÔÁÍ ÌÉÛØ × ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. èÏÔÑ ÜÔÁ ÍÅÒÁ É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ × [1℄(�ÒÉ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÉ ×ÙÂÏÒÁ ÔÅÒÍÉÎÁ \ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØ" �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ 2.1), �ÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ Á×ÔÏÒÙ [1℄ (ÒÁ×ÎÏ ËÁË É Á×ÔÏÒÙ [9℄ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅÎÅÄÁ×ÎÅÊ ÓÔÁÔØÉ [4℄), ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÂÏÔÁÑ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÖÉÄÁÎÉÑÍÉ,ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÎÉ Ï ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÅ MG••

, ÎÉ Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÍÅÒ [[[� .÷ ÒÁÍËÁÈ ÎÁÛÅÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÍÅÒÁÍÉ (ÁÎÅ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÖÉÄÁÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÍÅÒ), ÞÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Õ�ÒÏÝÁÅÔ É �ÒÏÑÓÎÑÅÔ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÍÅÒÙ MR É MG••
, ÍÏÖÎÏ \Ë×ÁÚÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ" �ÏÎÑÔÉÑ

R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ, ÔÒÅÂÕÑ ÌÉÛØÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÍÅÒ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ R ÜÔÏ ÄÁÅÔÏÂÙÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÌÅÎÉÅ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë×ÁÚÉÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ. îÁÛÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 215ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 45, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙ MG••
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÎÁ G•• ÓËÏ�ÉËÌÏÍ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÍÅÒÙ �.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁÛÅÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÍÙ �ÏÞÔÉÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏ R-ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÍÅÒÙ{ ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ × ×Ù�ÕËÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÕÎÉÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ, É ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÒÁÊÎÉÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ (ÔÅÏÒÅÍÁ 63 ÉÔÅÏÒÅÍÁ 64). íÙ ÔÁËÖÅ ÄÁÅÍ Ñ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ èÏ�ÆÁ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÄÉÓÓÉ�ÁÔÉ×ÎÕÀ É ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÕÀÞÁÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 66).÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �Ï�ÙÔÁÌÉÓØ ×ÌÏÖÉÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÊ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÔÅËÓÔ. ï�ÕÓËÁÑ ×ÔÏÒÉÞÎÙÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÕÄÅÌÑ-ÌÉ ÂÏÌØÛÅ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ËÏÎ�Å�ÔÕÁÌØÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ É ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÝÉÍÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÍ. âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ÏÔÄÅÌØ-ÎÏ.íÎÏÇÏ ÒÁÚ Ñ ÉÍÅÌ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÜÔÉ É ÄÒÕÇÉÅ, ËÁË ÂÌÉÚ-ËÉÅ, ÔÁË É ÎÅ ÓÔÏÌØ ÂÌÉÚËÉÅ, ×Ï�ÒÏÓÙ Ó íÉÈÁÉÌÏÍ éÏÓÉÆÏ×ÉÞÅÍ çÏÒ-ÄÉÎÙÍ. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁÓÌÏÎÑÌÉ ÅÍÕ ×ÉÄ ÎÁ �×ÅÔÕÝÉÅÓÁÄÙ É ÚÁÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÉÅ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù ÂÏÌØÛÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÉ-ÒÁ.

§1. íÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ1.1. çÒÁÆÙ, ÉÈ ÆÁËÔÏÒÙ É ÍÅÒÙ ÎÁ ÎÉÈ. ðÕÓÔØ � { ÌÏËÁÌØÎÏËÏÎÅÞÎÙÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÅÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ �, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÒÅÂÅÒ � { ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �× � \ diag. þÅÒÅÚ ℄℄℄� ÍÙÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÞÉÔÁÀÝÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ �, Ô.Å.℄℄℄�(A) := 
ardA ; A ⊂ � ;É ÞÅÒÅÚ G := Aut(�) ; Gx := {g ∈ G : gx = x} ;ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÕ��Õ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � É G-ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ×ÅÒÛÉÎÙx ∈ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. çÒÕ��Á G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ×ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.



216 ÷. á. ëáêíáîï÷éþþÅÒÅÚ �• := �=G = {x := Gx : x ∈ �} (1)ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÁÆÁ �, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G-ÏÒÂÉÔ× �. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �• { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (�; x)×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× (�; x). þÅÒÅÚ ℄℄℄�•
ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÞÉÔÁ-ÀÝÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ �•.ïÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ �• ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÁÆÁ:Ä×Å ÏÒÂÉÔÙ x; y ∈ �• Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ× ÍÅÔÒÉËÅ ÇÒÁÆÁ dist ÎÁ � ÒÁ×ÎÏ 1, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (≡ ÌÀÂÏÇÏ)�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ x ∈ x ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ y ∈ y, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x É y {ÓÏÓÅÄÉ × �.äÁÌÅÅ, ÞÅÒÅÚ�x• := �=Gx = {yx := Gxy : y ∈ �} ; x ∈ � ; (2)ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Gx-ÏÒÂÉÔ × �. òÁÓÓÕÖÄÁÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈÇÒÁÆÏ×, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (�; y)x ∈ �x• . þÅÒÅÚ[[[x ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÅÒÕ ÎÁ �x• , ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙ℄℄℄� �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ y 7→ yx ÉÚ � × �x• . éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,[[[x (yx) := 
ardGxy ; (3)ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ × ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ �.îÁËÏÎÅ�, ÞÅÒÅÚ�•• := (�× �)=G = {(x; y) := G(x; y) : (x; y) ∈ �× �}ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G-ÏÒÂÉÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÇÒÁÆÁ �. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �••{ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (�; x; y) ×ÓÅÈ Ä×ÕËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ �, Ô.Å. ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÁÆÁ�, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÇÏ Ä×ÕÍÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ: ÏÓÎÏ×ÎÙÍ É ×Ó�ÏÍÏ-ÇÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÒÎÑÍÉ x É y, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.1.2. ðÒÏÅË�ÉÉ É ÉÈ ÓÌÏÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �••;�•×�• É �•, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÑÓÎÙ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:
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(4)
(5)íÙ ÓÎÁÂÄÉÍ ÓÌÏÉ �−1� (�) ∼= �•; � ∈ �•;ÍÅÒÁÍÉ ℄℄℄� , ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙ ℄℄℄�•

�ÒÉ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ �−1� (�) É �•.þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅ× ��• := �−1� (�); � ∈ �•;ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ Ó ÆÁËÔÏÒÁÍÉ �x• (2) ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ x ÉÚG-ÏÒÂÉÔÙ � (Ô.Å. ÔÁËÉÈ x ∈ �, ÞÔÏ x = �). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉÍÅÒÙ [[[x (3) �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÅÒÕ ÎÁ ��•, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x, É ËÏÔÏÒÕÀÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ [[[�. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,[[[x ((x; y)) := 
ardGxy: (6)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �� ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (4) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍ-ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ � Ñ×ÌÅÔÓÑ ÖÅÓÔËÉÍ(rigid) (Ô.Å. ÅÇÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× G ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ; × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ (�xed) [16℄), É × ÜÔÏÊÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÍÅÒÙ [[[� ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÍÅÒÁÍÉ ℄℄℄�, Ô.Å. �ÒÏ-ÓÔÏ ÓÏ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ℄℄℄�. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �� ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ



218 ÷. á. ëáêíáîï÷éþÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÏÒÂÉÔÁ G(x; y) × �×� ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔGx ÉGy. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁG(x; x) ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁÚÌÁÇÁÔØÓÑ �ÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á G ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÉ �� ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÅÓØÍÁ ÂÏÌØÛÉÍÉ. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ�ÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁ-ÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �• ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �•• ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.1.3. íÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ��(x; y) := 
ardGxy
ardGyx ; x; y ∈ �; (9)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÍÕ �Å�ÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ��(x; y)��(y; z) = ��(x; z) ∀x; y; z ∈ �:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, 
ardGxy ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (ÌÅ×ÙÍ) ÉÎ-ÄÅËÓÏÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁGxy = Gx ∩Gy× Gx, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊÌÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ èÁÁÒÁ m ÎÁ G:
ardGxy = m(Gx)m(Gx ∩Gy) ;ÏÔËÕÄÁ ��(x; y) = m(Gx)m(Gy) ; (10)É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �Å�ÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ �� (9) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ËÏ�É-ËÌÏÍ ÇÒÁÆÁ �.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12. äÌÑ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÜÔÏÔ ËÏ�ÉËÌ (×ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ) �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÖÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ ûÌÉÈÔÉÎÇÁ [32,ÌÅÍÍÁ 1℄ É �ÒÏÆÉÍÏ×Á [36, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄. ÷ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (Ï�ÑÔØ ÖÅ, ÔÏÌØËÏÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×) ËÏ�ÉËÌ �� ÂÙÌ ×�ÅÒ×ÙÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎ óÏÁÒÄÉ É ÷£ÓÓÏÍ [35, ÌÅÍÍÁ 1℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ × [40, §1.F℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13. çÒÁÆ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ 1.



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 219úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14. îÁÛÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ × [1℄,ÇÄÅ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, × ÓÉÌÕ ÎÁÌÉÞÉÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏ-�ÉËÌÁ �� (9) ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, ÅÇÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏÔÅÒÍÉÎÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÔÏÞÉ-ÔÅÌØÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏ-ÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ Ñ×ÌÅÎÉÑ (ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×). ëÁËÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ, ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØÇÒÁÆÁ × ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 13 É × ÓÍÙÓÌÅ [1℄ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÓÍ.ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17 ÎÉÖÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15. íÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ �� ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× G ÎÁ �× �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Ggx = gGxg−1 É Ggx gy = gGx y, ÏÔËÕÄÁ
ard Ggx gy = 
ard gGx y = 
ard Gx y ∀x; y ∈ G;ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ x ∈ � ÆÕÎË�ÉÑg 7→ ��(x; gx); g ∈ G;Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9)��(x; gx) = m(Gx)m(Ggx) = m(Gx)m(g Gx g−1) = m(Gx)m(Gx g−1) ;ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ G. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17. ÷ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÊ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÕÎÉ-ÍÏÄÕÌÑÒÎÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 18. åÓÌÉ ÇÒÁÆ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÅÎ, ÔÏ ÅÇÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏ× ÔÁËÖÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 19. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 18 ÎÅ×ÅÒÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÁÆÙ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉ-ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍÉ.



220 ÷. á. ëáêíáîï÷éþðÒÉÍÅÒ 20. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ { ÜÔÏ ÇÒÁÆ � = I3 (ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅÞÅÒÅÚ In ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÏÄÇÒÁÆ Z, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÔÏÞÅË):åÇÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, É ÉÎ×ÅÒÓÉÉ (1; 2; 3) 7→ (3; 2; 1), ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ-ÔÏÒÙ G1 É G3 ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË G2 = G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÇÏËÏ�ÉËÌÁ { ÜÔÏ ��(2; 1) = ��(2; 3) = 2;��(1; 2) = ��(3; 2) = 1=2;��(1; 3) = ��(3; 1) = 1:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 21. åÓÌÉ ÇÒÁÆ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑÖÅÓÔËÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÕÎÉ-ÍÏÄÕÌÑÒÅÎ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÎÅÖÅÓÔ-ËÉÈ ÇÒÁÆÏ×. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ { ÜÔÏ ÇÒÁÆ I2, ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z2.1.4. íÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 22. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 15, ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ ���ÏÓÔÏÑÎÅÎ ×ÄÏÌØ G-ÏÒÂÉÔ × �× �, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ��••

((x; y)) := ��(x; y); x; y ∈ �;ÎÁ �••, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 23. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁ �•• ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ��••
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏ�ÉËÌÏÍ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÁ �•• ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒËÏÍ�ÏÚÉ-�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �•• Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �•• (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ { ÜÔÏÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÇÒÕ��, É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÚ×ÁÎÁ ÇÉ�ÅÒÇÒÕ�ÏÉÄÏÍ, ÓÒ.ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ × [25, 26℄ × ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÛÉÎÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×; ÔÁË-ÖÅ ÓÍ. ÏÂÝÅÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÒÕ�ÏÉÄÏ× × ÜÔÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ × [22℄), É ÍÏÖ-ÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ��••

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÉ. üÔÏ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÏ ×ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÕÎÉÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ É ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ G• (ÓÒ. [1, 4℄). íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÀÖÅÔÕ�ÏÚÖÅ.



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 221ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏ�ÉËÌÁ �� (9) É ÍÅÒ [[[� (6) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ×ÌÅËÕÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÅÒ [[[� ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ��••
×Ù-ÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ��••

((x; y)) = [[[x ((x; y))[[[y ((y; x)) :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25. ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 16, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÒÏ×ÎÑ ÍÏÄÕÌÑÒ-ÎÏÇÏ ËÏ�ÉËÌÁ ��Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ G-ÏÒÂÉÔ × � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× G ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ �� ÄÁÅÔ ËÏ�ÉËÌ ÎÁ �•, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ��•
, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌÏÍ.1.5. ðÒÉÍÅÒÙ.ðÒÉÍÅÒ 26. íÙ ÕÖÅ Ï�ÉÓÁÌÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ �� ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ � =I3 × �ÒÉÍÅÒÅ 20. æÁËÔÏÒ �• ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2 ÏÒÂÉÔ1 = {1; 3}; 2 = {2}; (27)É ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌÁ ��•

ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ��•
(1; 2) = ��(1; 2) = 1=2;��•
(2; 1) = ��(2; 1) = 2 (28)(�ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ � ËÏÎÅÞÅÎ, ÅÇÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞ-ÎÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌÏ�ÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ). îÁËÏÎÅ�, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �•• ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 5 ÏÒÂÉÔ(1; 1) = {(1; 1); (3; 3)};(1; 2) = {(1; 2); (3; 2)};(1; 3) = {(1; 3); (3; 1)};(2; 1) = {(2; 1); (2; 3)};(2; 2) = {(2; 2)}:åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ��••

, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ 1, {ÜÔÏ ��••

((1; 2)) = 1=2; ��••

((2; 1)) = 2:



222 ÷. á. ëáêíáîï÷éþðÒÉÍÅÒ 29. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï T = Td ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ d > 3 ÕÎÉÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ, ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌ ÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ T ×ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÅÎ, ÆÁËÔÏÒ T• ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T•• ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÉÔØ Ó Z+ = {0; 1; 2; : : :}, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÂÉÔÙ (x; y) ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��ÙÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÁ T×T �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ dist(x; y) (Ô.Å.ÇÒÁÆ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ).ðÒÉÍÅÒ 30. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× T = Td ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅÕÎÉÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù, �ÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��ÁA�(T ) ÄÅÒÅ×Á T , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ! ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �T (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [11℄).îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ { ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ A�(T ). ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÔÁËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ { ÜÔÏ ÇÒÁÆ T ′, ××ÅÄÅÎÎÙÊ �ÒÏÆÉÍÏ×ÙÍ [36℄: ÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É Õ ÄÅÒÅ×Á T , Á ÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ ÄÅÒÅ×Á T É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÒÅÂÅÒ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ×ÓÅÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ, ×Ù�ÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÇÒÁ-ÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ !. íÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ ÎÁ T ′ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�T ′(x; y) = (d− 1)�!(x;y); (31)ÇÄÅ �!(x; y) := limz→![dist(y; z)− dist(x; z)] (32){ ËÏ�ÉËÌ âÕÚÅÍÁÎÁ ÎÁ T , ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ !. ðÏÓËÏÌØËÕÇÒÕ��Á A�(T ) ×ÅÒÛÉÎÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ ÎÁ T ′, ÆÁËÔÏÒ T ′
• ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÎÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ × ÓÉ-ÌÕ ÎÅÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ù A�(T ). îÁËÏÎÅ�, ÏÒÂÉÔÙ (x; y) ÇÒÕ��ÙA�(T ) ÎÁ T × T �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ dist(x; y) É ÏÒÉÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅÍ �!(x; y) (ÓÍ. [11, 25℄), ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ T ′

•• Ó
Z+ × Z �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ(x; y) 7→ (dist(x; y); �!(x; y));É �ÒÉ ÜÔÏÊ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ T ′

•• �ÒÉÎÉÍÁÅÔÆÏÒÍÕ �T ′

••
(m;n) = (d− 1)n:
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§2. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ, ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØ É ÉÈË×ÁÚÉÆÉËÁ�ÉÑ2.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G• �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ (×ËÌÀÞÁÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ)Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× (Ô.Å. ÇÒÁÆÏ×, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÏÊ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (�; x) ∈ G• ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÒÎÅ-×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (�; x) (ÍÙ ÕÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÏÒÂÉÔÁÌØÎÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ (1) ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G• ÓÎÁÂ-ÖÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅ×ÒÁ-ÝÁÅÔ ÅÇÏ × �ÏÌØÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�n; xn) ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ × G• ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ r > 0ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÛÁÒÙ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ �ÅÎÔÒÁÍÉ Br(�n; xn) ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕ-ÀÔÓÑ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, G• Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ, É ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ìÅÂÅÇÁ, ÅÓÌÉ ÓÎÁÂÄÉÔØ ÅÇÏ ÂÏÒÅ-ÌÅ×ÓËÏÊ ÍÅÒÏÊ.þÅÒÅÚ R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ G•. åÇÏËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍÉ, É ÓÏÓÔÏÑÔÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈÉÚ ÏÄÎÏÇÏ \ÎÅËÏÒÎÅ×ÏÇÏ" ÇÒÁÆÁ, Ô.Å., ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ(�; x) ∈ G• { ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÁÆÁ �:

R
[(�; x)] := {(�; y) : y ∈ �}

∼= �•(ÓÍ. ×ÙÛÅ §1.1). úÁÉÍÓÔ×ÕÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÅÎÉÊ, ÍÙ ÉÎÏ-ÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÉÓÔÁÍÉ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G• × G•.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ �• ÓÎÁÂÖÅÎ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÁÆÁ, ××ÅÄÅÎÎÏÊ× §1.1, R ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁÚÇÒÁÆÌÅÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ(ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ËÁË �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G• × G•).�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É G•, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G•• ËÌÁÓÓÏ×ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ä×ÕËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× (Ô.Å. ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (�; x; y)ÇÒÁÆÏ× �, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÈ Ä×ÕÍÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ x É y), ÓÒ. Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ �•• × §1.1.÷ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ (5), ÒÁÓÛÉÒÑÀÔÓÑ ÓÏÍÎÏÖÅÓÔ× �••;�•×�• É �•, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ �, ÄÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ \ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ" ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ
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G••;R É G•, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ:

(33)ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (4) Ó Ï�ÕÝÅÎÎÙÍ �ÏÄÓÔÒÏÞÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ �.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ(Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × §1.2 ÄÌÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×)� 7→ ℄℄℄�; � 7→ [[[�;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ � ∈ G• ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÅÒÙ ÎÁ ÓÌÏÑÈ �−1(�)É �−1(�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏ-ÌÉÓÔÎÙÅ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 22 ÔÁËÖÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ× ÏÄÎÕ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÕÀ ÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �•• ÎÁ G••.îÉÖÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á�G• ⊂ �G• ⊂ �G• ⊂ G•ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÖÅÓÔËÉÍ ÇÒÁÆÁÍ, ÕÎÉ-ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ, É ÇÒÁÆÁÍ Ó ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÓÅ ÜÔÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÑÍÉ R-ËÌÁÓÓÏ×, É ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÅ × G•.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 34. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 7, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÎÁÄ �ÒÏÏÂÒÁÚÏÍ �−1(�G•) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÖÅÓÔËÉÈÇÒÁÆÏ× �G• ⊂ G•, É ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �� ; � ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÁ �−1(�G•).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 35. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 16, ÓÕÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ �•• ÎÁ �−1( �G•) ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÊ ËÏ-�ÉËÌ �• ÎÁ ÓÕÖÅÎÉÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ÎÁ �G•. éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, �• �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌÏ×��•
(Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25) ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �G• × ÅÄÉÎÙÊ \ÇÌÏ-ÂÁÌØÎÙÊ" ËÏ�ÉËÌ. íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏ�ÉËÌ �• ÉÚÍÅÒÉÍ, É ÍÙ



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 225ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ËÏ�ÉËÌÏÍ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ R (ÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁ ÓÕÖÅÎÉÉ R ÎÁ �G•).2.2. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ É ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÍÅÒÙ. éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á �ÏÎÑ-ÔÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÅÒ ÎÁ G•. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁ-ÌÉÚÁ�ÉÅÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ æÅÌØÄÍÁÎÏÍ É íÕÒÏÍ [13℄: ÍÅÒÁ� ÎÁ G• R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉR. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, × ÓÌÕÞÁÅ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÞÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÍÅÒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. ÷ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ(ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ æÅÌØÄÍÁÎÏÍ É íÕÒÏÍ) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÞÉÔÁ-ÀÝÉÈ ÍÅÒ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 36 ([13℄). (ìÅ×ÁÑ) ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÍÅÒÁ MR ÎÁ R, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÁÑ ÍÅÒÏÊ � ÎÁ G• { ÜÔÏ ÍÅÒÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÀÝÉÈ ÍÅÒ ℄℄℄� ÎÁ ÓÌÏÑÈ �ÒÏÅË�ÉÉ � �Ï ÍÅÒÅ � ÎÁ ÂÁÚÅ G•:dMR(�; �) := d�(�) d℄℄℄�(�);ÉÌÉ, × ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÊ ÆÏÒÍÅ,MR := ∫ ℄℄℄� d�(�): (37)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38 ([13, 20, 21℄). íÅÒÁ � ÎÁ G• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ R-ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÍÅÒÁ MR ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ � ÎÁ R.íÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ âÅÎÖÁÍÉÎÉ É ûÒÁÍÍÏÍ [9℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [2, 1℄),ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÍ ÅÇÏ ÓÈÏÄÓÔ×Ï Ó ×ÙÛÅ�ÒÉ×Å-ÄÅÎÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ. òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉ-ÅÍ 36 É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 41 ÎÉÖÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ G••, Á ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÔÁÀÝÉÈ ÍÅÒ {℄℄℄�}�∈G•ÎÁ ÓÌÏÑÈ �ÒÏÅË�ÉÉ � : R → G• ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÅÒ {[[[�}�∈G•
ÎÁÓÌÏÑÈ �ÒÏÅË�ÉÉ � : G•• → G•.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39. (ìÅ×ÁÑ) ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÍÅÒÁ MG••

ÎÁ G••, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑÍÅÒÏÊ � ÎÁ G•, { ÜÔÏ ÍÅÒÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÅÒ [[[� ÎÁ



226 ÷. á. ëáêíáîï÷éþÓÌÏÑÈ �ÒÏÅË�ÉÉ � �Ï ÍÅÒÅ � ÎÁ ÂÁÚÅ G•:MG••
:= ∫ [[[� d�(�): (40)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 41. íÅÒÁ � ÎÁ G• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÍÅÒÁ MG••

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �� ÎÁ G••.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 42. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 7, �ÏÎÑÔÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏÓÔÉ É ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÌÑ ÍÅÒ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÖÅÓÔËÉÈ ÇÒÁÆÏ× �G•. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÔÁËÏ×ÙÍÅÒÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ \ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ" ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ(Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÓÍ. [27, 20, 1℄ �Ï �Ï×ÏÄÕ ÍÅÒ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÉÚ �Ï�ÏÌÎÅÎ-ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× çÁÌØÔÏÎÁ{÷ÁÔÓÏÎÁ). íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ �ÒÉÎ�É-�ÏÍ �ÁÔÔÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÁÔÔ ÂÙÌ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, �ÅÒ×ÙÍ, ËÔÏ Ï�ÉÓÁÌÅÇÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÚÁÎÉÍÁÑÓØ \�ÅÒÅ�ÉÓØÀ" �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÔÒÉÁÎ-ÇÕÌÑ�ÉÊ [37, 38℄:. . . �ÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ n �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ K′ Ó nÒÅÂÒÁÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ . . . [38, Ó. 106℄2.3. ë×ÁÚÉÆÉËÁ�ÉÑ. ðÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ë×ÁÚÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙ ÎÁÅÅ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÏÊ Ë×ÁÚÉÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÓÍ. [13℄. îÉÖÅ ÍÙ�ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÕ ÖÅ ÉÄÅÀ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 43. íÅÒÁ � ÎÁ G• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÅÓ-ÌÉ ÏÎÁ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÍÅÒÁ MR ÎÁ R ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏ Ë×ÁÚÉ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ; ÍÅÒÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÍÅÒÁ MG••
ÎÁ G•• ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÁ.åÓÌÉ ÍÅÒÁ � Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ��(�; �) := d �MRdMR

(�; �); (�; �) ∈ R;ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �Å�ÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ, É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏ�ÉËÌÏÍ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÍÅÒÙ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R [13℄.



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 227îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏ�ÉËÌÁ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÞÁÓÔÏ ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ��(�; �) = d �(�)d �(�) : (44)îÁÛÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 45. ìÀÂÁÑ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ G• ÔÁËÖÅ Ë×Á-ÚÉÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ, É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙMG••
ÎÁ G•• ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �� ÒÁ×ÎÁd��MG••dMG••

= �−1���••

; (46)ÇÄÅ �−1�� { ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÎÑÔÉÑ ËÏ�ÉËÌÁ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ��Ó R ÎÁ G•• Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÅË�ÉÉ �.îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ MG••
, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�=((�; x; y)) ∈ G••dMG••

(�) = d�((�; x)) d[[[(�;x) ((�; x; y));× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉd��MG••
(�)dMG••

((�; y; x)) = d�((�; y)) d[[[(�;y) ((�; y; x));ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (44) É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 24d��MG••dMG••

(�) = d�((�; y))d�((�; x)) ·
[[[(�;y) ((�; y; x))[[[(�;x) ((�; x; y))= ��((�; x); (�; y))�••

((�; x; y)) = ��(�(�))�••(�) : �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 47. äÌÑ ÍÅÒ � ÎÁ G•, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍ ÎÅÏÂÒÁ-ÔÉÍÙÍ ÇÒÁÆÁÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ G•),ËÏ�ÉËÌ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (46) ÂÙÌ ÒÁÎÅÅ××ÅÄÅÎ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ (ÈÏÔÑ É × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ ÆÏÒÍÅ) âÅÎÖÁÍÉÎÉ ÉëÀÒØÅÎÏÍ [4, §4℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R1 ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÁÒ ((�; x); (�; y)), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ x É y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍÉ × ÉÈ



228 ÷. á. ëáêíáîï÷éþÏÂÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÁÆÁ, Ï�É-ÓÁÎÎÏÊ × §1.1), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G1
•• = �−1(R1) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G••, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÁËÉÈ Ä×ÕËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× (�; x; y),ÞÔÏ ÉÈ ËÏÒÎÉ x É y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍÉ × �.�ÅÏÒÅÍÁ 48. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÍÅÒÕ � ÎÁ G• ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:(QI) � Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ;(QI1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙ MR ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R1 ⊂ R Ë×Á-ÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ � ÎÁ R;(QU) � Ë×ÁÚÉÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ;(QU1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÙ MG••

ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G1
•• ⊂ G••Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �� ÎÁ G••.îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. (QI) ⇐⇒ (QI1). üÔÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ×ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÇÒÁÆÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �ÏÌÉÓÔÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ×. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (QI) =⇒ (QI1) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ(QI1) =⇒ (QI) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÇÏË×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ � (ÓÍ. [13℄): ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �-�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ G• ÅÇÏ ÎÁÓÙÝÅÎÉÅ

R[A℄ = ⋃�∈AR[�℄ÔÁËÖÅ �-�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ. ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (QI1), ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA �ÒÅÎÅ-ÂÒÅÖÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �, ÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ A1 ×ÓÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÔÏÞÅËÉÚ A ÔÁËÖÅ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ××ÅÄÅÎÎÁÑ × §2.1, ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ×ÓÅ �Ï-ÌÉÓÔÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÓÞÅÔÎÙ É Ó×ÑÚÎÙ, ÉÔÅÒÁ�ÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ×ÅÄÅÔ Ë�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏÓÔÉ ×ÓÅÇÏ ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ R[A℄.(QI) =⇒ (QU). âÙÌÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 45 ×ÙÛÅ.(QU) =⇒ (QU1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ.(QU) =⇒ (QI) É (QU1) =⇒ (QI1). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : G•• → R ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÈÌÏ�Ù×ÁÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏÅ× �−1(�); � ∈ G• ; �ÒÏÅË�ÉÉ� : G•• → G• ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÌÏÊ �−1(�) �ÒÏÅË�ÉÉ � : R → G•,ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (33).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÔÉ�Á ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÅÒ [[[� ÎÁ �−1(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÉ�ÏÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÅÒÙ ℄℄℄� ÎÁ �−1(�). ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÍÅÒ MR ÎÁ R É MG••
ÎÁ G•• (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 36 É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ), ÔÉ� ÍÅÒÙ MR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ MG••

�ÏÄ



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 229ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �� É � ÎÁ MG••
É MR,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÌÕ-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �, ÔÉ� ÍÅÒÙ �MR ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ ��MG••

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÍÅÒ MG••
É ��MG••

ÎÁ G•• ×ÌÅÞÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÒ MR É �MR ÎÁ R.�Ï ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÍÅÒÙ MG••
ÎÁ G1

••,ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ (QU1) =⇒ (QI1). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 49. ÷ÓÑËÁÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ G• Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ.2.4. õÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÓÔØ É Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ. �Å�ÅÒØ ÍÙÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÕÎÉÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ � ÎÁ G• × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÅÅ ËÏ�ÉËÌÁ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ �� ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R.�ÅÏÒÅÍÁ 50. íÅÒÁ � ÎÁ G• ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ(i) ÏÎÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �G• ⊂ G•,(ii) ÏÎÁ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎ-ÔÎÏÓÔÉ R, É(iii) ÅÅ ËÏ�ÉËÌ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ËÏ�É-ËÌÏÍ �• ÎÁ �G•.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (i){(iii) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÔÏ ÍÅÒÁ � ÕÎÉ-ÍÏÄÕÌÑÒÎÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 45. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ � ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ Ë×Á-ÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 48, É × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 45 �ÏÄÎÑÔÉÅ ÅÅ ËÏ�É-ËÌÁ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ (mod 0)Ó ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �••, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA = {(�; �) ∈ R : �•• ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÓÌÏÅ �−1(�; �)}MR-�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ. ÷ ÓÉÌÕ Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ �, R-ÎÁÓÙÝÅ-ÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ R[�℄ ×R[�℄; � ∈ G•;ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ A) ÔÁËÖÅ MR-�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ. îÏ ÜÔÏ ÎÁÓÙÝÅÎÉÅ{ ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ R \ �−1( �G•) �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �G•, ÔÁË ÞÔÏÍÅÒÁ � ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ �G•. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 51. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ) ÍÅ-ÒÁ ÎÁ G• ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ �G•.



230 ÷. á. ëáêíáîï÷éþóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 52 ([1, Proposition 2.2℄). íÅÒÁ � ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅ-ÒÙ MG••
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G1

•• ⊂ G•• ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×Ï-ÌÀ�ÉÉ �� ÎÁ G••.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ä×Á ËÏ�ÉËÌÁ ÎÁ R ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ R1 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 53. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÎÅÕÎÉÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÄÅÌØÔÁ-ÍÅÒÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎ-ÎÏ-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ Ó ÎÅÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.üÔÁ ÍÅÒÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊR-ËÌÁÓÓÓÏÓÔÏÉÔ ×ÓÅÇÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ) É ÎÅÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏÇÒÁÆÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÖÅÓÔËÉÊ ÇÒÁÆ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÄÁÅÔ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ,ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÅ. �ÁËÖÅ ÎÅ-ÓÌÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÈÏÖÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÎÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊÍÅÒÙ (×ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ≡ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ ÖÅÓÔ-ËÉÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÇÒÁÆÁÈ, É ÕÍÎÏÖÉÍ ÜÔÉ ÇÒÁÆÙ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÅÕÎÉÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÆ). óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÞÉÓÔÏ ÎÅ-ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÎÉËÁËÏÊÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÅ.2.5. äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÍÅÒÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÄÅÌØ-ÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÓÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ËÏÎÅÞÅÎ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁÎÁ ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. �ÅÏÒÅÍÁ 50 �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÅÔ ÚÁ-ÄÁÞÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÅ R-Ü×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �• (Ô.Å. ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ) ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 54. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌ ��•
ÎÁ �• ËÏÒ-ÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒ-ÎÁ), ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏ�ÉËÌ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (≡ ×ÓÑËÏÇÏ) � ∈ �•

∑�∈�•

��•
(�; �) <∞: (55)�ÅÏÒÅÍÁ 50 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÌÅÞÅÔ



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 231�ÅÏÒÅÍÁ 56. ïÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ �• Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÇÒÁÆÁ ÎÅÓÅÔ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÍÅÒÕ (ËÏÔÏÒÁÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � ÕÎÉÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÁ, É ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌ ��•
ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 57 ([6℄). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ � ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÊÆÁËÔÏÒ �• ÎÅÓÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÍÅÒÕ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 58. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (10) ÕÓÌÏ×ÉÅ (55) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ

∑�∈�•

1
m(�) < ∞; (59)ÇÄÅ m(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÅ×ÙÈ ÍÅÒ èÁÁÒÁ m(Gx) G-ÓÔÁÂÉ-ÌÉÚÁÔÏÒÏ× ÔÏÞÅË x ÉÚ ÏÒÂÉÔÙ � ∈ �•. ÷ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 56 ÂÙÌÁ�ÏÌÕÞÅÎÁ × [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1℄ �ÕÔÅÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ×ÙËÌÁÄÏË. úÁ-ÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (59) ÔÁËÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÔÅÏÒÉÉ ÄÒÅ×ÅÓÎÙÈ ÒÅÛÅÔÏË �ÏÄ ÉÍÅÎÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ËÏÏÂßÅÍÁËÁË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÙÈ ÒÅÛÅÔÏË [12℄ (ÔÁËÖÅ ÓÍ. [5, Se
tion 1.5℄ É [10, Se
tion 2.1℄). íÙ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÏÚÖÅ.ðÒÉÍÅÒ 60. ÷ Ó×ÅÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 51 �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ É ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÙ ÎÁÏÒÂÉÔÁÌØÎÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ �• ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÎÅÕÎÉÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, Ô.Å. ÇÒÁÆ � = I3. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÂßÑÓÎÉÌÉ ×�ÒÉÍÅÒÅ 26, ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ �• ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË (27), ÁÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (28). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ �• ÉÍÅÅÔ ×ÅÓÁ� (1) = � (2) = 1=2;ÔÏÇÄÁ ËÁË ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ �• ÉÍÅÅÔ ×ÅÓÁ� (1) = 2=3; � (2) = 1=3:ðÒÉÍÅÒ 61. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �n �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ I3 × In, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏÕÄÁÌÅÎÁ ÏÄÎÁ \ÕÇÌÏ×ÁÑ" ×ÅÒÛÉÎÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆÙ �n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÖÅÓÔËÉÍÉ, ÉÈ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �n, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ �n É ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒ-ÎÁÑ �n ÍÅÒÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ �n. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ I3 × Z. åÇÏ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ �•



232 ÷. á. ëáêíáîï÷éþ

(≡ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × G•, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÇÒÁÆÕ �) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈÏÒÂÉÔ (1; ∗) = {(1; n) : n ∈ Z} ∪ {(3; n) : n ∈ Z}É (2; ∗) = {(2; n) : n ∈ Z}:�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ�• ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �((1; ∗)) = �((2; ∗)) = 1=2;× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ �• ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�((1; ∗)) = 2=3 ; �((2; ∗)) = 1=3:ðÒÉ n → ∞ ÍÅÒÙ �n = �n ÓÈÏÄÑÔÓÑ × ∗-ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ G• Ë ÍÅÒÅ �, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÅÊÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ U × ∗-ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ [9℄, ×ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ËÌÁÓÓ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ I ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ. íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ ËÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÆÅÎÏÍÅÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ R Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 50 �ÏÚÖÅ.ðÒÉÍÅÒ 62. õÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (55) ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ É × ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ �• ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ (ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ× ÔÅÏÒÉÉ ÄÒÅ×ÅÓÎÙÈ ÒÅÛÅÔÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 233ÒÅÛÅÔÏË, ÓÍ. ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 58). ëÁË ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × [1, Se
tion 3℄, �ÒÏ-ÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÉÛÁÒÙ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÑÈ. úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÓÔÁÔØÅ [1℄, Á×-ÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÎÏÒÉÒÕÀÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÕÖÅ ÂÙÌÉ ÈÏ-ÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÁÈ (ÓÍ.[11, 31℄). ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÜÔÉ ÇÒÁÆÙ ÔÁËÖÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ �ÏÄ ÉÍÅ-ÎÅÍ 
anopy trees, ××ÅÄÅÎÎÙÍ × ÏÂÉÈÏÄ × [3℄. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅÓÍÏÔÒÑÎÁ Ñ×ÎÕÀ ÓÓÙÌËÕ ÎÁ [40℄ × [3℄, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ�ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ [3℄ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [7℄). ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÎÉÖÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÁ ÉÚ ËÎÉÇÉ [40, Se
tion 12.C℄. úÄÅÓØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ �ÏÄÇÒÁÆ �
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T = Td (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ d = 3), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ×Ù-ÂÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ o ∈ T É ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ! ∈ �T ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:� { ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒHn = {x ∈ T : �!(o; x) = n}; n ∈ Z− = {0;−1;−2; : : :};(ÓÒ. �ÒÉÍÅÒ 29 É �ÒÉÍÅÒ 30). ïÒÂÉÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÒÉÓÆÅÒÙHn, ÔÁË ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ �• ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎ Ó Z−. íÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ ÎÁ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÔÏÊÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (31), ÞÔÏ É ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ �ÒÏÆÉÍÏ×Á. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, × ÏÔ-ÌÉÞÉÅ ÏÔ ÇÒÁÆÁ �ÒÏÆÉÍÏ×Á, × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×� ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ), ÔÁËÞÔÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ-ËÏ�ÉËÌ ��•

ÎÁ �• ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ, É��•
(n; n′) = (d− 1)n′

−n; n; n′ ∈ Z−;(ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (32) ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ �ÒÏÆÉÍÏ×Á),ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (55) ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.



234 ÷. á. ëáêíáîï÷éþ2.6. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ. îÁ�ÏÍ-ÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ m ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÅÂÅÇÁ (X;m) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÒÇÏ-ÄÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ÎÁ X , ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ R-ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ (≡ R-ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÌÉ m-�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ, ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÍÅÒÕm. æÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;m), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ �-ÁÌÇÅÂÒÅÉÚÍÅÒÉÍÙÈ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÜÒ-ÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÍÅÒÙ m ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ R. õÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ R-Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ, É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÍÅÒÙ m. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÒÙ m × ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌ ÅÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ (mod 0).ëÌÀÞÅ×ÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÉÖÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ËÏ�ÉËÌÙ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÕÓÌÏ×-ÎÙÈ ÍÅÒ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ËÏ�ÉËÌÏÍ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÅÒÙ [13℄.íÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ G• ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌ-ÙÍ. îÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ËÒÁÊÎÉÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅÍÅÒÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ R-ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R.�ÅÏÒÅÍÁ 63. õÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ G• Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÊÎÅÊ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ ËÁË R-Ë×ÁÚÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓ-ËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÍÅÒÁ � ÎÅ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ, ÔÏ ÅÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÙ ÔÁËÖÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 50, ÔÁË ÞÔÏ ÍÅÒÁ �ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÊÎÅÊ × U . ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÅÒÁ � ÎÅ ËÒÁÊÎÑÑ × U , ÔÏÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ � = ��1 +(1−�)�2 Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ �1; �2. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏ�ÉËÌÙòÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÅÒ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ËÏ�ÉËÌÏÍ�•, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ òÁÄÏÎÁ{îÉËÏÄÉÍÁ d�1=d� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÎÅ�Ï-ÓÔÏÑÎÎÏÊ É �ÏÌÉÓÔÎÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÍÅÒÁ � ÎÅÜÒÇÏÄÉÞÎÁ. �ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÅÏÒÅÍÁ 64. ìÀÂÁÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ G• ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÒÁÊÎÉÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ, É ÜÔÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÅÒÙ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R.



éî÷áòéáî�îïó�ø é õîéíïäõìñòîïó�ø 235úÁÍÅÞÁÎÉÅ 65. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÒÁÓ�ÌÙ×ÞÁÔÏÅ Ï�-ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒÙ I ÉÚ [1, Ó. 1470℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �Ï�ÙÔËÕ (×ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÁÄÅË×ÁÔÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ) ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ
R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×:ðÕÓÔØ I ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �-ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÏÂÙÔÉÊ (× ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁ G•), ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÒ-ÎÅ×ÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. äÌÑ ÉÚÂÅÖÁÎÉÑ �ÕÔÁÎÉ�Ù × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÅÒÙ �,ÔÁË ÞÔÏ ÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÎÅËÏÒ-ÎÅ×ÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �-�.×. �-ÁÌÇÅÂÒÁ I ×ÓÅ ÖÅ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ(mod 0) �-ÁÌÇÅÂÒÅ �-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.åÓÌÉ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÔÏ ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 63 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÏÒÅ-ÍÏÊ 4.7 ÉÚ [1℄, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÓÔÉ × U É ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÅÒÙÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ G•ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ �Å�ÅÊ íÁÒËÏ×Á Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ:ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÓÄ×ÉÇÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ [30, 19℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ĝ• ⊂ �G• ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ R-ËÌÁÓÓÏ×, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ �• ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ. �ÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 50 × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó[23, ÔÅÏÒÅÍÁ 23 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 28℄ ×ÌÅÞÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 66. äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊÍÅÒÙ � { ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅ-ÎÙ ÎÁ R-ËÌÁÓÓÁÈ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ĝ•. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÉÓÓÉ�ÁÔÉ×ÎÏÊÞÁÓÔØÀ ÍÅÒÙ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ Ĝ•.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. D. Aldous, R. Lyons, Pro
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