
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 440, 2015 Ç.÷. ï. ëÕÚÎÅ�Ï×ðïìñòéúáãéñ é ëòõçï÷ïå õóåþåîéåïâìáó�éòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÄÎÏ-Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D, 0 ∈ D, É ÅÅ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÕÓÅÞÅÎÉÑ Dr = D∩{|z| < r}�ÒÉ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ É ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ.âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:Ur = {|z| < r}; U = U1;Tr = {|z| = r}; C
+ = {Im z > 0};D+ = D ∩ C

+; D∗ = {z : �z ∈ D};D− = ((D∗)+)∗; �R;� = UR \ [�;R℄;l(') = {z : Im(ze−i') = 0}; ' ∈ R:ðÕÓÔØ B { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, 0 ∈ B, r > 0. ðÏÄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ z = 0 �ÏÎÉ-ÍÁÅÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ z = 0, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏ-ÄÕÌØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ z = 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ m(B),Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ∩ Ur, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ, ÞÅÒÅÚ Br. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÅÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÏÎÉÍÁÅÍ× ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × [2℄. ðÏÄ ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁ G(z; �) ÏÔËÒÙÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á B �ÏÎÉÍÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ çÒÉÎÁ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ �. æÕÎË�ÉÀ çÒÉÎÁ G(z; �) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁB ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÕÌÅÍ ÎÁ C \B.÷ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å H ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D, 0 ∈D ⊂ UR, m(D) = m, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ m(Dr) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ D = �R;�, ÇÄÅ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ám(�R;�) = m. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å H ÒÁÚÎÏÓÔØm(D)−m(Dr) (1)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ, ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌØÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ, ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ. 162



ðïìñòéúáãéñ é ëòõçï÷ïå õóåþåîéå 163ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØDÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏ-ÔÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ É ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉD ÒÁÚÎÏÓÔØ (1) ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.1. ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑðÕÓÔØ B { ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D, 0 ∈D ⊂ UR, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ l('). þÅÒÅÚ D̃ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÕÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ C, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ B ⊂D̃. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅ ÕÍÅÎØ-ÛÁÅÔÓÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄) É D̃r ⊂ D̃r, ÔÏ m(D̃r) > m(D̃r) > m(Dr)�ÒÉ ×ÓÅÈ r ∈ (0; R℄. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ D { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, 0 ∈ D ⊂ UR. �ÏÇÄÁ �ÒÉ×ÓÅÈ r ∈ (0; R℄ m(D̃)−m(D̃r) > m(D)−m(Dr): (2)ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ D;D′ { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ É 0 ∈ D′ ⊂ D ⊂ UR, ÔÏ�ÒÉ ÌÀÂÏÍ r ∈ (0; R)m(D)−m(Dr) > m(D′)−m(D′r): (3)åÓÌÉ D ∩ Tr 6= ∅, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ D = D′.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ G(z; 0), Gr(z; 0), G′(z; 0), G′r(z; 0) { ÆÕÎË-�ÉÉ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D, Dr, D′, D′r ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁh(z) = G(z; 0) +G′r(z; 0)−G′(z; 0)−Gr(z; 0) (4){ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × D′r ÆÕÎË�ÉÑ. îÁ �D′r ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ z ∈ �D′r, ÔÏ ÌÉÂÏ z ∈ �D′ É, ÚÎÁÞÉÔ, G′(z; 0) =G′r(z; 0) = 0 É h(z) = G(z; 0) − Gr(z; 0) > 0, ÌÉÂÏ |z| = r É, ÚÎÁÞÉÔ,G′r(z; 0) = Gr(z; 0) = 0 É h(z) = G(z; 0) − G′(z; 0) > 0. ðÏ �ÒÉÎ�É�ÕÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊh(0) > 0; z ∈ D′r: (5)



164 ÷. ï. ëõúîåãï÷ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ B ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓ-ËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï GB(z; 0) = − log |z|+m(B) + o(1); (6)ÔÏ ÉÚ (4) É (5) ×ÙÔÅËÁÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3).ðÕÓÔØ × (3) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÏ ÅÓÔØm(D)−m(Dr) = m(D′)−m(D′r) (7)É D ∩Tr 6= ∅. éÚ (4), (6) É (7) ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ h(0) = 0 É �Ï �ÒÉÎ�É�ÕÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ h(z) ≡ 0 × D′r. äÌÑ z ∈ D ∩ TrÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ h(z) = G(z; 0)−G′(z; 0) = 0, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅD = D′. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. íÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ' = 0 É (D ∪D∗)+∪(D∩D∗)− { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉD. ïÂÌÁÓÔØ, ÇÒÁÎÉ-�Á ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ ÌÕÞÁÈ
{arg z = onst} É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÕÇ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ Tr,ÓÌÅÄÕÑ [1℄, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÉÇÏÎÁÌØÎÏÊ.äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï UR \D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈËÒÕÇÏ×ÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ UR �ÏÌÑÒÎÁÑ ÓÅÔËÁ�ÒÑÍÙÈ {z : Im (zn) = 0} É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ TkÆ , k = 1; : : : ; n, Æ = R=n.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Dr É D̃r �ÒÉ ÌÀÂÏÍ r ∈ (0; R℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï-ÌÉÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ z = g(�), g(0) = 0, g′(0) > 0, { ËÏÎÆÏÒÍÎÙÊÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÒÕÇÁ {|�| < 1} ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØDr É �ÕÓÔØ � = f(z) { ÏÂÒÁÔ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ Dr { �ÏÌÉÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ (ÓÍ. [1,ìÅÍÍÁ 1℄) ÆÕÎË�ÉÑ m(Dt) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÓÌÅ×Á × ÔÏÞËÅ t = r Éddtm(Dt)∣∣∣t=r−0 = 14�2 ∫E |d�|

|g′(�)| ;ÇÄÅ E = g−1(Sr), Sr = �Dr \ �Dr ∩ Ur. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏ-ÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ Ó�ÒÁ×Á ÓÄÅÌÁÔØÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ � = f(z). ðÏÌÕÞÉÍddtm(Dt)∣∣∣t=r−0 = 14�2 ∫Sr |f ′(z)|2 |dz| = ∫Tr �r(z)2 |dz|; (8)



ðïìñòéúáãéñ é ëòõçï÷ïå õóåþåîéå 165ÇÄÅ �r(z) |dz| = 



12� ∣∣∣∣
f ′(z)f(z) ∣∣∣∣ |dz|; ÅÓÌÉ z ∈ Dr ∪ Sr;0; ÅÓÌÉ z 6∈ Dr ∪ Sr; (9){ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉ�Õ ÏÂ-ÌÁÓÔÉ Dr ÏÔ ÔÏÞËÉ z = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dm(Dt)∣∣t=r−0 { ÜÔÏ �ÌÏÝÁÄØ"ÏÔÒÅÚÁÅÍÏÇÏ" ËÏÌØ�Á {r − dr < |z| < r} × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �r(�) = �r(rei�) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [0; 2�℄, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ f ′(z) = 0 × ËÏÎ�Å×ÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÕÇ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sr (ÓÍ. [1℄, ÓÔÒ. 152).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ddtm(D̃t)∣∣∣t=r−0 = ∫Tr �̃r(z)2 |dz|; (10)ÇÄÅ �̃r(z) { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈÇÒÁÎÉ�Õ ÏÂÌÁÓÔÉ D̃r ÏÔ ÔÏÞËÉ z = 0.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ r ∈ (0; R℄ É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ çÒÉÎÁ Gr(z; �),Ĝr(z; �) É G̃r(z; �) ÏÂÌÁÓÔÅÊ Dr, Br É D̃r ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕB ⊂ D̃, ÔÏ G̃r(z; 0) > Ĝr(z; 0); z ∈ C: (11)÷ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ z ∈ C+Ĝr(z; 0) > max{Gr(z; 0); Gr(�z; 0)}; (12)Ĝr(z; 0) + Ĝr(�z; 0) > Gr(z; 0) +Gr(�z; 0): (13)ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÉ G̃r(z; 0) É Gr(z; 0) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, É ÎÁ Tr ÏÂÒÁ-ÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÉÚ (11{13) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ z ∈ T+r�G̃r(z; 0)�n > max{�Gr(z; 0)�n ; �Gr(�z; 0)�n };�G̃r(z; 0)�n + �G̃r(�z; 0)�n >

�Gr(z)�n + �Gr(�z)�n ;ÇÄÅ �=�n { �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë Tr. ÷ÙÒÁÖÁÑ × ÜÔÉÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï ÎÏÒÍÁÌÉ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÉ �̃r(z) É �r(z),ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ T+r �ÏÌÕÞÉÍ�̃r(z) > max{�r(z); �r(�z)}; (14)�̃r(z) + �̃r(�z) > �r(z) + �r(�z): (15)÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ Ï ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ.



166 ÷. ï. ëõúîåãï÷ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ F (t) { ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, d > > b, a+ d > b+ , ÔÏF (a) + F (d) > F (b) + F ():÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÉÚ (14) É (15) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ T+r�̃2r(z) + �̃2r(�z) > �2r(z) + �2r(�z): (16)éÚ (8),(10) É (16) �ÏÌÕÞÁÅÍddt [m(D̃t) −m(Dt)] ∣∣∣t=r−0 = ∫Tr [�̃r(z)2 − �r(z)2]|dz|= ∫T+r [�̃r(z)2 + �̃r(�z)2 − (�r(z)2 + �r(�z)2) ]
|dz| > 0: (17)ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÑÄÒÕ ÆÕÎË�ÉÉ m(D̃r) Ém(Dr) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ (0; R℄, Á ÆÕÎË�ÉÑ m(D̃r) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔËÁÈ (rk; rk−1℄, k = 1; : : : ; n, ÇÄÅ rk = (n − k)Æ. åÓÌÉ r1 < r 6 R,ÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ D̃r É D̃r ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. éÚ (17) �ÏÜÔÏÍÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ r ∈ (r1; R℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÉm(D̃r) É m(Dr) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É �ÒÉr = r1, Ô.Å. m(D̃)−m(D̃r1) > m(D)−m(Dr1): (18)ðÕÓÔØ r ∈ (r2; r1℄. ðÏÓËÏÌØËÕ D̃r ⊂ D̃r, ÔÏ ÉÚ (17) É ÌÅÍÍÙ 1 �ÏÌÕ-ÞÁÅÍm(D̃r1)−m(D̃r) > m(D̃r1)−m(D̃r) > m(Dr1)−m(Dr): (19)éÚ (18) É (19) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ r ∈(r2; r1℄. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÄÁÌÅÅ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ ×ÓÅÈ r ∈(0; R℄.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ D, 0 ∈ D, { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × UR.ðÏÌÏÖÉÍ D(1) = UR \ K(1), ÇÄÅ K(1) { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÕ-ÇÏ×ÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÓÅÔËÉ, �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÈÓÑ Ó �D \ TR. õÍÅÎØÛÉ× ×Ä×ÏÅ ÛÁÇ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÓÅÔËÉ, �ÏÓÔÒÏÉÍÏÂÌÁÓÔØ D(2) = UR \ K(2), É Ô.Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D(1) ⊂ D(2) ⊂ · · · ⊂ D(n) ⊂ · · · , ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ËÏÂÌÁÓÔÉ D, ËÁË Ë ÑÄÒÕ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ m(D̃(n)r )

→ m(D̃r) É
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→ m(Dr) �ÒÉ n → ∞ ÄÌÑ ×ÓÅÈ r ∈ (0; R℄. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D(1); D(2); · · · ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ×ÙÛÅ. ðÅÒÅÈÏÄÑ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å m(D̃(n))−m(D̃(n)r ) > m(D(n))−m(D(n)r )Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ n → ∞, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÄÌÑÏÂÌÁÓÔÉ D. �2. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑþÅÒÅÚ SymD ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ-�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ.éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄), ÞÔÏ �ÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊÍÏÄÕÌØ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ m((SymD)r) > m(Dr) �ÒÉ×ÓÅÈ r ∈ (0; R℄. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ D { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, 0 ∈ D ⊂ UR. �ÏÇÄÁ �ÒÉ×ÓÅÈ r ∈ (0; R℄m(SymD)−m((SymD)r) > m(D)−m(Dr):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏK = UR \DÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÕÇÏ×ÙÈ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ UR �ÏÌÑÒÎÁÑ ÓÅÔËÁ �ÒÑÍÙÈ {z :Im (zn) = 0} É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ TkÆ , k = 1; : : : ; n, Æ = R=n. ðÒÉÍ�ÅÎÉÍÏ�ÉÓÁÎÎÙÊ × [2℄ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÉ �ÏÍÏ-ÝÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÊ. ðÕÓÔØ '1 ËÒÁÔÎÏ �=(2n); D̂(1){ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �Ï-ÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑ-ÍÏÊ l('1); D̃(1) { ÏÂÌÁÓÔØ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅ "ÚÁÔÉÒÁÎÉÑ" ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÈ ÒÁÚÒÅÚÏ× ÏÂÌÁÓÔÉ D̂(1), ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ;Gr(z; �) É G̃(1)r (z; �) { ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Dr É D̃(1)r ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÏÌÏÖÉÍ I(f(z)) := ∫Tr (�f(z)�n )2

|dz|;ÇÄÅ �=�n { �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(z) �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊÎÏÒÍÁÌÉ Ë Tr. �ÁËÖÅ, ËÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1, �ÏÌÕÞÉÍI(G̃(1)r (z; 0)) > I(Gr(z; 0)):



168 ÷. ï. ëõúîåãï÷ðÒÏÉÚ×ÏÄÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ D̃(1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ l('2), ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÓÔÒÏÉÍ D̃(2). äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ G̃(2)r (z; �) ÏÂÌÁ-ÓÔÉ D̃(2)r ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏI(G̃(2)r (z; 0)) > I(G̃(1)r (z; 0)):÷ [2℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÒÑÍÙÈ l('1), l('2),. . . ,�ÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÞÉ-ÓÌÏ ÞÅÒÅÚ n) ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ D̃(n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊSym D̃(n) = D̃(n). äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ G̃(n)r (z; �) ÏÂÌÁÓÔÉ D̃(n)r ÂÕÄÅÔ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏI(G̃(n)r (z; 0)) > I(Gr(z; 0)):üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ ×ÓÅÈ r ∈ (0; R℄. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁËÖÅËÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏm(D̃(n))−m(D̃(n)r ) > m(D)−m(Dr); r ∈ (0; R℄: (20)ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÌÉÓ×ÑÚÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ,D̃(n) ⊂ SymD. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÍÅÅÍm(SymD)−m((SymD)r) > m(D̃(n)) −m(D̃(n)r ); r ∈ (0; R℄: (21)éÚ (20) É (21) ×ÙÔÅËÁÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2 × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚ-ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÑÔØ ÉÓÞÅÒ�ÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D(k), k = 1; 2; : : :, ÇÒÁÎÉ�Á ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÓÅÔËÅ, Á ÛÁÇ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÓÅÔËÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ Ó×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ k. äÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÁÒÁÔÅÏ-ÄÏÒÉ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÑÄÒÕ, ÄÏËÁÖÅÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ D { ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, 0 < � < R, 0 ∈ D ⊂UR \ {�}. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ r ∈ (0; R)m(D)−m(Dr) 6 m(�)−m(�r);ÇÄÅ � = �R; �:



ðïìñòéúáãéñ é ëòõçï÷ïå õóåþåîéå 169äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ SymD ⊂ �, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÌÅÍ-ÍÙ 1m(D)−m(Dr) 6 m(SymD)−m((SymD)r) 6 m(�)−m(�r): �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 [4℄. ðÕÓÔØ " > 0, 0 < |a| < r = (1+ ")−1, D { ÏÄÎÏÓ×ÑÚ-ÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, 0 ∈ D ⊂ U \ {a}. �ÏÇÄÁm(r−1Dr) > m(D) + 12� ·
1− |a|1 + |a|"+ o("):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a > 0. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1m(Dr) > m(D)− (m(�1;a)−m(�r;a)) = m(D)− 1� log(1 + a"1 + a):ïÔËÕÄÁm(r−1Dr) = m(Dr) + log(1 + ")2� > m(D) + 12� ·

1− a1 + a"+ o("): �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. à. óÏÌÙÎÉÎ, íÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ �ÒÉ ËÒÕÇÏ×ÏÍ ÓÕÖÅÎÉÉÏÂÌÁÓÔÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 254 (1998), 145{164.2. ÷. î. äÕÂÉÎÉÎ, óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. | õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË 49 (1994), 13{76.3. á. à. óÏÌÙÎÉÎ, ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁ-ÌÉÚ, 8, ×Ù�. 6 (1996), 148{185.4. ÷. ï. ëÕÚÎÅ�Ï×, ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. |úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 418 (2013), 121{135.Kuznetsov V. O. Polarization and irular trunation of a domain.Di�erene of the redued module m(D) of a simply onneted domainD with respet to z = 0 and the redued module m(Dr) of its irulartrunation, where Dr is the onneted omponent of the set D∩{|z| < r},ontaining the point z = 0, is onsidered. It is proved that in the ase ofpolarization and irular symmetrization of the domain D this di�erenedoes not derease. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 5 ÎÏÑÂÒÑ 2015 Ç.çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÍÏÒÓËÏÇÏ É ÒÅÞÎÏÇÏ ÆÌÏÔÁÉÍ. ÁÄÍÉÒÁÌÁ ó. ï. íÁËÁÒÏ×ÁE-mail : kvo kuz�mail.ru


