
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 440, 2015 Ç.÷. ÷. öÕËï óéìøîïí ðòéâìéöåîéé æõîëãéêðïóòåäó�÷ïí ðïìïöé�åìøîùè ïðåòá�ïòï÷÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ C(R) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ R ÆÕÎË�ÉÊ f ,
‖f‖ = supx∈R

|f(x)|; !(f; h) = sup
|t|6h ‖f(·+ t)− f(·)‖ ;J�(f; x) = ∫

R

f (x+ t�)K(t) dt:÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ A.�ÅÏÒÅÍÁ A. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ g; f; ' É K ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ: '′′ ∈ C(R) É ‖'′′‖ < +∞, ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ fÓÏÄÅÒÖÉÔ '(R). ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ !(f; h) 6 !(h), ÇÄÅ ! { ×Ù�ÕËÌÙÊ ××ÅÒÈÍÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, g = f ◦ ', ÑÄÒÏ K(t) > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ t É ÓÕÍÍÉ-ÒÕÅÍÏ ÎÁ R,
∫

R

K(t) dt = 1; ∫

R

t2K(t) dt < +∞:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ R É � > 0 ÂÕÄÅÔ
|g(y)− J�(g; y)| 6 ! |'′(y)|� ∫

R

|t|K(t) dt+ ‖'′′‖2�2 ∫
R

t2K(t) dt :�ÅÏÒÅÍÁ A �ÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ: f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ[−1; 1℄, '(y) = 
os y, K { ÑÄÒÏ âÏÍÁÎÁ{ëÏÒÏ×ËÉÎÁK(t) = 4� 
os2 t2(t2 − �2)2 ;ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÉÌØÎÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ, ÍÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.68



ï óéìøîïí ðòéâìéöåîéé æõîëãéê 69� = n ∈ N. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÍÅÌÉ ÄÌÑ y ∈ [0; �℄
|g(y)− Jn(g; y)| 6 !(sin yn (2 Si� − 4�)+ �22n2) :ðÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ y = ar

osx, ÎÁÈÏÄÉÍ �ÒÉ x ∈ [−1; 1℄

|f(x)−Jn (f(
os y); ar

osx)| 6 !(√1− x2n (2 Si�− 4�)+ �22n2) : (1)ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ Jn (f(
os y); ar

osx) ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n− 1.âÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ '(y) = 
os y ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ
|f(x)− Jn (f(
osy); ar

osx)| 6 !(√1− x2n (2 Si� − 4�)+ |x| �22n2) ;ÇÄÅ x ∈ [−1; 1℄.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ A × ÒÑÄÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÓÕÍÍÁÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó�ÏÍÏÝØÀ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÕÓÉÌÅ-ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷. é. úÕÂÏ×Á (ÓÍ. [2, ÔÅÏÒÅÍÁ 3℄) Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÓÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÑÍ, �Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ.

§1. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ1.1. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ R, R+, Z+, N ÓÕÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ, ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ, ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ,ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁ�ÉÓØ k = a; b, ÇÄÅ a; b ∈ R, a 6 b, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ k�ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÅÖÄÕ a É b, ×ËÌÀÞÁÑ a É b, ÅÓÌÉ ÏÎÉ �ÅÌÙÅ.æÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ×, ÄÏÏ�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ; × ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÉÍ×ÏÌ 00�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË 0; R = R ∪ {−∞;+∞}.÷ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ! : R+ → R+, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:Á) !(t1 + t2) 6 !(t1) + !(t2), ÅÓÌÉ t1; t2 > 0 (�ÏÌÕÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ);



70 ÷. ÷. öõëÂ) limt→+0!(t) = !(0) = 0;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 
.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ××ÅÒÈ ÎÁ R+ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ 
∗.þÅÒÅÚ C[a; b℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ [a; b℄ ÆÕÎË-�ÉÊ f : [a; b℄ → R Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖[a;b℄ = maxx∈[a;b℄ |f(x)|.åÓÌÉ f ∈ C[a; b℄, ÔÏ !(f; h; a; b) = sup |f(x)−f(y)|, ÇÄÅ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ x; y ∈ [a; b℄, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ |x− y| 6 h.ðÏÌÁÇÁÅÍ Lip(1; a; b) = {f ∈ C[a; b℄ : !(f; h; a; b) 6 h ÄÌÑ ×ÓÅÈh >0}. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÑÓÎÏ Ï ËÁËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÉÎÏÇÄÁ Ï�ÕÓËÁÅÍ.1.2. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ B ( [3, Ó. 8℄). ðÕÓÔØ �ÏÌÕÎÏÒÍÁ P ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ C[a; b℄ É ÔÁËÏ×Á,ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � = supf∈C[a;b℄ P (f)
‖f‖[a;b℄ ; � = supf∈Lip(1;a;b)P (f)ËÏÎÅÞÎÙ, ÞÉÓÌÁ M0 É M1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ M0 > 0,M0 > �, M1 > �. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ f ∈ C[a; b℄ �ÒÉ h ∈ R+ ÂÕÄÅÔ!(f; h; a; b) 6 !(h), ÇÄÅ ! ∈ 
∗, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏP (f) 6

M02 !(2M1M0 ) :�ÅÏÒÅÍÁ C (ÓÍ. [3, Ó. 5; 4, Ó. 69℄). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ! ∈ 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ!∗ ∈ 
∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ t É � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ!(�t) 6 !∗(�t) 6 (�+ 1)!(t):úÁÍÅÞÁÎÉÅ A (ÓÍ. [3, Ó. 6℄). åÓÌÉ f ∈ C[a; b℄, ÔÏ !(f; · ; a; b) ∈ 
.1.3. õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÕ A.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f , ', g É K ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ: f ∈ C[a; b℄, ' ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R, ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ '(R), g = f ◦ ', ÑÄÒÏ K(t) > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ R, K ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ



ï óéìøîïí ðòéâìéöåîéé æõîëãéê 71ÎÁ R, ∫
R

K = 1, � > 0, p > 1. ðÏÌÏÖÉÍJ�(l; y) = ∫
R

l(y + t�)K(t) dt;�(f; y) = ∫
R

∣

∣

∣

∣

f('(y))− f ('(y + t�))∣∣∣∣pK(t) dt1=p :�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ !(f; h; a; b) 6 !(h) �ÒÉ h ∈ R+, ÇÄÅ ! ∈ 
∗, ÔÏ �ÒÉ y ∈ R

|g(y)− J�(g; y)| 6 �(f; y); (2)�(f; y) 6 !






∫

R

∣

∣

∣

∣

'(y)− '(y + t�)∣∣∣∣pK(t) dt1=p



: (3)ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ∫

R

|t|2pK(t) dt < +∞. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ 'Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R É ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ‖'′′‖ < +∞, ÔÏ�(f; y) 6 !(�(y)); (4)ÇÄÅ �(y) = |'′(y)|� 



∫

R

|t|pK(t) dt1=p + ‖'′′‖2�2 ∫
R

|t|2pK(t) dt1=p :äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ '(y) = 
os y ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÉÌÅÎÏ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �(f; y) 6 !(�(y)); (5)ÇÄÅ �(y) = | 
os y|2�2 



∫

R

|t|2pK(t) dt1=p + | sin y|� 



∫

R

|t|pK(t) dt1=p :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ç£ÌØÄÅÒÁ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. æÉËÓÉÒÕÅÍ y É �ÏÌÏÖÉÍ�(f) = �(f; y):



72 ÷. ÷. öõë÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ � �ÏÌÕ-ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ ÎÁ C[a; b℄. ñÓÎÏ, ÞÔÏ � { �ÏÌÕÎÏÒÍÁ. éÍÅÅÍ�=supf∈C �(f)
‖f‖ 6 2; �= supf∈Lip(1;a;b)�(f)6∫

R

∣

∣

∣

∣

'(y)−'(y+ t�)∣∣∣∣pK(t)dt 1p:õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÆÁËÔÙ É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ B Ë �ÏÌÕÎÏÒÍÅ �, �ÒÉÈÏÄÉÍË (3).äÏËÁÖÅÍ (4). ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÅÊÌÏÒÁ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÉÍÅÅÍ




∫

R

∣

∣

∣

∣

'(y)− '(y + t�)∣∣∣∣pK(t) dt1=p
= ∫

R

∣

∣

∣

∣

∣

'′(y) t� + '′′(
)2 ( t�)2∣∣
∣

∣

∣

pK(t) dt1=p
6

|'′(y)|� 



∫

R

|t|pK(t) dt1=p+ ‖'′′‖2�2 ∫
R

|t|2pK(t)dt1=p :óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É (3), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë (4).ðÒÉÓÔÕ�ÁÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ (5), �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ ×ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙA = ∫
R

∣

∣

∣

∣


os y − 
os(y + t�)∣∣∣∣pK(t) dt1=p
6

| 
os y|2�2 



∫

R

|t|2pK(t) dt1=p + | sin y|� 



∫

R

|t|pK(t) dt1=p : (6)



ï óéìøîïí ðòéâìéöåîéé æõîëãéê 73ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÉÍÅÅÍA=∫
R

∣

∣

∣

∣


os y(1− 
os t�)+ sin y sin t� ∣∣∣∣pK(t) dt1=p
6 | 
osy|∫

R

(1−
os t�)pK(t) dt1=p+| siny|∫
R

∣

∣

∣

∣

sin t� ∣∣∣∣pK(t)dt1=p
= | 
osy|∫

R

2p ∣∣∣
∣

sin t2� ∣∣∣∣2pK(t)dt1=p+| sin y|∫
R

∣

∣

∣

∣

sin t� ∣∣∣∣pK(t)dt1=p :ïÔÓÀÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | sin t| 6 |t|, �ÏÌÕÞÁÅÍ (6).óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (3) É (6). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ C �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ. ðÒÉ×ÅÄ£Í �ÒÉÍÅÒ (�ÒÉÍÅ-ÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (3)) �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÚÄÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f , ', g É K ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ: f ∈ C[a; b℄, ' ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R, ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ '(R), ÑÄÒÏ K(t) > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ R, K ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ ÎÁ R,
∫

R

K = 1, � > 0, p > 1,�(f; y) = ∫
R

∣

∣

∣

∣

f('(y))− f ('(y + t�))∣∣∣∣pK(t) dt1=p :�ÏÇÄÁ �ÒÉ y ∈ R�(f; y) 6 2!

f;∫

R

∣

∣

∣

∣

'(y)− '(y + t�)∣∣∣∣pK(t) dt 1p ; a; b

:áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (ÄÁÖÅ × ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÚÁ ÓÞ£Ô ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ C × �ÏÌÎÏÍ ÏÂß£ÍÅ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÒÉ-ÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ, �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÉÖÅ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ,ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ.



74 ÷. ÷. öõëóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f , ', g É K ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: f ∈ C[a; b℄, ' ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R, ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ fÓÏÄÅÒÖÉÔ '(R), g = f ◦', ÑÄÒÏ K(t) > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ R, K ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÎÁ R, ∫
R

K = 1, � > 0. ðÏÌÏÖÉÍJ�(g; y) = ∫
R

g(y + t�)K(t) dt:�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ !(f; h; a; b) 6 !(h) �ÒÉ h ∈ R+, ÇÄÅ ! ∈ 
∗, ÔÏ �ÒÉ y ∈ R

|g(y)− J�(g; y)| 6





∫

R

∣

∣

∣

∣

f('(y))− f ('(y + t�))∣∣∣∣2K(t) dt1=2= ((g(y)− J�(g; y))2 + J�(g2; y)− J2�(g; y)) 12
6 !







∫

R

('(y)− '(y + t�))2K(t) dt 12



:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 p = 2 É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ f ∈ C[−1; 1℄, g(y) = f(
os y), � > 0, p > 1, ÑÄÒÏK(t) > 0 �ÒÉ t ∈ R, ∫

R

K = 1, ∫
R

|t|2pK(t) dt < +∞,J�(l; y) = ∫
R

l(y + t�)K(t) dt:�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ !(f; h;−1; 1) 6 !(h) �ÒÉ ×ÓÅÈ h ∈ R+, ÇÄÅ ! ∈ 
∗, ÔÏ �ÒÉx ∈ [−1; 1℄, y = ar

osx ÉÍÅÅÍ
|f(x)− J�(g; ar

osx)| 6





∫

R

∣

∣

∣

∣

f(x)− g(y + t�)∣∣∣∣pK(t) dt 1p
6 !



√1− x2� 



∫

R

|t|pK(t) dt 1p + |x|2�2 ∫
R

|t|2pK(t) dt 1p



:



ï óéìøîïí ðòéâìéöåîéé æõîëãéê 75äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 [a; b℄ =[−1; 1℄, '(y) = 
os y, y = ar

osx É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (2)É (5).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ f ∈ C[−1; 1℄, g(y) = f(
os y), ÑÄÒÏ K(t) > 0 �ÒÉt ∈ R, K ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ ÎÁ R, ∫
R

K = 1, K(t) = K(−t) �ÒÉ t ∈ R, � > 0,J�(l; y) = ∫
R

l(y + t�)K(t) dt:�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ !(f; h;−1; 1) 6 !(h) �ÒÉ ×ÓÅÈ h ∈ R+, ÇÄÅ ! ∈ 
∗, ÔÏ �ÒÉx ∈ [−1; 1℄ ÉÍÅÅÍ
((f(x)− J�(g; ar

osx))2 + J�(g2; ar

osx)− J2�(g; ar

osx)) 12

6 !




4x2 ∫
R

(sin4 t2�)K(t) dt+ (1− x2) ∫
R

(sin t�)2K(t) dt 12



:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3 ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 1 [a; b℄ =[−1; 1℄, '(y) = 
os y, y = ar

osx É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ





∫

R

(
os y − 
os(y + t�))2K(t) dt1=2
= 4 
os2 y ∫

R

(sin4 t2�)K(t) dt+ sin2 y ∫
R

(sin2 t�)K(t) dt1=2 :1.4. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÕÎËÔÁ 1.3 �ÒÉÍÅÎÉ-ÔÅÌØÎÏ Ë �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÕÍÍÁÔÏÒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ n ∈ Z+, �ÒÉ k = 0; n ÞÉÓÌÁ yk ∈ [a; b℄, ÆÕÎË�ÉÉ lkÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ ÎÁ [a; b℄ É �ÒÉ ×ÓÅÈ y ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ n
∑k=0 lk(y) = 1;p > 1. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ ÆÕÎË�ÉÑ ' : [a; b℄ → R ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁ (× ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÆÕÎË�ÉÑ f : '([a; b℄) → R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ,g = f ◦ '. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ �ÒÉ h ∈ R+!(g; h; a; b) 6 !(h);



76 ÷. ÷. öõëÇÄÅ ! ∈ 
∗, ÔÏ ÄÌÑ x ∈ '([a; b℄) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
( n
∑k=0 |f(x)− g(yk)|p lk ('−1(x)))1=p

6 !( n
∑k=0 ∣∣'−1(x) − yk∣∣p lk ('−1(x)))1=p

 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ B.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÏÌÏÖÉÍL(g; x) = n
∑k=0 g(yk)lk ('−1(x)) :�ÏÇÄÁ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÄÌÑ x ∈ '([a; b℄) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|f(x)− L(g; x)| 6

( n
∑k=0 |f(x)− g(yk)|p lk ('−1(x)))1=p :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áç£ÌØÄÅÒÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ) ÄÌÑ x ∈ '([a; b℄) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

( n
∑k=0 |f(x)− g(yk)|p lk('−1(x)))1=p

6 2!g;( n
∑k=0 ∣∣'−1(x)− yk∣∣p lk ('−1(x)))1=p ; a; b :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ C. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ A.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2,L(g; x) = n
∑k=0 g(yk)lk ('−1(x)) :



ï óéìøîïí ðòéâìéöåîéé æõîëãéê 77�ÏÇÄÁ ÄÌÑ x ∈ '([a; b℄) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
|f(x)− L(g; x)| 6

( n
∑k=0 |f(x)− g(yk)|2 lk ('−1(x)))1=2= ((f(x)− L(g; x))2 + L(g2; x)− L2(g; x))1=2

6 !( n
∑k=0 ∣∣'−1(x)− yk∣∣2 lk ('−1(x)))1=2

 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 2 �ÒÉp = 2. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ. �1.5. ïÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎËÒÅÔÉÚÁ�ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É Å£ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÊ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÍÅÔÏÄÁÍ Á��ÒÏËÓÉÁ�ÉÉ ÔÉ�Á �ÏÌÉÎÏÍÏ× âÅÒÎ-ÛÔÅÊÎÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÏÌÉÎÏÍÏ×pn;k(x) = Cknxk(1− x)n−k:äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f : [0; 1℄ → R ÞÅÒÅÚ Bn(f) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÉÎÏÍ âÅÒÎ-ÛÔÅÊÎÁ �ÏÒÑÄËÁ n: Bn(f; x) = n
∑k=0 f (kn) pn;k(x):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ n ∈ N, p > 1, ÆÕÎË�ÉÑ ' : [0; 1℄ → R ÓÔÒÏÇÏÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (× ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ); ÆÕÎË�ÉÑf : '([0; 1℄) → RÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, g = f ◦ '. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ x ∈ '([0; 1℄) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ

∣

∣

∣

∣

∣

f(x)− n
∑k=0 g(kn) pn;k ('−1(x))∣∣∣∣

∣

6

( n
∑k=0 ∣∣∣∣f(x)− g(kn)∣∣∣∣p pn;k ('−1(x))) 1p

6 2!g;( n
∑k=0 ∣∣∣∣'−1(x) − kn ∣∣∣∣p pn;k ('−1(x))) 1p ; 0; 1 :



78 ÷. ÷. öõëåÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ h ∈ R+ ÂÕÄÅÔ !(g; h; 0; 1) 6 !(h), ÇÄÅ ! ∈ 
∗,ÔÏ ÄÌÑ x ∈ '([0; 1℄)
( n
∑k=0 ∣∣∣∣f(x) − g(kn)∣∣∣∣p pn;k ('−1(x)))1=p

6 !( n
∑k=0 ∣∣∣∣'−1(x) − kn ∣∣∣∣p pn;k ('−1(x)))1=p

 :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6. ðÕÓÔØ n ∈ N, p > 1; �: R → [0; 1℄ { ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ (× ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ�(−∞) = 0, �(+∞) = 1, ÆÕÎË�ÉÑ f : R → R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, g = f ◦ �−1.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ x ∈ R Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
∣

∣

∣

∣

∣

f(x)− n
∑k=0 g(kn) pn;k(�(x))∣∣∣∣∣
6

( n
∑k=0 ∣∣∣∣f(x)− g(kn)∣∣∣∣p Ckn�k(x) (1− �(x))n−k) 1p

6 2!g;( n
∑k=0 ∣∣∣∣�(x)− kn ∣∣∣∣p Ckn�k(x) (1− �(x))n−k) 1p ; 0; 1 :åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ h ∈ R+ ÂÕÄÅÔ !(g; h; 0; 1) 6 !(h), ÇÄÅ ! ∈ 
∗,ÔÏ ÄÌÑ x ∈ R

( n
∑k=0 ∣∣∣∣f(x) − g(kn)∣∣∣∣p Ckn�k(x) (1− �(x))n−k) 1p

6 !( n
∑k=0 ∣∣∣∣�(x)− kn ∣∣∣∣p Ckn�k(x) (1− �(x))n−k) 1p

 :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7. ðÕÓÔØ n ∈ N, �: R → [0; 1℄ { ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ (× ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(−∞) =0, �(+∞) = 1, ÆÕÎË�ÉÑ f : R → R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, g = f ◦ �−1,Un(l; x) = n
∑k=0 l(kn) pn;k (�(x)) :



ï óéìøîïí ðòéâìéöåîéé æõîëãéê 79�ÏÇÄÁ ÄÌÑ x ∈ R

|f(x)− Un(g; x)| 6

((f(x)− Un(g; x))2 + Un(g2; x)− U2n(g; x)) 12= �(x) 6 2!(g;(�(x)(1 − �(x))n )
12 ; 0; 1) :åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ h ∈ R+ ÂÕÄÅÔ !(g; h; 0; 1) 6 !(h), ÇÄÅ ! ∈ 
∗,ÔÏ ÄÌÑ x ∈ R �(x) 6 !((�(x)(1− �(x))n )

12) :äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 7 ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ p = 2 × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 6É �ÒÉÎÑÔØ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Án
∑k=0 ∣∣∣∣f(x)− g(kn)∣∣∣∣2 Ckn�k(x) (1− �(x))n−k= (f(x)− Un(g; x))2 + Un(g2; x)− U2n(g; x);n

∑k=0(kn − y)2 pn;k(y) = y(1− y)n :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. �ÁË ËÁË supx∈R

�(x)(1 − �(x)) = 14 , ÔÏ × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 7supx∈R

�(x) 6 2!(g; 12√n ; 0; 1) −−−−→n→∞
0:ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g : [0; 1℄ → RÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.ðÕÓÔØ F0 { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ. ÷. é. úÕÂÏ×ÙÍ [2℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ D. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ G(x) ÚÁÄÁÎÁ �ÒÉ x ∈ (−∞;+∞), ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÁ É ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÍ ÕÂÙ×ÁÎÉÉ É ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ Pn(x) = n

∑j=0 
jCjnF j0 (x) (1− F0(x))n−j



80 ÷. ÷. öõëÓ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 
j , j = 0; 1; : : : ; n, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÂÕ-ÄÅÔ maxx∈(−∞;+∞) |G(x) − Pn(x)| < ".úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3 ÒÁÚ×É×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ D × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. öÕË, ç. îÁÔÁÎÓÏÎ, ë ×Ï�ÒÏÓÕ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. | õÞ£ÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉ �ÁÒÔÕÓËÏÇÏ ÇÏÓ. ÕÎ-ÔÁ, ×Ù�ÕÓË 430. �ÒÕÄÙ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÍÅÈÁÎÉËÅ, XIX. �ÁÒÔÕ (1977),58{69.2. ÷. é. úÕÂÏ×, éÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. | äÏËÌ.òáî 343, No. 5 (1995), 593{595.3. ÷. ÷. öÕË, óÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ É ÔÏÞÎÏÓÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÉ. ì., 1984.4. é. ë. äÁÕÇÁ×ÅÔ, ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎË-�ÉÊ. ó.-ð., 2011.Zhuk V. V. On strong approximation of fun
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