
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 440, 2015 Ç.÷. î. äÕÂÉÎÉÎ�åïòåíù éóëáöåîéñ äìñ æõîëãéê,p-ìéó�îùè ÷ óòåäîåí ðï ïëòõöîïó�é÷×ÅÄÅÎÉÅæÕÎË�ÉÑ f , ÚÁÄÁÎÎÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉG ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ
C, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ p-ÌÉÓÔÎÏÊ, p = 1; 2; : : : , × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÔ × G ËÁÖÄÏÅ ËÏÍ�ÌÅÓËÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ w ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ p ÒÁÚ (Ó ÕÞÅÔÏÍËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ×�ÅÒ×ÙÅ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ íÏÎÔÅÌØ�ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× É ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÁË, × 1946 ÇÏÄÕ âÅÒ-ÎÁ�ËÉÊ [1℄ ××ÅÌ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, p-ÌÉÓÔÎÏÊ × ÓÒÅÄÎÅÍ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ(
ir
umferentially mean p-valent fun
tion). ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÍÅÒÏÍÏÒÆ-ÎÁ × ËÒÕÇÅ U = {z : |z| < 1} É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, É �ÕÓÔØ n(w; f)ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(z) = w × U . æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑp-ÌÉÓÔÎÏÊ × ÓÒÅÄÎÅÍ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÏËÒ. 
.m. p-ÌÉÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ),ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï12� 2�∫0 n(�ei'; f)d' 6 p:íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ 
.m. p-ÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÉ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÙ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ (ÓÍ. ÍÏ-ÎÏÇÒÁÆÉÉ [2, 3℄ É ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ × ÎÉÈ). óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ �ÒÉ ÜÔÏÍÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑf(z) = zp + ap+1zp+1 + : : :ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É 
.m. p-ÌÉÓÔÎÁ × ËÒÕÇÅ U , ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÔ×Ø ÆÕÎË�ÉÉ[f(z)℄1=p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 
.m. 1-ÌÉÓÔÎÏÊ × U . éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ 
.m. 1-ÌÉÓÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÍÅÔÏÄÏÍ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ðÏÌÉÁ ÎÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÏÔÌÉ-ÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ Ë ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, p-ÌÉÓÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, p-ÌÉÓÔÎÁÑ × ÓÒÅÄ-ÎÅÍ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÏÌÉÎÏÍ þÅÂÙÛÅ×Á, ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ(�ÒÏÅËÔ No. 14-11-00022). 43



44 ÷. î. äõâéîéîóËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍ 
.m. p-ÌÉÓÔÎÙÍ ÆÕÎË-�ÉÑÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ × ËÒÕÇÅ U ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ �ÏÌÀÓ p-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ [4℄. ïÄ-ÎÁËÏ ÄÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÄÒÕÇÏÇÏ ×ÉÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ [f(z)℄1=p ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ. üÔÁ ÖÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ 
.m.p-ÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ íÏÎÔÅÌÑ. îÅÒÅÛÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑp-ÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÄÎÉÍÁÌÉÓØ ÎÁÍÉ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄. �ÁÍ ÖÅ �ÒÅÄÌÁÇÁ-ÌÁÓØ ÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÁ-ÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÞÁÓÔØ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ [5, 7℄. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÕÓÔÁ-ÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÍÎÏÇÏÌÉÓÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ:S
p(�), 0 < � < ∞ { ËÌÁÓÓ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ É 
.m. p-ÌÉÓÔÎÙÈ × ËÒÕÇÅ UÆÕÎË�ÉÊ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉz = 0 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(z) = zp + ap+1zp+1 + : : : ;ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ �ÏÌÀÓÏ× × U ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ p−1, Á ÍÏÄÕÌÉÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ � ;D
p(�), 0 6 � < ∞, { ËÌÁÓÓ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 
.m. p-ÌÉÓÔÎÙÈ × ËÒÕÇÅU ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ U ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ k{ÌÉÓÔÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, k 6 p, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁÄ ËÒÕÇÏÍ
|w| 6 �;M
p(!; �), 0 < � < ∞, { ËÌÁÓÓ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 
.m. p-ÌÉÓÔÎÙÈ × ËÒÕÇÅU ÆÕÎË�ÉÊ f , f(0) = 0; f(!) = ! (0 < ! < 1);ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ p > 1 ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ U ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ k-ÌÉÓÔÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, 1 6 k < p, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁÄËÒÕÇÏÍ |w| 6 �.ðÏÄËÌÁÓÓ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ S
p(�) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ èÅÊ-ÍÁÎÏÍ [2℄ É äÖÅÎËÉÎÓÏÍ [3℄ ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ëÌÁÓÓD
p(0) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 
.m. p-ÌÉÓÔÎÙÈ ×ËÒÕÇÅ U ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅÊ × U [2℄. ëÌÁÓÓÙ ×ÉÄÁ M
p(!; �)(Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ íÏÎÔÅÌÑ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏ-ÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9℄). óÌÅÄÕÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ × ËÏÎ�Å ÓÔÁ-ÔØÉ [5℄, ÍÙ ÕÓÉÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ [5℄, ÄÏËÁÚÁ× ÉÈ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊ É ÕÓÔÁÎÏ×É× ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÈ Ï�ÅÎËÁÈ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ Ï�ÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÎÙÊ�ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ [8℄. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ ÎÏÓÉÔ ×Ó�ÏÍÏÇÁ-ÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.



�åïòåíù éóëáöåîéñ äìñ æõîëãéê 45
§1. åÍËÏÓÔØ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÒÁÄÉÕÓ ÏÂÌÁÓÔÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ �ÏÄ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ R, ÓËÌÅÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØÕÓÌÏ×ÉÑ: �ÒÏÅË�ÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊÓËÌÅÉ×ÁÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ R �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÊ ÉÌÉ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÊ ËÒÕÇ, ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÌÉÓÔÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊÔÏÞËÏÊ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ × ÅÇÏ �ÅÎÔÒÅ. ëÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ
R ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× C = (B; E ), ÇÄÅ B { ÏÔ-ËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, Á E { ËÏÍ�ÁËÔ × B. íÎÏÖÅÓÔ×Ï B \ E ÎÁÚÏ-×ÅÍ �ÏÌÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C . åÍËÏÓÔØ 
apC ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C = (B; E )Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
apC = inf ∫

B

|∇V |2d�;ÇÄÅ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ V ,ÆÉÎÉÔÎÙÍ × B, ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ E É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÀìÉ�ÛÉ�Á ÌÏËÁÌØÎÏ × B. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ P, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ× B, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ÎÁ �B, ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ E É ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁÑ × �ÏÌÅ B\E , ÔÏÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÔÅÎ�ÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C . éÚ �ÒÉÎ�É�ÁäÉÒÉÈÌÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
apC = ∫
B\E

|∇P|2d�:ðÕÓÔØ B { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R É �ÕÓÔØ W0 {ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, prW0 6= ∞.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÉÍÅÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ çÒÉÎÁgB(W;W0) = − log |prW − prW0|+ log r(B;W0) + o(1); W → W0;(Ô.Å. gB(W;W0) { ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊÔÏÞËÕ W0). ÷ÅÌÉÞÉÎÕ r(B;W0) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉW0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E(W0; r) ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ W0 É ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁÄ |w−prW0| 6 r.ìÅÍÍÁ 1. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlog r(B;W0) = limr→0{log r + 2�[
ap(B; E(W0; r)℄−1}:



46 ÷. î. äõâéîéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1 �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍÅÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ B ⊂ C (ÓÍ. [2, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.8℄,[10, §2.4℄).ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ W0 ∈ B′ ⊂ B ⊂ R É �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C × RÏÔÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B′ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÔÏlog r(B;W0) > log r(B′;W0) + 2�[
apC ℄−1: (1)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (1) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ B { ÏÂÌÁÓÔØ, ÉÍÅÀÝÁÑËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ çÒÉÎÁ, B′ = {W ∈ B : gB(W;W0) > �} É
C = (B;B′), ÇÄÅ � { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × �ÌÏÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÎÏ ×[10, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.7℄. ðÅÒÅÎÏÓ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ.ðÕÓÔØ 
(�) = {w : |w| = �}, 0 6 � 6 ∞. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rp,p > 1, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ R, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁÄËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ w-ÓÆÅÒÏÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ÄÕÇ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁÄ ÌÀÂÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2�p�,0 < � <∞;(2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ �, 1 6 � < ∞, ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�) É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ R, p-ËÒÁÔÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.÷ÁÖÎÙÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ Rp Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(Tp) ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÕ þÅÂÙÛÅ×ÁTp(z) = 2p−1zp + : : : . ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÓÌÕÞÁÅp > 2. ðÕÓÔØ D1 ÅÓÔØ w-�ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÌÕÞÕ L− = [−∞;−1℄,ÏÂÌÁÓÔÉ D2; : : : ; Dp−1 ÓÕÔØ w-�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÅÊ L− ÉL+ = [1;+∞℄ É Dp { w-�ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÌÕÞÕ L− × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔ-ÎÏÇÏ p É �Ï ÌÕÞÕ L+ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p ÎÅÞÅÔÎÏÅ. òÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ
R(Tp) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Dk; k = 1; : : : ; p, ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [8℄). ïÂÌÁÓÔØ D1 ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ \ËÒÅÓÔ ÎÁËÒÅÓÔ" Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ D2 �Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ L−. ïÂÌÁÓÔØD2ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ D3 �Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ L+ É Ô.Ä.ïÂÌÁÓÔØ Dp−1 ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Dp �Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØÌÕÞÁ L− × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ p É ÌÕÞÁ L+ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p ÎÅÞÅÔÎÏÅ. óËÌÅ-É×ÁÅÍÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Dk, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ R(Tp), ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕË×ÁÍÉ Dk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k = 1; : : : ; p.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÌÕÞ, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1 ÎÁÄ ÌÕÞÏÍ [0;+∞℄



�åïòåíù éóëáöåîéñ äìñ æõîëãéê 47(× ÓÌÕÞÁÅ p = 1 ÞÅÒÅÚ L ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÕÀ �ÏÌÕÏÓØ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R ËÌÁÓÓÁ Rp, p > 1.÷×ÅÄÅÎÎÁÑ × [5℄ ËÒÕÇÏ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ× �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓË ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R (ÓÍ. [8℄). ðÕÓÔØ B { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÎÁ R. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ Sym �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B × ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï SymB, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉ-ÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. åÓÌÉ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ �, 0 6 � 6 ∞, ÎÁÄ \ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ",
(�) ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÔÏ ÎÁÄ ÎÅÊ ÎÅÔ ÔÁËÖÅ É ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁSymB. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
(�), 1 6 � 6 ∞,p-ËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SymB ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�) p-ËÒÁÔÎÏ. åÓ-ÌÉ B �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�), 0 6 � < 1, l-ËÒÁÔÎÏ, l 6 p, ÔÏ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á SymB, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ 
(�), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ l ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÌÉÓÔÁÈ
D1; : : : ;Dl. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÉ 1 6 � < ∞ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁSymB, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÄÕÇÏÊ ÎÁ
R(Tp) Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÌÕÞÅ L É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
B(�) := {W ∈ B : |prW | = �}. ðÒÉ 0 < � < 1 ÞÁÓÔØ SymB, ÌÅÖÁ-ÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ mÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �1; : : : ;�m É ÏÔËÒÙÔÏÊ ÄÕÇÉ �m+1, �k = �k(B; �) ⊂ Dk,k = 1; : : : ;m+1, 0 6 m 6 p−1, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×-ÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(�), Á �ÅÎÔÒ ÄÕÇÉ �m+1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ(−1)m�. úÄÅÓØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ m ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÅÒÙ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á B(�). åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÍÅÎØÛÅ 2��, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ m = 0 ÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÕÓÔÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ Sym E ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ R ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) ÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ �, 0 6 � 6 ∞,ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�) ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E , ÔÏ ÎÁÄ ÎÅÊ ÎÅÔ ÔÁËÖÅÉ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym E . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
(�), 1 6 � 6 ∞, p-ËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SymE �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�) ÔÁË-ÖÅ p-ËÒÁÔÎÏ. åÓÌÉ E �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�), 0 6 � < 1, l-ËÒÁÔÎÏ, l 6 p, ÔÏÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym E , ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ 
(�), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ l ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊÎÁ ÌÉÓÔÁÈ D1; : : : ;Dl. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym E , ÌÅ-ÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), 1 6 � < ∞, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÄÕÇÏÊ(Ô.Å. ÄÕÇÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ Ó×ÏÉ ËÏÎ�Ù) ÎÁ R(Tp) Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÌÕÞÅ L ÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (�) := {W ∈ E : |prW | = �}(× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÁÑ ÄÕÇÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÌÕÞÅ L ). þÁÓÔØ SymE ÎÁÄ 
(�), 0 < � < 1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ



48 ÷. î. äõâéîéîÓÏÂÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ m ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �1; : : : ;�m É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÄÕÇÉ�m+1, �k ⊂ Dk, k = 1; : : : ;m + 1, 0 6 m 6 p − 1, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (�), Á �ÅÎÔÒ ÄÕÇÉ �m+1 ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ (−1)m� (ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ 2��m, ÇÄÅ m {�ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÄÕÇÁ �m+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ).óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C = (B; E ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍSymC = (SymB; Sym E ):éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÅÍËÏÓÔÅÊ ËÏÎ-ÄÅÎÓÁÔÏÒÏ×.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ([8, ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1℄). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R ËÌÁÓÓÁ Rp Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
apC > 
apSymC : (2)åÓÌÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C = (B; E ) Ó×ÑÚÎÏÅ É ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï× (2) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:(i) �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ SymCÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;(ii) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s; t É l, 0 < s < t < ∞, 1 < l 6 p, �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎ-ÓÁÔÏÒÁ C l-ËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ËÒÕÇÏ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï s < |w| < t ÔÁË, ÞÔÏÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÌÉ-ÂÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅÔÏÞËÉ E .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÄÌÑ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÉÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÏÂÌÁÓÔÅÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ B ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R ËÌÁÓÓÁ
Rp Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïr(B;W0) 6 r(SymB; SymW0): (3)åÓÌÉ, ÄÏ�ÏÌÎÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ B (Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å B ),ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (3) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-ÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ B É ÔÏÞËÁ W0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ SymB É ÔÏÞËÏÊSymW0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ).



�åïòåíù éóëáöåîéñ äìñ æõîëãéê 49äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ B ÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ çÒÉÎÁ. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ r > 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎ-ÄÅÎÓÁÔÏÒ C (r) = (B; E(W0; r)). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏSymE(W0; r) = E(SymW0; r):ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÍÍÁ 1 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÁÀÔlog r(B;W0) = limr→0{log r + 2�[
apC (r)℄−1}
6 limr→0{log r + 2�[
apSymC (r)℄−1} = log r(SymB; SymW0):ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × (3) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ � > 0 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlog r(B;W0) = log r(B(�);W0) + 2�[
ap(B;B(�))℄−1;log r(SymB; SymW0) > log r(SymB(�); SymW0)++2�[
ap(SymB; SymB(�))℄−1;ÇÄÅ B(�) = {W ∈ B : gB(W;W0) > �}. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ É �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔlog r(B;W0) = log r(SymB; SymW0);log r(B(�);W0) 6 log r(SymB(�); SymW0);
ap(B;B(�)) > 
ap(SymB; SymB(�)):óÕÍÍÉÒÕÑ ×Ù�ÉÓÁÎÎÏÅ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ap(B;B(�)) = 
ap(SymB; SymB(�))ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ �. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 Ï ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ 2.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

§2. æÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÕÌØ �ÏÒÑÄËÁ p × ÎÁÞÁÌÅËÏÏÒÄÉÎÁÔîÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑf(z; p; �) = � [Tp( (1− z)22z (2�)1=p − 
os �2p)]−1�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ S
p(�), Á ÆÕÎË�ÉÑ �=f(z; p; �) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ UÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(Tp) Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÌÉÓÔÕ Dp Ó �ÒÏÅË�ÉÅÊ[0; Tp(−2(2�)1=p − 
os(�=(2p)))℄.



50 ÷. î. äõâéîéî�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓÓÁ S
p(�) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ z; 0 < |z| < 1,Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï� |z|1− |z|1 + |z| ∣∣∣∣ f ′(z)f2(z) ∣∣∣∣ 6 |T ′p(T−1p (�=|f(z)|))|(T−1p (�=|f(z)|) + 
os �2p); (4)ÇÄÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ T−1p (�=|f(z)|) > 
os(�=(2p)). òÁ-×ÅÎÓÔ×Ï × (4) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁf(z) = eip�f(ze−i�; p; �)É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÁÈ z = rei�, 0 < r < r̃, ÇÄÅ r̃, 0 < r̃ < 1, { ËÏÒÅÎØÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1− z)2(2�) 1p = 4z 
os(�=(2p)); (5)Á � { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎË�ÉÑ F = �=f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ U ÎÁ ÒÉÍÁ-ÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R ËÌÁÓÓÁ Rp. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ÉÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ 
.m. p { ÌÉÓÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f (É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÉ �=f). åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ � { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÁÑËÒÉ×ÁÑ ÎÁ R, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), � > 1, É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ R, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ
R ÎÁ Ä×Å �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ. ðÕÓÔØ D { ÔÁ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ p ÎÁÄ w = ∞. �ÏÇÄÁ D ÓÏÄÅÒÖÉÔp-ÌÉÓÔÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁÄ |w| > � Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÄw = ∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
(�) p-ËÒÁÔÎÏ, Ô.Å.×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ Rp.æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ z = rei� , 0 < r < 1, f ′(z) 6= 0, É ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ B = U\[0;−ei�℄. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÏÂÒÁÚ ÏÂÌÁÓÔÉB �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R. õÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ 2 ÄÁ£Ôr(B; z)|F ′(z)| = r(B;W0) 6 r(SymB; SymW0); (6)ÇÄÅ W0 { ÏÂÒÁÚ z �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F , ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ R, prSymW0 =�=|f(z)|: ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ SymB �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ G { �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ ÎÁ ÌÉÓÔÅ
Dp, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁÄ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓØÀ �ÒÉp ÞÅÔÎÏÍ É ÎÁÄ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓØÀ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ p. äÌÑ ÜÔÏÇÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ B ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
(�) p-ËÒÁÔÎÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ �, 0 < � < ∞. åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �, 0 < � < ∞,ÏÂÌÁÓÔØ B �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�) p-ËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÞÁÓÔØ B, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ 
(�)



�åïòåíù éóëáöåîéñ äìñ æõîëãéê 51ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉ×ÙÈ [8, ÌÅÍÍÁ 4.1℄. ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÉÎ�É� ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÁ Ë ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ × B ÆÕÎË�ÉÉ F × ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈËÒÉ×ÙÍÉ F−1(
(�)), ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ F ÉÍÅÅÔ p ÎÕÌÅÊ × B (Ó ÕÞÅÔÏÍËÒÁÔÎÏÓÔÉ). üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÌÀÓÏ×ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓÓÁ S
p(�). éÔÁË, SymB ⊂ G . éÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ r(SymB; SymW0) 6 r(G ; SymW0) = (7)= r(T−1p (G ); T−1p (SymW0))|T ′p(T−1p (SymW0))|:ïÂÌÁÓÔØ T−1p (G ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ ÏÔ −∞ ÄÏ − 
os(�=(2p)). ðÏÜÔÏÍÕr(T−1p (G ); T−1p (SymW0)) = 4(T−1p (�=|f(z)|) + 
os �2p ): (8)îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÖÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÒÁÄÉÕÓr(B; z) = 4|z|(1− |z|)1 + |z| : (9)óÕÍÍÉÒÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6){(9), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (4).÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (4) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÖÅ × (6) É (7).óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2 ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (6) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ
B É ÔÏÞËÁ W0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ SymB É ÔÏÞËÏÊ SymW0 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ. ÷×ÉÄÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (7) SymB = G . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B É W0ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó G É SymW0. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ' ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑF∗(�) = �ei'=f(�e−i�; p; �); |�| < 1;ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ B ÎÁ B. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ F−1◦F∗ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B ÎÁ ÓÅÂÑ ÔÁË, ÞÔÏ 0 → 0 É rei� → r′ei� �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍr′, 0 < r′ < 1. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ f(�) É f(�; p; �) × ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ r′ = r, ' = −p� ÉF−1 ◦ F∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,f(�) ≡ eip�f(�e−i�; p; �) × ËÒÕÇÅ |�| < 1:�ÁË ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (4) ÔÏÞËÁ SymW0 ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÌÉÓÔÅ
D1, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ 0 < r < r̃, ÇÄÅ r̃ { ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5). äÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (4) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ × (6) É (7). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �
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§3. æÕÎË�ÉÉ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÏËÒÙÔÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏËÒÕÇÁ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ × ËÌÁÓÓÅ D
p(�),0 < � < ∞. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ËÌÁÓÓ D
p(0) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ ×ÓÅÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 
.m. p-ÌÉÓÔÎÙÈ × ËÒÕÇÅ U ÆÕÎË�ÉÊ,ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅÊ × U . üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ èÅÊÍÁÎÏÍ [2, §5.1℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ D
p(�), � > 0, ÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z × ËÒÕÇÅ U ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ(1− |z|2)|f ′(z)| 6 4�(1 + T−1p (|f(z)=�|))T ′p(T−1p (|f(z)=�|)); (10)ÇÄÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ T−1p (|f(z)=�|) > 
os(�=(2p)). òÁ-×ÅÎÓÔ×Ï × (10) × ÔÏÞËÁÈ z = rei�, 0 6 r < 1, � { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ f = �F∗ ◦ �, ÇÄÅF∗(�) = ei'Tp(
(1 + �e−i�1− �e−i�)2 − 1) ; (11)a � { ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÒÕÇÁ U , ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÕ z = rei�. úÄÅÓØ 
 > 1 + 
os(�=(2p)), ' { �ÒÏÉÚÏÌØÎÏÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎË�ÉÑ F = f=� ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ U ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ-×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R ËÌÁÓÓÁ Rp. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ 
.m. p-ÌÉÓÔÎÏÓÔÉ f . åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ � {ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ R, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�),� > 1, É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ R, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ F−1(�)ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ËÒÕÇ U ÎÁ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G ÔÕ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ. ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÉÎ�É� ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Ë ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ × GÆÕÎË�ÉÉ F , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ k-ÌÉÓÔÎÙÊ ËÒÕÇ,1 6 k 6 p, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÊ ËÒÕÇ |w| 6 �. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÒÉÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ D
p(�).æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ z = rei� , 0 6 r < 1, f ′(z) 6= 0, ÉÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÏÂÒÁÚ ËÒÕÇÁ U �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F , ÒÁÓÓÍÁÔÒ×ÁÅ-ÍÙÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 ÄÁ£Ôr(U; z)|F ′(z)| = r(B;W0) 6 r(SymB; SymW0); (12)ÇÄÅ W0 ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ z �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F ÎÁ R, É prSymW0 =

|f(z)=�|. ëÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÏÂÌÁÓÔØ B ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁÄ 
(�), � > 1, É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ



�åïòåíù éóëáöåîéñ äìñ æõîëãéê 53ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ R. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÜÔÏÊÏÂÌÁÓÔÉ SymB �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ G , ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÒÁÚÒÅÚÁ ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ ÎÁÄ[1;+∞℄ �ÒÉ p ÞÅÔÎÏÍ, É ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ ÎÁÄ [−∞;−1℄ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ p. éÚÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÓÏ×�ÁÄÁÀ-ÝÅÅ �Ï ÆÏÒÍÅ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (7). ïÄÎÁËÏ, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÏÂÌÁÓÔØ T−1p (G )�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉÏÔ −∞ ÄÏ −1. ðÏÜÔÏÍÕr(T−1p (G ); T−1p (SymW0)) = 4(T−1p (|f(z)=�|) + 1); (13)É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, r(U; z) = 1− |z|2: (14)óÕÍÍÉÒÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (7), (12){(14), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (10).÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (10) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÖÅ × (7) É (12).ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ B É ÔÏÞËÁW0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ G ÉÔÏÞËÏÊ SymW0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ' É 
 > 1 + 
os(�=(2p))ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ F∗(�) (ÓÍ. (11)) ÏÔÏÂÒÁÖÁÌÁ ËÒÕÇ |�|<1ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ B É F∗(rei�) = W0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ F−1
∗ ◦ FÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ U ÎÁ ÓÅÂÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÏÞËÕ rei� ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ ÅÓÔØ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ U .äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (10) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× × (7)É (12) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ f = �F∗ ◦ �, ÌÉÂÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �õÓÔÒÅÍÌÑÑ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (10) � → 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï èÅÊÍÁÎÁ(1− |z|2)|f ′(z)| 6 4p|f(z)|;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓÓÁ D
p(0) [2, Ó. 145℄.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) = a0+a1z+: : : �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕD
p(�), � > 0, ÔÏ

|a1| 6 4�(1 + T−1p (|a0=�|))T ′p(T−1p (|a0=�|));
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os(�=(2p)). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ f(z) = �ei'Tp(
(1 + zei�1− zei�)2 − 1)�ÒÉ ÌÀÂÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ '; � É 
 > 1 + 
os(�=(2p)).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ D
p(�), � > 0, É �ÕÓÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏÞÉÓÌÁ !, 0 < |!| < �, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f − ! ×ËÒÕÇÅ U ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ p − 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ U Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1− |z|2)|f ′(z)| 6 4�(�− �)T ′n(�);ÇÄÅ � = T−1p (|f(z)=�|) > 
os(�=(2p)), Á� = T−1p ((−1)p|!=�|) 6 − 
os(�=(2p)):òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÔÏÞËÁÈ z = rei�, 0 6 r < 1, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ f = �F∗ ◦ �, ÇÄÅF∗(�) = (−1)p !
|!|Tp(
(1 + �e−i�1− �e−i�)2 + �) ;a � { ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÒÕÇÁ U , ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÕ z = rei�, 
 > 
os(�=(2p))− �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙÉ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÅÇÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ. �óÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [6℄, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅ-ÎÉÑ × ËÌÁÓÓÅ D
p(�), 0 6 � <∞, Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.

§4. æÕÎË�ÉÉ Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ íÏÎÔÅÌÑäÌÑ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ × ËÒÕÇÅ U ÆÕÎË�ÉÊ f , ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉf(0) = 0; f(!) = ! (0 < ! < 1);ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅÏ�ÅÎËÉ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ × ÔÏÞËÁÈ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈÏ�ÅÎÏË × ËÌÁÓÓÁÈ p-ÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÒÕÄ-ÎÏÓÔÉ, Á × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÔÁËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÂÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ.



�åïòåíù éóëáöåîéñ äìñ æõîëãéê 55�ÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ M
p(!; �), � > 0,ÔÏ
|f ′(0)| 6

�p(1 + !)2! sin(�=(2p)) (T−1p (!=�) + 
os �2p) ; (15)ÇÄÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ T−1p (!=�) > 
os(�=(2p)). òÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï × (15) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉf(z;!; p; �) = �Tp [z(1 + !)2!(1 + z)2 (T−1p (!�)+ 
os �2p)− 
os �2p] : (16)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F = f=� ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ U ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ RËÌÁÓÓÁ Rp. ðÏÌÏÖÉÍ B = U \ [!; 1℄ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÏÂÒÁÚ ÏÂÌÁÓÔÉB �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R. óÏÇÌÁÓÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2,r(B; 0)|F ′(0)| = r(B;W0) 6 r(SymB; SymW0); (17)ÇÄÅ W0 ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ z = 0 �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F ÎÁ R, prW0 =prSymW0 = 0. ÷×ÉÄÕ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ íÏÎÔÅÌÑ ÏÂÌÁÓÔØ B ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
(!=�) p-ËÒÁÔÎÏ. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÏÌÀÓÏ× Õ ÆÕÎË�ÉÉ f ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SymB�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ G { �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Tp) Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ ÎÁÄ [!=�;+∞℄ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ p É ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ ÎÁÄ [−∞;−!=�℄�ÒÉ p ÎÅÞÅÔÎÏÍ. ðÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁr(SymB; SymW0) 6 r(G ; SymW0) = r(B; 0)|F ′
∗(0)|; (18)ÇÄÅ F∗(z) = Tp [−z(1 + !)2!(1 + z)2 (T−1p (!�)+ 
os �2p)+ 
os �2p] :óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (17), (18) �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (15). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á × (15) ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (17) É (18). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÌÁÓÔØ B ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó G Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷×ÉÄÕÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ íÏÎÔÅÌÑ �Ï×ÏÒÏÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ (−1)p.ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ � = F−1 ◦ ((−1)pF∗) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B ÎÁ ÓÅÂÑ,�ÒÉÞÅÍ �(0) = 0, �(!) = !. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (16). äÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÎÁ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. �ÅÏ-ÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �
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