
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 439, 2015 Ç.ì. à. ëÏÌÏÔÉÌÉÎÁîï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é äìñíá�òéã ïâýåçï ÷éäá é óïï�÷å�ó�÷õàýéåïâìáó�é ìïëáìéúáãéé óïâó�÷åîîùèúîáþåîéê1. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ á. íÅÌ-ÍÁÎÏÍ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ É ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÉÅ ÉÍ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÈ Ï×ÁÌÏ× ëÁÓÓÉÎÉ. ðÏÄÏÂÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍÏÔÉ×ÉÒÕÅÔÓÑ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, Ä×ÕÍÑ �ÒÉÞÉÎÁÍÉ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÄÌÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A = (aij) ∈ Cn×n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀa11 = · · · = ann = �; (1)Ä×Á ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÁÉÍÅÎÎÏ, �ÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï çÅÒÛÇÏÒÉÎÁ ([4℄; ÓÍ. ÔÁËÖÅ, ÎÁ�Ò., [11,Theorem 1.1℄) �(A) = n
⋃i=1{z ∈ C : |z − aii| 6 r′i(A)}; (2)ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÒÕÇÏ× Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÁÔÒÉ-�Ù, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ ([10, 2℄; ÓÍ. ÔÁËÖÅ, ÎÁ�Ò., [11,Theorem 2.2℄)�(A) = n

⋃i;j=1i6=j {z ∈ C : |z − aii| |z − ajj | 6 r′i(A) r′j(A)} ; (3)ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ï×ÁÌÏ× ëÁÓÓÉÎÉ Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ,ÏÂÁ ×ÙÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÒÕÇÏ×
{z ∈ C : |z − �| 6 max16i6n r′i(A)} (4)É

{z ∈ C : |z − �| 6 max16i6=j6n{r′i(A) r′j(A)}1=2} (5)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ; ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ; ËÒÕÇÉ çÅÒÛÇÏÒÉÎÁ; Ï×ÁÌÙ ëÁÓÓÉÎÉ; ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ; ÔÅÏÒÅÍÁ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ; ÔÅÏÒÅÍÁ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ.128



îï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é 129ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:r′i(A) = n
∑j=1j 6=i |aij |; ri(A) = r′i(A) + |aii|; i = 1; : : : ; n;Ô.Å. ri(A) É r′i(A) { ÜÔÏ i-ÙÅ �ÏÌÎÙÅ É ÕÓÅÞÅÎÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A; r′(A) = (r′i(A)) É r(A) = (ri(A)) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ; ′i(A) = r′i(AT ), i = 1; : : : ; n, { ÕÓÅÞÅÎÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÅ ÓÕÍÍÙ A, É ′(A) = (′i(A)) - ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍ;SpeA = n

⋃i=1�i(A){ Ó�ÅËÔÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A.äÒÕÇÁÑ �ÒÉÞÉÎÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÅ-�ÌÉ�Å×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÏÂÝÉÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÁÄÁ�ÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÄÅÛÅ×ÌÑÀÔÓÑ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÂÙÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÏÂÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ,ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ (1), ÔÏSpeA ⊆ 
(A) ≡ n
⋃i=1{z ∈ C : ∣

∣(z − �)2 − (B2)ii∣∣ 6 r′i(B2)} ; (6)ÇÄÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅA = �In −B; (7)ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ
(A) ⊆ �(A):�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|�2 − (B2)ii| > r′i(B2); i = 1; : : : ; n; (8)ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (8) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍÉ, ÞÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ

|aii| |ajj | > r′i(A) r′j(A); 1 6 i 6= j 6 n (9)



130 ì. à. ëïìï�éìéîá(ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �(A)),ËÏÔÏÒÙÅ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ (1) Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Õ
|�|2 > maxi6=j {r′i(A) r′j(A)}: (10)ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄, ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2 \ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÁÄÁ-�ÔÉÒÏ×ÁÎÙ Ë ÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, ÎÏ ËÌÁÓÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÙ ×ÂÌÉÚÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉÔÏÌØËÏ ÉÈ ËÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÅÓÎÏÊ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù."÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ 1 É2 ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Cn×n, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÉËÁËÏÊ ËÌÁÓÔÅÒÉ-ÚÁ�ÉÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÙ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ. �ÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ, × ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ É ÔÁËÉÅ ÏÂÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÏÄÈÏÄÑÔ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�, ÉÍÅÀÝÉÈ ÂÌÉÚËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.òÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙÏÂÏÂÝÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2 ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó ËÌÁÓÔÅÒÉÚÏ-×ÁÎÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÓÅÒÉÑÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ; �ÏËÁÚÁÎÏ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍÉ, ÞÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ k, k > 0, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄.ïÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ 2 É 3, ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÓÔÒÏÇÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÑ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÎÏ×ÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ É ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÉÎÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ, ÞÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÍ ÍÁÔÒÉ-�ÁÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ 2 É 3. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 5 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.



îï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é 1312. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÌÁ×-ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ íÅÌÍÁÎÁ (8) × ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍÉ, ÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ (9), ÎÏ É ÉÈ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ (ÓÍ. ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á (11) ÎÉÖÅ), ËÏÔÏÒÙÊ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ íÅÌÍÁÎÁ 
(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å �′(A) (ÓÍ. (17)) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ �(A). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÔÅÏÒÅÍÁ [1℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [5℄.íÁÔÒÉ�Á A ∈ Cn×n, n > 1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ 1, ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á,×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑË×ÁÚÉÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 ([1℄). åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ C
n×n, n > 1, Ë×ÁÚÉÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÁ É �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 0 6 � 6 1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

|aii|� |ajj |1−� > r′i(A)� r′j(A)1−�ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ aij 6= 0; (11)ÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÕÓÌÏ×ÉÀ (1), ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (8) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍÉ,ÞÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ (11) Ó � = 1=2, ËÏÔÏÒÙÅ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ-ÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ
|�|2 > maxi 6=j: aij 6=0{r′i(A) r′j(A)}; (12)Ô.Å. ÕÓÌÏ×ÉÑ (8) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (12).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕri(B2) = {|B2|e}i 6 {|B|r′(A)}i = ∑j 6=i: aij 6=0 |aij |r′j(A)

6 r′i(A) maxj 6=i: aij 6=0{r′j(A)} 6 maxj 6=i: aij 6=0{r′i(A) r′j(A)} ;ÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (12) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
|�|2 > ri(B2) = |(B2)ii|+ r′i(B2); i = 1; : : : ; n;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏr′i(B2) < |�|2 − |(B2)ii| 6

∣

∣�2 − (B2)ii∣∣ ; i = 1; : : : ; n:



132 ì. à. ëïìï�éìéîá�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (12) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ, ÞÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8).òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ íÅÌ-ÍÁÎÁ 
(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÒÕÇÅ
{z ∈ C : |z − �| 6 maxi6=j: aij 6=0{r′i(A) r′j(A)}1=2} ; (13)ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (12).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ (12) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ (ÓÍ. [6℄) ÍÁÔÒÉ�Á A =�In − B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÔÏÇÄÁ ËÁË �ÒÉ ÂÏÌÅÅÓÌÁÂÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (8), ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉÍÅÒ, ÍÁ-ÔÒÉ�Á A ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÕÓÌÏ×ÉÑ (8) ÏÔÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ ÉÈ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ËÌÁÓÓÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ H-ÍÁÔÒÉ�.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØA = ( 0 12 0 ) ; ÔÁË ÞÔÏ � = 0; B2 = ( 2 00 2 ) :ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á B2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓÏ ÓÔÒÏÇÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ�ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅÍ { sdd-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. ðÒÉÜÔÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ DA = 0, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.úÁ�ÉÛÅÍ ÅÅ × ×ÉÄÅA = DA −B; ÇÄÅ DA = diag (a11; : : : ; ann):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ A, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏ-ÂÙ ÍÁÔÒÉ�ÁC(A) ≡ A(DA +B) = D2A −B2 + (DAB −BDA) (14)ÂÙÌÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÍÁÔÒÉ�Ù DAB−BDA ×ÓÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ.) �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÌÀÂÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C(A), É�ÏÄÁ×ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ A. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÁ-ÔÒÉ�Á C ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, Ô.Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|a2ii − (B2)ii| > r′i(B2 + (BDA −DAB)); i = 1; : : : ; n; (15)ÔÏ A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.



îï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é 133ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁDA = �In, ÍÙ ÉÍÅÅÍ BDA−DAB = 0,ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (15) Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ íÅÌÍÁÎÁ(8).éÔÁË, ÎÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÎÁ ÍÁÔÒÉ-�Ù ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A = (aij) = DA − B ∈ Cn×n, n > 2,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (15), ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.óÔÏÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÕÓÌÏ×ÉÊ (15), × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á BDA −DAB, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏ-ÒÏÖÅ, ÞÅÍ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÕÓÌÏ×ÉÊ (8), �ÏÓËÏÌØËÕ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÉÂÏÌÅÅÔÒÕÄÏÅÍËÏÊ ÞÁÓÔØÀ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁË (8), ÔÁË É (15) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù B2.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÕ 4 ÍÏÖÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA − B ∈ Cn×n, n > 2. �ÏÇÄÁSpeA ⊆ 
′(A)
≡

n
⋃i=1{z ∈ C : |(z−aii)2−(B2)ii| 6 r′i(B2 +BDA−DAB)} : (16)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ � ∈ SpeA, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A − �In ÎÅ ÍÏÖÅÔÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (15), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i, 1 6 i 6 n, ÍÙÉÍÅÅÍ

|(aii − �)2 − (B2)ii| 6 r′i(B2 +B(DA − �In)− (DA − �In)B):�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏr′i(B2 +B(DA − �In)− (DA − �In)B) = r′i(B2 +BDA −DAB): �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
′(A), ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
(A), Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ï×ÁÌÏ× ëÁÓÓÉÎÉ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ
′(A) ⊆ �′(A);ÇÄÅ �′(A) ≡ n
⋃i;j=1i6=j: aij 6=0 {z ∈ C : |z − aii| |z − ajj | 6 r′i(A) r′j(A)} ; (17)



134 ì. à. ëïìï�éìéîáËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÌÁ×-ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÁ, Ô.Å. ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ÓÍ. (11) Ó� = 1=2)
|aii| |ajj | > r′i(A) r′j(A) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ aij 6= 0 (18)ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ C(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ sdd-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ (9) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÓÌÅÄÕÅÔ (15). þÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏ-ÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (9) É (18) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ A = ( 1 −2

−1 3 ) :�ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ (9) É (18), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�ÁC(A) = (

−1 −42 7 )ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÑ.ïÂÒÁÔÎÏ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (15) ÔÁË-ÖÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ (18). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÑ (15), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (9) É (18).ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ A = ( 2 −3
−2 2 ) :�ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á C(A) = (

−2 00 −2 )ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, ÎÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÎÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (18), ÎÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (9).òÁÓÓÍÏÔÒÉ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ �ÏÄÈÏÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ, ÎÏ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÏÄÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó ËÌÁÓÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ-ÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
|aii − �| 6 "; i ∈ S; (19)ÇÄÅ " > 0, Á S { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× {1; : : : ; n}.



îï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é 135�Å�ÅÒØ ×ÍÅÓÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù C(A), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × (14), ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÁÔÒÉ�ÕC�(A) ≡ (DA −B)(�In +B) = �DA −B2 + (DA − �In)B; (20)ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. �ÏÇÄÁ, �ÏÔÒÅÂÏ×Á×, ÞÔÏÂÙ ÍÁ-ÔÒÉ�Á C�(A) ÉÍÅÌÁ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍË ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ A.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA−B ∈ C
n×n, n > 2, É �ÕÓÔØ � ∈ C.åÓÌÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|�aii − (B2)ii| > r′i(B2 − (aii − �)B); i = 1; : : : ; n; (21)ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ " → 0 × (19) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (21), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅi ∈ S, ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ÉÚ (8), ÔÁË ÞÔÏÔÅÏÒÅÍÁ 6 ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ É �ÒÉ ÜÔÏÍÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ËÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 6 Ë ÍÁÔÒÉ�Å A − �In, ÇÄÅ � ∈ SpeA, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ� ÎÁ � − �, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA−B ∈ C
n×n, n > 2, É �ÕÓÔØ � ∈ C.�ÏÇÄÁSpeA ⊆ 
′′� (A)

≡

n
⋃i=1{z ∈ C : ∣

∣(z − aii) (z − �)− (B2)ii∣∣ 6 r′i(B2 − (aii − �)B)} :(22)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ:C�−�(A− �In) = (� − �)(DA − �In) + (DA − �In)B −B2:ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Á C�−�(A−�In) ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 ÓÌÅÄÕ-ÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i, 1 6 i 6 n, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∣

∣(� − �)(aii − �)− (B2)ii∣∣ 6 r′i(B2 − (aii − �)B):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
′′� (A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ï×ÁÌÏ× ëÁÓÓÉÎÉÓ ÆÏËÕÓÁÍÉ × ËÏÒÎÑÈz± = 12 {aii + � ± √(aii − �)2 + 4(B2)ii}



136 ì. à. ëïìï�éìéîáË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑz2 − (aii + �)z + aii� − (B2)ii = 0:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
′′� (A), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ Ï×ÁÌÏ× ëÁÓÓÉÎÉ Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈÍÁÔÒÉ�Ù A É ÔÏÞËÅ �:
′′� (A) ⊆ n
⋃i=1{z ∈ C : |(z − aii) (z − �)| 6 (B2)ii + r′i(B2 − (aii − �)B)}

⊆
n
⋃i=1{z ∈ C : |(z − aii) (z − �)| 6 ri(B2) + |aii − �| r′i(B)} :ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ 7 ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ A = DA −B ∈ Cn×n, n > 2. �ÏÇÄÁSpeA ⊆ 
′′(A) ≡ ⋂�∈C


′′� (A):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÖÅ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÔÅ-ÒÉÚÏ×ÁÎÙ ×ÂÌÉÚÉ p ÔÏÞÅË �1; : : : ; �p, p > 1, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅÓÌÁÂÙÍ, ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ:SpeA ⊆

p
⋂i=1
′′�i(A):3. îÉÖÅ ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÒÉÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ íÅÌÍÁÎÁ (8), ÎÏ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� A =(aij) = DA − B Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ:aii 6= 0; i = 1; : : : ; n: (23)äÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ A, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �Ï ñËÏÂÉ ÍÁÔÒÉ�Ù�A ≡ D−1A A = In −D−1A B ≡ In − �B:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÇÌÁ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØ: D �A = In. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 Ë �A, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

|1− ( �B2)ii| > r′i( �B2); i = 1; : : : ; n; (24)ÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É �A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ.



îï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é 137ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ DA = �In, � 6= 0, ÕÓÌÏ×ÉÑ (24) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÕÓÌÏ×ÉÑÍ íÅÌÍÁÎÁ (8).ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ DA 6= �In, × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, Ï�É-ÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ-×ÁÎÎÙÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (24), � ×ÈÏÄÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅ-ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ÓÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ.ëÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÕÓÌÏ×ÉÑ (24) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ,ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ1 > max16i6n ri( �B2); (25)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (24) ÓÌÅÄÕÀÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.õÓÌÏ×ÉÅ (25), × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÄÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ1 > max16i6n ri(| �B|2); (26)ÂÏÌÅÅ ÄÅÛÅ×ÏÇÏ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ (�ÏÓËÏÌØËÕ r(| �B|2)ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | �B| ÎÁ ×ÅË-ÔÏÒÙ) É �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ, ÞÅÍ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ (18).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ri(| �B|2) = (| �B| r( �B))i = ∑j 6=i: aij 6=0 |aij ||aii| rj( �B) 6
r′i(A)
|aii| maxj 6=i: aij 6=0{r′j(A)

|ajj | } ;ÔÁË ÞÔÏ max16i6n ri(| �B|2) 6 max16i6=j6n: aij 6=0 r′i(A) r′j(A)|aii| |ajj | :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (18) ÓÌÅÄÕÅÔ (26), É ÍÙ ÉÍÅÅÍ �Å�ÏÞËÕ ÉÍ-�ÌÉËÁ�ÉÊ (18) =⇒ (26) =⇒ (25) =⇒ (24): (27)÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (24) ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ k > 1.�ÅÏÒÅÍÁ 8. åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k > 1 ÍÁÔÒÉ�Á A = DA−B ∈ Cn×n,n > 2, Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ
|1− ( �Bk)ii| > r′i( �Bk); i = 1; : : : ; n; (28)ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.



138 ì. à. ëïìï�éìéîáäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ�C(k) = �A(In + �B + · · ·+ �Bk−1) = In − �Bk; k > 1:ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �A (Á ÔÁËÖÅ É A) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙÍÁÔÒÉ�Á �C(k) ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏÕÓÌÏ×ÉÑ (28) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �C(k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ sdd-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ k = 1 ÕÓÌÏ×ÉÑ (28) �Ï�ÒÏÓÔÕ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÁÍÁÍÁÔÒÉ�Á A ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ ËÁË �ÒÉk = 2 ÏÎÉ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (24).äÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ DA = �In ÉÚ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 8 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k > 1 ÍÁÔÒÉ�Á A = DA − B ∈
Cn×n, n > 2, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ DA = �In, � ∈ C, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

|�k − (Bk)ii| > r′i(Bk); i = 1; : : : ; n; (29)ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ � 6= 0, ÔÏ A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ×ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 8. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ A = B, É ÕÓÌÏ×ÉÑ(29), ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ ÞÔÏ Ak = Bk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ sdd-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ A. �ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÑ (28) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1 > max16i6n ri( �Bk) (30)É 1 > max16i6n ri(| �B|k); (31)ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (25) É (26) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ k > 1.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (31) ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÓÔÒÏÇÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ k, k > 1, Ó ×ÅÓÏÍ � = 1(ÓÍ. [1℄) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �A = In − �B:k
∏j=1 r′ij (A)|aij ij | < 1 (32)ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÕÔÅÊ (i1; : : : ; ik) × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ GA−DA , ÁÓÓÏ�ÉÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÍ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A−DA.



îï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é 139äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ k = 1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ári(| �B|) = r′i(A)
|aii| ; i = 1; : : : ; n;Á �ÒÉ k > 2 ÉÍÅÅÍri(| �B|k) = (| �B| · r(| �B|k−1))i = ∑i2 6=i: aii2 6=0 |aii2 ||aii| ri2(| �B|k−1)

6
r′i(A)
|aii| maxi2 6=i: aii2 6=0{ri2(| �B|k−1)} :ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏmax16i6n ri(| �B|k) 6 maxi1;:::;ik k

∏j=1 r′ij (A)|aij ij | ; (33)ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÕÔÑÍ (i1; : : : ; ik) × ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ GA−DA .÷×ÉÄÕ (33), ÕÓÌÏ×ÉÅ (31) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (32). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÔÒÏÞ-ÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ri(| �B|k), i = 1; : : : ; n, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × (31), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÏÒÏÇÏ k-ËÒÁÔÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù | �B|ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÓÔÒÏÇÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (32) ÍÁÔÒÉ�ÁA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (ÓÍ. [6, Theorem 3.2℄).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ k > 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �Å�ÏÞËÁ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÊ(32) =⇒ (31) =⇒ (30) =⇒ (28);ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (27).4. ÷ÓÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ 2 É 3,ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á,ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A, ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ. ïÄÎÁËÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ É �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÄÒÕÇÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ-×ÉÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ É Ë ÄÒÕÇÉÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÌÏËÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ, �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÍÁÔÒÉ�ÁÍ C(A) É C�(A)(ÓÍ. (14) É (20)) ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ "ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ" ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ [10℄(ÔÁËÖÅ ÓÍ., ÎÁ�Ò., [11, Theorem 1.16℄), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÔÓÑ ÎÉÖÅ, É



140 ì. à. ëïìï�éìéîáÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ (18). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏ-ÔÁÈ [7℄ É [8℄ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.�ÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ 0 6 � 6 1. åÓÌÉ
|aii| > [r′i(A)℄� [′i(A)℄1−�; i = 1; : : : ; n; (34)ÔÏ A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 9 Ë ÍÁÔÒÉ�Å C(A), ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÕ 4, ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ � = 1 × (34).�ÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA − B ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ0 6 � 6 1. åÓÌÉ

|a2ii − (B2)ii| > [r′i(B2 +BDA −DAB)]� [′i(B2 +BDA −DAB]1−� ;i = 1; : : : ; n; (35)ÔÏ A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 10 ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.2 ÒÁÂÏÔÙ [7℄ ÎÁ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù É Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÊ × ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ.ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×Á× ÔÅÏÒÅÍÕ 10 ÎÁ ÑÚÙËÅ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÄÁÎÎÏÊÓÔÁÔØÉ. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÔÅÏÒÅÍÙ 2.5 ÒÁÂÏÔÙ [7℄, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA −B ∈ Cn×n, n > 2. �ÏÇÄÁSpeA ⊆
⋂06�61 n

⋃i=1 {z ∈ C : |(z − aii)2 − (B2)ii|
6

[r′i(B2 +BDA −DAB)]� [′i(B2 +BDA −DAB)]1−�} : (36)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 9 Ë ÍÁÔÒÉ�Å C�(A), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.



îï÷ùå õóìï÷éñ îå÷ùòïöäåîîïó�é 141�ÅÏÒÅÍÁ 12. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA − B ∈ Cn×n, n > 2, �ÕÓÔØ0 6 � 6 1, É �ÕÓÔØ � ∈ C. åÓÌÉ
|�aii − (B2)ii| > [r′i(B2 − (aii − �)B)]� [′i(B2 − (aii − �)B)]1−� ;i = 1; : : : ; n; (37)ÔÏ A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 7 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÉÍÅÀÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.�ÅÏÒÅÍÁ 13. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA − B ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ� ∈ C. �ÏÇÄÁSpeA ⊆

⋂06�61 n
⋃i=1{z ∈ C : |(z − aii)(z − �)− (B2)ii|

6 [r′i(B2 − (aii − �)B)℄� [′i(B2 − (aii − �)B)℄1−�}: (38)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA −B ∈ Cn×n, n > 2. �ÏÇÄÁSpeA ⊆
⋂�∈C

⋂06�61 n
⋃i=1{z ∈ C : |(z − aii)(z − �)− (B2)ii|

6 [r′i(B2 − (aii − �)B)℄� [′i(B2 − (aii − �)B)℄1−�}: (39)óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 11 É 13, × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �Ï �, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅ-ÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ × ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ, ÓÍ. [3, 7℄.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (18) ËÍÁÔÒÉ�ÁÍ C(A) É C�(A), ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÉÌÅÎÉÑÍ ÔÅÏ-ÒÅÍ 4{7.�ÅÏÒÅÍÁ 14. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA −B ∈ Cn×n, n > 1. åÓÌÉ
|a2ii−(B2)ii| |a2jj−(B2)jj | > r′i(B2+BDA−DAB) r′j(B2+BDA−DAB)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ aij 6= 0; (40)ÔÏ A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.



142 ì. à. ëïìï�éìéîá�ÅÏÒÅÍÁ 15. �ÕÓÔØ A = (aij) = DA−B ∈ Cn×n, n > 1, É �ÕÓÔØ � ∈ C.åÓÌÉ
|�aii− (B2)ii| |�ajj − (B2)jj | > r′i(B2− (aii− �)B)) r′j(B2− (ajj − �)B)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ aij 6= 0; (41)ÔÏ A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.îÁ ÑÚÙËÅ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 14 É 15 ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 16. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA −B ∈ Cn×n, n > 2. �ÏÇÄÁSpeA ⊆

⋃i 6=j: aij 6=0{z ∈ C : |(z − aii)2 − (B2)ii| |(z − ajj)2 − (B2)jj |
6 r′i(B2 + BDA −DAB) r′j(B2 +BDA −DAB)} : (42)�ÅÏÒÅÍÁ 17. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA − B ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ� ∈ C. �ÏÇÄÁ SpeA ⊆

⋃i6=j: aij 6=0{z ∈ C : |(z − aii)(z − �)− (B2)ii| |(z − ajj)(z − �)− (B2)jj |
6 r′i(B2 − (aii − �)B) r′j(B2 − (ajj − �)B)} : (43)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÕÓÔØ A = (aij) = DA −B ∈ Cn×n, n > 2. �ÏÇÄÁSpeA ⊆

⋂�∈C

⋃i6=j: aij 6=0{z ∈ C : |(z − aii)(z − �)− (B2)ii| |(z − ajj)(z − �)
− (B2)jj | 6 r′i(B2 − (aii − �)B) r′j(B2 − (ajj − �)B)}: (44)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀÔÅÏÒÅÍÙ 14,15 É 16, 17 ÕÌÕÞÛÁÀÔ (ÚÁ ÓÞÅÔ ÕÞÅÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁÚÒÅÖÅÎ-ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�) ÌÅÍÍÕ 2.1 É ÔÅÏÒÅÍÕ 2.2 ÒÁÂÏÔÙ [8℄.æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 É ÕÓÌÏ×ÉÊ (18) Ë ÍÁÔÒÉ�ÁÍ �C(k) = In− �Bk,k > 1, ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.
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