
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 439, 2015 Ç.è. ä. éËpÁÍÏ×ëáë ðòï÷åòé�ø ëïîçòõüî�îïó�ø úáäáîîùèë÷áäòá�îùè íá�òéã?1. ðÕÓÔØ A É B { Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ�ÏÌÑQ ÉÌÉQ(i) (�ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ). ëÁË �ÒÏ×ÅÒÉÔØ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ �ÏÄÏÂÉÅ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ C?ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÄÏÂÉÑ ÍÁÔÒÉ� A É B { ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÉÈÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ÆÏÒÍ. ïÄÎÁËÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÔ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ n (n > 4) × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅ-ÇÏ ÌÉÛØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ É ÒÁÄÉËÁÌÙ.é ×ÓÅ ÖÅ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÂÕÄÕÔ ÌÉ A É B �ÏÄÏÂÎÙ, ÍÏÖÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÒÁÄÉËÁÌÁÍ.÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, { ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ É ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, { ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÍ.ï�ÉÛÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒ-ËÉ �ÏÄÏÂÉÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A É B. (ï ÄÒÕÇÉÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÏÄÈÏ-ÄÁÈ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÍ. [1, §3.4℄.) ðÕÓÔØ(�− �1)s1 ; (�− �2)s2 ; : : : ; (�− �k)skÉ (�− �1)t1 ; (�− �2)t2 ; : : : ; (�− �l)tlÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ A É B ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÁÒÅ(A;B) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅAX −XB = 0: (1)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÉ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ, �ÏÄÏÂÉÅ, ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÆÏÒ-ÍÁ, ËÏË×ÁÄÒÁÔ. 99



100 è. ä. éëPáíï÷æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ NA;B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ×Ù×ÅÄÅÎÁ × [2, ÇÌ. VIII, §1℄:NA;B = k
∑i=1 l

∑j=1 Æij ;ÇÄÅ Æij ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×(�− �i)si É (� − �j)tj .îÁÒÑÄÕ Ó NA;B ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ NA;A É NB;B, ÄÁÀÝÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÁÔÒÉ�, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó A ÉB: AX −XA = 0; BX −XB = 0:÷ [3℄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÄÏÂÉÑ: n× n-ÍÁÔÒÉ�Ù AÉ B �ÏÄÏÂÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉNA;A = NB;B = NA;B : (2)èÏÔÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÞÉÓÌÏNA;B . íÁÔÒÉÞÎÏÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n2 ÌÉÎÅÊÎÙÈÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù X . íÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÁÑ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×Á ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ� A É B:A⊗ In − In ⊗BT :óÏÓÔÁ×É× ÜÔÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ É ×ÙÞÉÓÌÉ× ÅÅ ÒÁÎÇ rA;B , �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ× (2) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ NA;B = n2 − rA;B :äÉËÓÏÎ [4℄ ÕËÁÚÁÌ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅËÒÉÔÅÒÉÑ (Ï ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×) ÉÚÌÉÛÎÅ.ïÎ ÖÅ ÏÔÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ r2A;B = rA;ArB;B :ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁÏÄÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ �ÒÉÞÉÎÕ ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÉÒÏÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�: �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÁ ÔÏÞÎÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÅÔÏÄÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÉÌÉ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.



ëáë ðòï÷åòé�ø ëïîçòõüî�îïó�ø 101éÔÁË, �ÏÄÏÂÉÅ ÍÅÖÄÕ A É B (ÉÌÉ ÅÇÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ) ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÎÁÓ ÉÎ-ÔÅÒÅÓÕÅÔ, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏÔ ×Ù×ÏÄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ �ÏÄÏ-ÂÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉ�Á, Á ÉÍÅÎ-ÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÔÉ�Á ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. üÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, *-ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÉ, Ô.Å. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ ×ÉÄÁ A 7→ Q∗AQ; (3)É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, T -ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÉA 7→ QTAQ: (4)÷ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (3) É (4) Q { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.÷Ï�ÒÏÓ Ï �ÒÏ×ÅÒËÅ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÂÕÄÅÔ ÉÓÓÌÅ-ÄÏ×ÁÎ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙ. ðÒÉ ÔÁËÏÍÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ �ÒÏ×ÅÒËÁ T-ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÏ×ÅÒËÅ �ÏÄÏ-ÂÉÑ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2). ÷ ÓÌÕÞÁÅ *-ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÊÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÄÌÑ �ÒÏ-×ÅÒËÉ *-ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÍ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÌÉÛØ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ×ÉÄÏÍËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ� ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ *-ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÊ. ïÎÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3; ÔÁÍ ÖÅ Ï�ÉÓÁÎ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÒÏ-×ÅÒÑÀÝÉÊ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ.2. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ) ÍÁÔÒÉ�ÁÍ A É B ÉÈ ËÏË×ÁÄÒÁÔÙ CAÉ CB . �ÁË ÎÁÚ×ÁÎÙ × [1, §4.5℄ ÍÁÔÒÉ�ÙCA = A−TA É CB = B−TB: (5)�ÁÍ ÖÅ (ÓÍ. [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.5.27℄) ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ n × n-ÍÁÔÒÉ� AÉ B ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ �ÏÄÏÂÎÙ ÉÈ ËÏË×ÁÄÒÁÔÙCA É CB.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒËÁ T -ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� A É BÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÁ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÔÁËÏÊ Ä×ÕÈÛÁÇÏ×ÏÊ (É ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÊ) �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ:(i) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏË×ÁÄÒÁÔÙ CA É CB × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (5).(ii) ðÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÏÄÏÂÉÅ ÍÁÔÒÉ� CA É CB , ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.



102 è. ä. éëPáíï÷3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ *-ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÊ ÍÙ ÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÌÅËÁÅÍ ËÏË×ÁÄÒÁÔÙ ÍÁÔÒÉ�A É B. ÷ÍÅÓÔÏ (5) ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉCA = A−∗A É CB = B−∗B: (6)åÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M �ÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÉM → ~M = X∗MX;ÔÏ M−1 → ~M−1 = X−1M−1X−∗É SM =M−∗M → S ~M = X−1SMX;Ô.Å. ËÏË×ÁÄÒÁÔ ÍÁÔÒÉ�Ù M �ÒÅÔÅÒ�Å×ÁÅÔ �ÏÄÏÂÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÔÏÊ ÖÅÍÁÔÒÉ�ÅÊX . îÅÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉ-�ÙM ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÊ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÏÊÅÅ ËÏË×ÁÄÒÁÔÁ.ó×ÑÚØ ÜÔÁ ÔÁËÏ×Á. ÷ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙM , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÏÂÏÊ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÍÏÇÕÔ �ÒÉ-ÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×. üÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,ÇÁÎËÅÌÅ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ�k = �
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; (7)ÇÄÅ |�| = 1, Á ÉÎÄÅËÓ k ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÏÒÑÄÏË ÍÁÔÒÉ�Ù, É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ,ÂÌÏËÉ ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉH2k(�) = ( 0 IkJk(�) 0 ) : (8)úÄÅÓØ Jk(�) { ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ � ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÁÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |�| > 1.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏË×ÁÄÒÁÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù (8) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÁÑÓÕÍÍÁ Jk(�)⊕ Jk(�)−∗:ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÂÌÏËÉ ×ÉÄÁ (8) × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅÍÁÔÒÉ�ÙM ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÁÒÁÍÉÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË ×ÉÄÁ Jk(�)⊕ Jk(��−1)



ëáë ðòï÷åòé�ø ëïîçòõüî�îïó�ø 103× ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ÅÅ ËÏË×ÁÄÒÁÔÁ.ëÏË×ÁÄÒÁÔ ÍÁÔÒÉ�Ù (7), ÇÄÅ � = ei�, { ÜÔÏ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÅ-�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÞÉÓÌÏÍ e2i� ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÞÉÓÌÏÍ 2ie2i� ÎÁ�ÅÒ×ÏÊ ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÓÍ. [5, ÚÁÄÁÞÁ 4.5.P15℄). �ÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÄÏÂÎÁÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ Jk(�2).âÌÏËÉ ×ÉÄÁ (7) ÔÁËÖÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ×ÉÄÁ Jk(�2) × ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ËÏ-Ë×ÁÄÒÁÔÁ.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ M É ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒ-ÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù CM ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË:(i) ÚÎÁÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÙM ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÆÏÒÍÕ ÅÅ ËÏË×ÁÄÒÁÔÁ;(ii) ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÆÏÒÍÁ J ËÏË×ÁÄÒÁÔÁ CM ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉ�ÙM , ÅÓÌÉ CM ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Å.÷ÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÓ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A É BÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ: ÉÈ ËÏË×ÁÄÒÁÔÙ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ 1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ2, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ 1 ÂÙÌÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÅÉÈ ÍÁÔÒÉ�.åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÓÏ-ÈÒÁÎÑÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ. ïÓÔÁÅÔÓÑ × ÓÉÌÅ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÔÁÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ËÏË×ÁÄÒÁÔÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔ-ÓÑ ÔÅ�ÅÒØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (6) É ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï *-ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂÓÕÄÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×Ï-ÒÉÔØ Ï ÍÁÔÒÉ�Å A.îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a(�) ËÏË×ÁÄÒÁÔÁ CA =A−∗A. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ CkA ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á CmA ÎÅÓÔÁÎÅÔ ×�ÅÒ×ÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊI; CA; C2A : : : ; Cm−1A :åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍCmA = a1Cm−1A + a2Cm−2A + · · ·+ am−1CA + amI;ÔÏ a(�) = �m − a1�m−1 − a2�m−2 − · · · − am−1�− am: (9)



104 è. ä. éëPáíï÷üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, �Ï ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏ-ÓÔÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁ�ÉÏÎÁÌÅÎ× �ÒÉÎÑÔÏÍ ÎÁÍÉ ÓÍÙÓÌÅ.ðÒÑÍÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � = −i × (9) ×ÙÑÓÎÉÍ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÏÞËÁ
−i ËÏÒÎÅÍ a(�). åÓÌÉ a(−i) = 0, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2 ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁÒÕ-ÛÅÎÏ É �ÒÏ×ÅÒËÁ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ A É B ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ÎÁÍÉ Ó�ÏÓÏÂÏÍÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ.ðÕÓÔØ a(−i) 6= 0. ÷Ù�ÏÌÎÉÍ × (9) ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ� = z − iz + i ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÓØÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ z. üÔÁ ÚÁÍÅÎÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ a(�) × ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ�(z) = f(z)(z + i)m ;ÇÄÅ f(z) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ m. ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Õ a(�) ËÏÒÎÅÊ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ 1ÔÒÁÎÓÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÅ: f(z) ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅfj = gj + ihj (10)ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(z) = f0zm + f1zm−1 + · · ·+ fm−1z + fm:ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (10) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ g(z) = g0zm + g1zm−1 + · · ·+ gm−1z + gmÉ h(z) = h0zm + h1zm−1 + · · ·+ hm−1z + hm:èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ m.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÎÅÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ËÏÇÄÁ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g É h É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÒÎÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÎÁÛÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ { ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ îïä(g; h), ÄÌÑ ÞÅÇÏÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌÅÎ.åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g É h ÏËÁÚÁÌÉÓØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÎÁÛÁ �ÒÏ×ÅÒËÁÚÁËÏÎÞÅÎÁ: f(z) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Á ÍÁÔÒÉ�Á CA ÎÅ ÉÍÅÅÔÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å.



ëáë ðòï÷åòé�ø ëïîçòõüî�îïó�ø 105ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d(z) = îïä(g; h) ÉÍÅÅÔ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ. îÕÖÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ.åÓÌÉ d { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Õ ÎÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛÁ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÓÎÏ×Á ÚÁËÏÎ-ÞÅÎÁ, ÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÉÔÏÇ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ: ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ d { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ r. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÎÅÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÌÉ ÉÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ñËÏÂÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ z1; : : : ; zr ËÏÒÎÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d, Á ÞÅÒÅÚ sl { ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ËÏÒÎÅÊ:sl = zl1 + zl2 + · · ·+ zlr; l = 0; 1; 2; : : : :èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ sl (1 6 l < r) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d, Á, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÉÎÄÅËÓÁ r, ÜÔÉ ÓÕÍÍÙÓ×ÑÚÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ r.óÏÓÔÁ×ÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕJ = r−1
∑i;j=0 si+jxixj :ðÕÓÔØ � É � { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÜÔÏÊÆÏÒÍÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ñËÏÂÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d(z) ÉÍÅÅÔ � − � ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ �−� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÆÏÒÍÙ J .)éÔÁË, ÅÓÌÉ � 6= �, ÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ f(z) ÎÅ ÉÍÅÅÔ, Á ÕÓÌÏ-×ÉÅ 2 ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÄÌÑ A ÚÁËÏÎÞÅÎÁ, É ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÊÔÉ Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÄÌÑ B.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÍ.äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù H ÅÅ ËÏË×ÁÄÒÁÔ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á, ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å. íÅÖÄÕ ÔÅÍ*-ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ ÌÉÛØ ÔÅ ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅÉÎÄÅËÓÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. è. ä. éËÒÁÍÏ×, ï ËÏÎÅÞÎÙÈ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÈ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. |ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ (1994), No. 1, 56{69.2. æ. ò. çÁÎÔÍÁÈÅÒ, �ÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉ�. îÁÕËÁ, í., 1966.
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