
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 439, 2015 Ç.á. ü. çÕÔÅÒÍÁÎ, ï. ÷. íÁÒËÏ×Áðòïâìåíá òåáìéúõåíïó�é úîáþåîéê äìéîùäìñ ðáòù ë÷áúé-ëïííõ�éòõàýéè íá�òéã
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅíÅÔÏÄÙ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ËÁÞÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ËÏÌÉÞÅÓÔÅÎÎÙÅ. ÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÉÓ-ÓÌÅÄÕÀÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÉÌÉ �ÏÄÁÌÇÅÂÒ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÎÁ�ÅÌÅÎÙ ÎÁ ÉÓÓÌÅ-ÄÏ×ÁÎÉÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏ-ÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ÔÉ�Ï× ÍÅÔÏ-ÄÏ×. ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11℄.ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ É �ÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÓÓÏ�ÉÁ-ÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ F Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ S = {a1; : : : ; ah} ⊂ A.ðÕÓÔØ 〈S〉 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á S × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ F. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÁÌÆÁ×ÉÔÁ) B = {b1; : : : ; bm} ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÂÕË× ÉÚ B ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×ÁÍÉ. ðÕÓÔØ B∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ B, Á FB { Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ B,Ô.Å. B∗ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. äÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á bi1 : : : bit , ÇÄÅ bij ∈ B, ÒÁ×ÎÁ t. âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ 1 (�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï) ÓÌÏ×ÏÍ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× B ÄÌÉÎÙ 0.ðÕÓÔØ Bt, t > 0, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ BÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ t, É Bt \Bt−1 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ BÄÌÉÎÙ ÒÁ×ÎÏÊ t, t > 1.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ; ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÉÎÙ; Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÆÉÎÁÎÓÏ×Ï �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ íä-962.2014.1, òææé 13-01-00234-Á É 15-31-20329 É ÇÒÁÎÔÏÍ äááä { ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÊ �ÒÏÅËÔ \÷ÌÁÄÉÍÉÒ÷ÅÒÎÁÄÓËÉÊ". 59



60 á. ü. çõ�åòíáî, ï. ÷. íáòëï÷áúÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.2. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á S ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Ù FS �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ É ÉÈ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ St É St \ St−1.åÓÌÉ A { ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ 1A, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ S0 = {1A}, ÉÎÁÞÅ �ÏÌÏ-ÖÉÍ S0 = ∅. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Lt(S) ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ
St. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L0(S) = 〈1A〉 = F ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, É L0(S) = 0× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ L(S) = ∞

⋃i=0Li(S) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊ-ÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {a1; : : : ; ah}.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. äÌÉÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ S ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
Lk(S) = A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÕ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ S ÞÅÒÅÚ l(S).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. äÌÉÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ l(A) = max

S
l(S),ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1℄, × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ.óÌÏ×Ï v ∈ St\St−1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ ÎÁÄ S, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÏÍÅÒ i < t ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v ∈ Li(S), Ô.Å. v �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÓÌÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ ÎÁÄ S.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E, En ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÞÅÒÅÚ O, On { ÎÕÌÅ-×ÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ × Mn(F) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ n × n ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ F. ðÕÓÔØEi;j ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ (i; j)-ÕÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÅÄÉÎÉ�Õ × Mn(F), Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�ÕÓ 1 ÎÁ (i; j)-ÏÍ ÍÅÓÔÅ É 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ó�ÅËÔÒ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å£ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × F, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ�(A), ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ËÌÅÔËÕ �ÏÒÑÄËÁ k Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍJk(�), Á ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ deg(A). ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ É k ∈ N, k > 1. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ�ÏÄ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù "k ∈ F �ÏÒÑÄËÁ k �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑÔÁËÏÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÞÔÏ "mk 6= 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 m < k.íÁÔÒÉ�Á C ∈ Mn(F) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉdimF〈E; C; C2; : : : ; Cn−1〉 = n:



ðòïâìåíá òåáìéúõåíïó�é úîáþåîéê äìéîù 61ðÒÅÄÍÅÔÏÍ ÒÑÄÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÂÙÌÉ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÉÎÙ �ÏÄÁÌÇÅÂÒ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÇÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÄÌÉÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ�ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ Mn(F), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n − 1, ÓÍ. [4℄. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÒÉ-ÚÕÅÍÙ ÎÁÄ F, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n− 1,ÓÍ. [10℄. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÉÎÙ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 11℄.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ×ÁÖÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÉÔÕÁ�ÉÑ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ AB É BA ÎÅ ÒÁ×ÎÙ, Á ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ " ∈ F, ÞÔÏAB = "BA.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. åÓÌÉ A;B ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚMn(F), ÞÔÏ AB É BAÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏA ÉB Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.åÓÌÉ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ×ÁÖÅÎ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ! ∈ F ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑË×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ AB = !BA, ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ A;B ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ! (ÉÌÉ !-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ).ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ �ÁÒÙ ÍÁÔÒÉ� ×ÁÖÎÙ × Ó×ÑÚÉ Ó �ÅÌÙÍ ÒÑ-ÄÏÍ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÓÍ. [7, 9℄. ÷Ï�ÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ�ÁÒ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� É ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÚÏÒ-ÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ [6℄ É ÓÔÁÔØÀ [8℄. ÷ÁÖÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ × ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÅÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.6 ([2, ÔÅÏÒÅÍÙ 1{2, �ÕÎËÔÙ 4 É 5 × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 2 ÎÁ ÓÔÒ. 9℄). ðÕÓÔØ F { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ É �ÕÓÔØn ∈ N, n > 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A;B ∈ Mn(F), ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ AB = "BA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÁ " ∈ F," 6= 1, É ÍÁÔÒÉ�Á AB ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ r, 0 6 r 6 n−2, É ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á P ∈ Mn(F) ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ P−1AP = [S XO Ar] ; P−1BP = [T YO Br] ; (1)�ÒÉÞ£Í ÞÉÓÌÏ " ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ k > 1, ÄÅÌÑÝÅÇÏ n − r; S É T { ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ



62 á. ü. çõ�åòíáî, ï. ÷. íáòëï÷áÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ r, ÍÁÔÒÉ�Ù ST É TS ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ ÉAr = 
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; (2)ÇÄÅ C ∈ M(n−r)=k(F) { ÔÁËÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÞÔÏ �(C) ∩"j�(C) = ∅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; k−1; D1; : : : ; Dk ∈ M(n−r)=k(F) { �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍDiC = CDi, i = 1; 2; : : : ; k.÷ [5℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÁÒÙ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉ-ÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÓÅÇÄÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �Ï-ÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�. �ÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÁÒÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÅÔ ÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÔÏ ×ÓÅ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ, Ô.Å. ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÍ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ,ÄÌÑ �ÁÒ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�, ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ É ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÍ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ \ÄÙÒÙ", Ô.Å. ÎÅÒÅÁÌÉ-ÚÕÅÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. úÄÅÓØ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ k ∈ N ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� S = {A1; A2} ⊆Mn(F) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ l(S) = k, ÉÎÁÞÅ ÏÎÏ ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ×Ï�ÒÏÓ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÉÎ �ÁÒË×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�. ïÔÄÅÌØÎÏ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ×Ï-�ÒÏÓ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ !, ÁÉÍÅÎÎÏ ×Ï�ÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ !-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÊ �ÁÒÙ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.÷ §2 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÓÅÒÉÉ �ÒÉÍÅÒÏ× ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÅÒÉÉ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÁÒ ÍÁÔÒÉ�, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ, É, × ÓÌÕÞÁÅ ! = −1, ÓÅÒÉÉË×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÁÒ ÍÁÔÒÉ�, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ Þ£ÔÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ. òÁÎÅÅ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù "k �Ï-ÒÑÄËÁ k �ÒÉ n > k ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n ÂÙÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÔÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ 2k − 2 É �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ k|n { ÞÉ-ÓÅÌ ×ÉÄÁ sk − 2 �ÒÉ 2 6 s 6 nk + 1 (ÓÍ. [5, ÒÁÚÄÅÌÙ 3{4℄). ðÒÉÍÅÒÙ ÉÚ
§2 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÓÅÒÉÉ ÞÉÓÅÌ sk − 1 �ÒÉ 2 6 s 6

[n−1k ](ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ k|n). äÌÑ ! = −1 ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ�ÏËÁÚÁÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ \ÄÙÒ" × ÏÔÒÅÚËÅ [2; 2 [n2 ]℄.



ðòïâìåíá òåáìéúõåíïó�é úîáþåîéê äìéîù 63÷ §3 ÄÁÎÙ �ÏÌÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÏ× 5 É6. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÏÒÑÄÏË ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4, ÕÖÅÂÙÌ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.
§2. ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÅÒÉÊ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍ-ÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÁÒ ÍÁÔÒÉ�, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÄÌÉÎÙ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ m; k > 2, n > mk, É ËÏÒÎÑ ! �ÏÒÑÄËÁ k ÉÚ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ!-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ �ÁÒÁ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n ÄÌÉÎÙ mk − 1.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ k;m ∈ N, k > 2 É �ÕÓÔØ F { �ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ "k ÉÚ 1 �ÏÒÑÄËÁ k. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > (m+1)k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù An; Bn ∈ Mn(F) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (AnBn)n 6= 0,AnBn = "kBnAn É l({An; Bn}) = (m+ 1)k − 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. I. ðÕÓÔØ n = (m+ 1)k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�ÙAn = 













Ok L L : : : LOm;k Jm(1) Om : : : OmOm;k Om "kJm(1) : : : Om. . .Om;k Om Om : : : "k−1k Jm(1)














;
Bn = 













Jk(0) "k−1k U : : : "kU UOm;k Om : : : Om Jm(1)Om;k Jm(1) : : : Om Om. . .Om;k Om : : : Jm(1) Om














;ÇÄÅ L { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ k ×m. íÁÔÒÉ�Á UÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ AnBn = "kBnAn:"k(Jk(0)L+ "k−1k UJm(1)) = LJm(1);ÏÔËÕÄÁ U = L− "kJk(0)L(Jm(1))−1:
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Ok LJm(1)k−1 "k−1k LJm(1)k−1 : : : ("k−1k )k−1LJm(1)k−1Om;k Jm(1)k Om : : : OmOm;k Om Jm(1)k : : : Om. . .Om;k Om Om : : : Jm(1)k 













:ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉ�Ù Bkn, ÞÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÍÁÔÒÉ�Ù L ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Bkn = Akn. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ Bn = [Jk(0) Y1O B ] É Bkn = [Jk(0)k YkO Bk]. �ÏÇÄÁ Jk(0)k = 0,Bk = Jm(1)k ⊕ · · · ⊕ Jm(1)k, ÉYk = k−1
∑i=0 Jk(0)iY1Bk−i−1 = k−1

∑i=0 Jk(0)i ["k−1k U : : : "kU U]Bk−i−1:äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s = 1; : : : ; k �ÏÌÕÞÁÅÍ(Yk)k−s+1 = k−1
∑i=0 "i+sk Jk(0)iUJm(1)k−i−1= k−1
∑i=0 "i+sk Jk(0)i(L− "kJk(0)L(Jm(1))−1)Jm(1)k−i−1= k−1
∑i=0 "i+sk Jk(0)iLJm(1)k−i−1 − k

∑j=1 "j+sk Jk(0)jLJm(1)k−j−1= "skLJm(1)k−1 − "k+sk Jk(0)kLJm(1)−1 = "skLJm(1)k−1:ðÒÉÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (k−1)(k−s) ≡ s (mod k), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Bkn = Akn. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ: AnBn = "kBnAn;Bkn = Akn;An(Akn − E)m = 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÏÔ An, Bn Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅk − 1 ÂÕË×Ù Bn. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ



ðòïâìåíá òåáìéúõåíïó�é úîáþåîéê äìéîù 65km+1 = n− k+1 ÂÕË× An, ÓÏËÒÁÔÉÍÙ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁ-ÔÒÉ� E;An; : : : ; Akmn ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. úÎÁÞÉÔ, l({An; Bn}) < km+1 + k − 1 = k(m+ 1) = n.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×ÏAkmn Bk−1n ÓÏËÒÁÔÉÍÏ É �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ An = [O X1O A ]. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ [5, ÌÅÍÍÁ 3.4℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎ-ÄÅËÓÁ h ∈ N ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÂÌÏËÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù AhBiÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Bi, ÍÁÔÒÉ�Ù Bi É Bj ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÕÀ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ i ≡ j (mod k),É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ ÍÁÔÒÉ� E = B0; B; : : : ; Bk−1 �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÔÓÑ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÓÏËÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á Akmn Bk−1n ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï Akmn Bk−1n = km−1
∑j=0 �jAjnBk−1n : (3)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÍÁÔÒÉ�ÁÈ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ �ÏÚÉ�ÉÉ (1; k),ÉÍÅÅÍ (Bk−1n )1;k = 1; (ApnBk−1n )1;k = 0 ÄÌÑ p > 1;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �0 = 0.�ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ×ÌÅÞ£Ô ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AkmBk−1 = km−1

∑j=1 �jAjBk−1,ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� A É B, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Akm−1 =km−1
∑j=1 �jAj−1: ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ ÓÔÅ-�ÅÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:l({An; Bn}) = k(m+ 1)− 1 = n− 1:II. äÌÑ n > (m + 1)k + 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù An = On−(m+1)k ⊕A(m+1)k, Bn = On−(m+1)k ⊕ B(m+1)k. äÌÑ ÍÁÔÒÉ� An, Bn ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÙ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� A(m+1)k; B(m+1)k, �ÏÜÔÏÍÕl({An; Bn}) = (m+ 1)k − 1. �åÝ£ ÏÄÎÕ ÓÅÒÉÀ �ÒÉÍÅÒÏ× ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÕÄÁ£ÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÌÑ�ÁÒ ÍÁÔÒÉ�, Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ −1.



66 á. ü. çõ�åòíáî, ï. ÷. íáòëï÷áðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ m;n ∈ N, n > 3, É 2m 6 n. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ F ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 2, ÔÏ �ÁÒÁ ÍÁÔÒÉ�Am;n = 



Jm(1) O OO −Jm(1) OO O On−2m

∈Mn(F);Bm;n = 



O Em OEm O OO O On−2m

∈Mn(F)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Am;nBm;n = −Bm;nAm;n É l({Am;n; Bm;n}) =2m.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 2m ÄÌÉÎÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÙ ÍÁÔÒÉ� ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÁ × [5, �ÒÉÍÅÒ 3.11℄.ðÕÓÔØ n > 2m. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ,
L({Am;n; Bm;n}) = L({Am;2m; Bm;2m})⊕ FEn−2m:ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, L({Am;2m; Bm;2m}) = L2m({Am;2m; Bm;2m}).�ÁËÖÅ ÉÍÅÅÍO2m ⊕ En−2m = En −B2m;n ∈ L2({Am;n; Bm;n}) ⊆ L2m({Am;n; Bm;n});ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ F { �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 2.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N; n > 2, É ÌÀÂÏÇÏ l ∈ [2; 2 [n2 ]℄∩N × Mn(F) ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ (−1)-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ �ÁÒÁ ÄÌÉÎÙ l.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 2.2 É ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 (ÄÌÑ k = 2). �

§3. ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÁÌÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÅÛ£Î ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ ËÁË ÄÌÉÎ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÁÒ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÏ× 5 É 6. äÌÑÍÁÔÒÉ�, �ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÒÁÎÅÅ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Á ÏÂÝÉÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ n ∈ N, n > 3, É �ÕÓÔØ F { �ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù "n−1 É "n �ÏÒÑÄËÏ× n − 1 É



ðòïâìåíá òåáìéúõåíïó�é úîáþåîéê äìéîù 67n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A;B ∈ Mn(F) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ AB ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ. �ÏÇÄÁi) ÅÓÌÉ AB = "nBA, ÔÏ l({A;B}) = 2n− 2;ii) ÅÓÌÉ AB = "n−1BA, ÔÏ l({A;B}) = 2n− 4.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2℄, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÅÓÌÉ AB = "nBA, ÔÏ2n− 2 = 2 ord ("n)− 2 6 l({A;B}) 6 2n− 2;É ÅÓÌÉ AB = "n−1BA, ÔÏ2n− 4 = 2 ord ("n−1)− 2 6 l({A;B}) 6 2n− 4;ÇÄÅ ord (�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ � × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ�-�Å �ÏÌÑ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ n; r ∈ N, É A;B ∈ Mn(F) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅÍÁÔÒÉ�Ù, ÉÍÅÀÝÉÅ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (1). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏÓÌÏ×Á V ÏÔ A;B ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ r ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÏÔ A;B ×ÉÄÁ V An−rÌÉÂÏ V Bn−r ÄÌÉÎ ÎÅ ÍÅÎØÛÉÈ n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏËÒÁÔÉÍÙÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ [3℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ u(x); v(x) ÉÚ F[x℄ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈn−r−1, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ An−rr = u(Ar) É Bn−rr = v(Br). óÏÇÌÁÓÎÏ [10, ÌÅÍÍÁ4.2℄, ÉÍÅÅÍ l({S; T}) 6 r − 1, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x; y) ∈
F〈x; y〉 ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ r − 1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ V (S; T ) = f(S; T ).�ÏÇÄÁ(V (A;B)− f(A;B))(Bn−r − v(B)) = [O ∗O ∗

] [

∗ ∗O O] = O;(V (A;B) − f(A;B))(An−r − u(A)) = [O ∗O ∗

] [

∗ ∗O O] = O:òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ × ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×ÁV Bn−r É V An−r ÓÏËÒÁÔÉÍÙ. �3.1. íÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ 5. ðÒÉ n = 5 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎ-ËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�ÙA;B ∈ M5(F) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ AB = !BA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ! ∈ F, É �ÏÌÏ-ÖÉÍ S = {A;B}. �ÏÇÄÁ



68 á. ü. çõ�åòíáî, ï. ÷. íáòëï÷á1) l(S) = 8 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-ÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ 5 É ÍÁÔÒÉ�Á AB ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ;2) l(S) = 6 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-ÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ 4 É ÍÁÔÒÉ�Á AB ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ;3) l(S) 6 4 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ !.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÄ F ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ-×ÉÓÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ F, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÅÇÏ ÄÌÉÎÏÊ ÎÁÄ ÉÓÈÏÄÎÙÍ�ÏÌÅÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÏÌÅ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.1. åÓÌÉ ! = 1, Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÉÌÉ ÅÓÌÉ AB {ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ! ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÚÅÄÉÎÉ�Ù), ÔÏ Ï�ÅÎËÁ l(S) 6 4 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 6.1℄ É [5, ÌÅÍÍÁ 2.3℄.2. åÓÌÉ ! { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ k = 4 ÉÌÉ 5,ÔÏ l(S) = 2k − 2 ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.1.3. ðÕÓÔØ ! { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ k = 2 ÉÌÉk = 3.÷ ÓÉÌÕ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ k É 5, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.6 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ÉÍÅÀÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (1), �ÒÉÞ£Í ÉÈÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ ÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË 1 6 r 6 3.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏ×Á ÏÔ A É B ÄÌÉÎÙ 5. óÌÏ×Á A5 É B5 ÓÏËÒÁÔÉÍÙ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ [3℄. õÓÌÏ×ÉÅ k ∤ 5 ×ÌÅÞ£Ô ÓÏËÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÓÌÏ×A4B É AB4 (ÓÍ. [5, ÌÅÍÍÁ 3.5℄). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÏ�ÅÎËÉ l(S) 6 4 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏËÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÓÌÏ× A3B2 ÉA2B3.i. åÓÌÉ r = 2 ÉÌÉ r = 3, ÔÏ ÓÌÏ×Á ArB5−r É BrA5−r ÓÏËÒÁÔÉÍÙ �Ï�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2.ii. åÓÌÉ r = 1, ÔÏ k|4 É k 6 3, ÏÔËÕÄÁ k = 2 É ! = −1. óÏÇÌÁÓÎÏ (2),ÉÍÅÅÍ A = 



s X1 X2O C OO O −C

 ; B = 



t Y1 Y2O O D1O D2 O 

 ;ÇÄÅ st = 0, C;D1; D2 ∈ M2(F).åÓÌÉ C = E2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  ∈ F, ÔÏ (B − tE5)(A2 − 2E5) = 0ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × �ÕÎËÔÅ i. úÎÁÞÉÔ, ÓÌÏ×Ï BA2 ÓÏËÒÁÔÉÍÏ,



ðòïâìåíá òåáìéúõåíïó�é úîáþåîéê äìéîù 69ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á B2A3 = A3B2 É B3A2 = A2B3, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÓÌÏ×Á, ÔÏÖÅ ÓÏËÒÁÔÉÍÙ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á C ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ. îÅÎÕÌÅ×ÁÑÎÅÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÍÁÔÒÉ�Ù D1 É D2, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ C, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙ-ÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ C É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, D1D2 = D2D1. �ÏÇÄÁA2 = 



s2 X ′1 X ′2O C2 OO O C2 ; B2 = 



t2 Y ′1 Y ′2O D1D2 OO O D2D1 :íÁÔÒÉ�Ù C2 ÉD1D2 ÔÁËÖÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÏÔ C, Ô.Å. C2 = 1C + 0E2, D1D2 = Æ1C + Æ0E2.ðÕÓÔØ �1; �2 ∈ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ�Ù C. �ÏÇÄÁ(C2 − (�11 + 0)E2)(D1D2 − (�2Æ1 + Æ0)E2) = 1Æ1�C(C) = 0;ÇÄÅ �C(t) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�Ù C, É(A2 − (�11 + 0)E5)(B2 − (�2Æ1 + Æ0)E5) = 



u Z1 Z2O O OO O O 

 :õÍÎÏÖÁÑ ÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ A−sI5 ÉÌÉ B− tI5, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ. úÎÁÞÉÔ, ÓÌÏ×Á A3B2É BA2B2 = A2B3 ÓÏËÒÁÔÉÍÙ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ��ÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. ðÒÉ n = 5 �ÏÌÎÙÊ ÏÔ-×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÉÎ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÁÒ ÍÁ-ÔÒÉ� �ÒÉ×ÅÄÅÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å:l({A;B}) 0 1 2 3 4 5 6 7 8AB = BA + + + + + - - - -AB = !BA; ! 6= 1; (AB)5 = 0 - + + + + - - - -(AB)5 6= 0; AB = −BA - - + + + - - - -(AB)5 6= 0; AB = "3BA - - - - + - - - -(AB)5 6= 0; AB = "4BA - - - - - - + - -(AB)5 6= 0; AB = "5BA - - - - - - - - +úÄÅÓØ ÚÎÁËÏÍ \+" ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÚÎÁËÏÍ \-" {ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ-�Ù A;B ∈ M5(F) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ AB = !BA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ! ∈ F.1. äÌÑ ! = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2℄.



70 á. ü. çõ�åòíáî, ï. ÷. íáòëï÷á2. äÌÑ !, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.4℄.3. äÌÑ ! = "k ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ l({A;B}) > 2k − 2�ÏÌÕÞÅÎÁ × [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2℄. ÷ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ! ="4; "5 �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.3.4. äÌÑ ! = −1 �ÒÉÍÅÒÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ 3; 4 �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ2.1 (ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ m = 1) É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2.2 (ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ m = 2)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �3.2. íÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ 6.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A;B ∈ M6(F) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ AB = !BA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ! ∈ FÉ ÍÁÔÒÉ�Á AB ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ, É �ÏÌÏÖÉÍ S = {A;B}.�ÏÇÄÁ1) l(S) = 10 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! = "6;2) l(S) = 8 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! = "5;3) l(S) = 7 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! = "3;4) l(S) = 6 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! = "2 ÉÌÉ ! = "4.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3, ÍÙ ÍÏÖÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÏÌÅ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÚÁÍËÎÕÔÏ.I. åÓÌÉ ! = 1, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. åÓÌÉ ! ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á AB ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈl(S) 6 5 ÓÏÇÌÁÓÎÏ [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 6.1℄ É [5, ÌÅÍÍÁ 2.3℄.II. åÓÌÉ ! { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ k = 5 ÉÌÉk = 6, ÔÏ l(S) = 2k − 2 ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.1.III. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ! { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ-�Ù �ÏÒÑÄËÁ 2 6 k 6 4.i. ðÕÓÔØ k = 3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ l(S) 6= 6. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ 1.6 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ÉÍÅÀÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ (1) ÌÉÂÏ ÂÅÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ, ÌÉÂÏ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÂÌÏËÏÍ�ÏÒÑÄËÁ r = 3.åÓÌÉ r = 3, ÔÏ ÓÌÏ×Á AB5, BA5, A2B4, B2A4, A3B3 ÄÌÉÎÙ 6 ÓÏËÒÁ-ÔÉÍÙ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.2; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, l(S) 6 5.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÁÒÉÁÎÔ r = 0, Ô.Å. ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A;B ÉÍÅÀÔ×ÉÄ (2).åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� A;B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÔÏ l(S) 62(n − k) − 2 = 4 �Ï [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.4℄. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A



ðòïâìåíá òåáìéúõåíïó�é úîáþåîéê äìéîù 71Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÌÅÞ£Ô, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á C ∈ M2(F)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, Ô.Å. C ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á C3 ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ. éÚ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 1.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÞÉÓÌÁ �1; �2, ÔÏ (�1=�2)3 6= 1, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ�Ù C3 ÔÏÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á C ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁ Ó ÖÏÒ-ÄÁÎÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ J2(�), ÔÏ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ� 6= 0, Á ÔÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á C3 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ [�3 3�20 �3 ]. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á C3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁharF = 3. äÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ 3 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ 3 (Ô.Ë.x3 − 1 = (x − 1)3 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ F). �ÏÇÄÁ 〈E;A3〉 = 〈E;C ⊕ C ⊕ C〉.éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ C (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, ÇÌÁ×Á VIII,§2℄),É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ DiC = CDi, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Di = pi(C) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ pi ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ nk − 1, i = 1; : : : ; k. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Di �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅ-ÅÍ B3 = D1D2D3 ⊕ D1D2D3 ⊕ D1D2D3 ∈ 〈E;A3〉: úÎÁÞÉÔ, × ÂÁÚÉÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L(S), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÌÏ× ÏÔ A;B, ×ÈÏÄÑÔ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÏ×Aj ; AjB;AjB2. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B, �Ï�ÁÒÎÏÇÏ ÎÅ�Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÌÏËÏ× ÍÁÔÒÉ� B0; B É B2 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á degA = 5 �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï A5B2 ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏ É l(S) = 7, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ[5, �ÒÉÍÅÒ 3.11℄.ii. ðÕÓÔØ k = 4. ðÒÉÍÅÒ �ÁÒÙ ÍÁÔÒÉ� ÄÌÉÎÙ 2k − 2 = 6 �ÏÓÔÒÏÅÎ ×[5, �ÒÉÍÅÒ 3.8℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÉÎÙ l(S) > 2k−2 = 6 ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2℄. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.6 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A É BÉÍÅÀÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (1) Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÂÌÏËÏÍ �ÏÒÑÄËÁ r = 2.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏ×Á A3B4, B3A4, A2B5 É B2A5 ÄÌÉÎÙ 7 ÓÏËÒÁÔÉÍÙ ×ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.2, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ l(S) 6 6.iii. ðÕÓÔØ k = 2. ðÒÉÍÅÒ �ÁÒÙ ÍÁÔÒÉ� ÄÌÉÎÙ 6 �ÏÓÔÒÏÅÎ × �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÉ 2.2 (ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ m = 3). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ×�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ l(S) > 6 ÎÅ ÒÅÁ-ÌÉÚÕÅÍÙ ÄÌÑ k = 2. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.6 ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÙA É B ÉÍÅÀÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (1) Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÂÌÏËÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁr = 0; 2; 4. �ÏÇÄÁ �Ï [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.4℄l(S) 6 max{n+ k − 2; 2(n− k)− r − 2} 6 max{6; 6− r} = 6: �



72 á. ü. çõ�åòíáî, ï. ÷. íáòëï÷á�ÅÏÒÅÍÁ 3.6. ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. ðÒÉ n = 6 �ÏÌÎÙÊ ÏÔ-×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÉÎ Ë×ÁÚÉ-ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÁÒ ÍÁ-ÔÒÉ� �ÒÉ×ÅÄÅÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å:l({A;B}) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10AB = BA + + + + + + - - - - -AB = !BA; ! 6= 1; (AB)6 = 0 - + + + + + - - - - -(AB)6 6= 0; AB = −BA - - + + + + + - - - -(AB)6 6= 0; AB = "3BA - - - - + + - + - - -(AB)6 6= 0; AB = "4BA - - - - - - + - - - -(AB)6 6= 0; AB = "5BA - - - - - - - - + - -(AB)6 6= 0; AB = "6BA - - - - - - - - - - +äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ-�Ù A;B ∈ M5(F) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ AB = !BA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ! ∈ F.óÓÙÌËÉ ÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ! = 1 ÉÌÉ !, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÒÎÅÍÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�Õ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ l({A;B}) >2k− 2 ÄÌÑ ËÏÒÎÑ �ÏÒÑÄËÁ k ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÁÎÙ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 3.4. ÷ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ! = "5; "6�ÏÌÕÞÅÎÙ × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 3.5.äÌÑ ! = −1 �ÒÉÍÅÒÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÉÎ 3; 5 �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ2.1 (ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ m = 1 É m = 2), Á ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ 4 { × �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÉ 2.2 (ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ m = 2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÌÑ ! = "3 �ÒÉÍÅÒ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ 5 �ÏÓÔÒÏÅÎ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1(ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ m = 1). �âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÔ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ æÏÌØËÅÒÁíÅÒÍÁÎ-ÎÁ ÚÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ ×Ï�ÒÏÓÏ×.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. D. Constantine, M. Darnall, Lengths of �nite dimensional representations of PBWalgebras. | Linear Algebra Appl. 395 (2005), 175{181.2. M. P. Drazin, A redution for the matrix equation AB = "BA. | Pro. Camb.Philos. So. 47 (1951), 7{10.3. æ. ò. çÁÎÔÍÁÈÅÒ, �ÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉ�. í., îÁÕËÁ, 1967.4. A. E. Guterman, O. V. Markova, Commutative matrix subalgebras and length fun-tion. | Linear Algebra Appl. 430 (2009), 1790{1805.5. A. E. Guterman, O. V. Markova, V. Mehrmann, Lengths of quasi-ommutative pairsof matries, to appear in Linear Algebra Appl.6. O. Holtz, V. Mehrmann, H. Shneider, Potter, Wielandt, and Drazin on the MatrixEquation AB = !BA: New Answers to Old Questions. | Amer. Math. Monthly111, No. 8 (2004), 655{667.
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