
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 439, 2015 Ç.í. ÷. âÕÄÒÅ×ÉÞ, á. ü. çÕÔÅÒÍÁÎ, ë. á. �ÁÒÁÎÉÎï äåìéíïó�é ðåòíáîåî�á (±1)-íá�òéã
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅëÌÁÓÓ (−1; 1)-ÍÁÔÒÉ� ÏÞÅÎØ ×ÁÖÅÎ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ, ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÅ-ÔÏÄÁÈ, ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÄÒÕÇÉÈ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, × ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ ÍÁÔÒÉ�áÄÁÍÁÒÁ, Ô.Å. (−1; 1)-ÍÁÔÒÉ� H �ÏÒÑÄËÁ n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÀ HHt = nEn = HtH , ÇÄÅ En { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á É Xt ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù X . óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� áÄÁÍÁÒÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ nÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ.óÌÅÄÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÉÚ [4℄, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ 
n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï(−1; 1)-ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n. ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÕÎË-�ÉÀ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
n.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. æÕÎË�ÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù AÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:per(A) = ∑�∈Sn a1�(1) · : : : · an�(n);ÇÄÅ Sn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÕ��Õ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1; 2; : : : ; n}.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−1; 1)-ÍÁÔÒÉ� ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ÞÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï×ÅÄÅÎÉÅ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÎÁ (0; 1)-ÍÁÔÒÉ�ÁÈ ÉÌÉ ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ�ÁÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÒÍÁÎÅÎÔ (0; 1)-ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÂÙ×ÁÔØ �ÒÉÚÁÍÅÎÅ ÎÕÌÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË �ÅÒÍÁÎÅÎÔ (−1; 1)-ÍÁÔÒÉ�ÙÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× −1 × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Å. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (−1; 1)-ÍÁÔÒÉ�Á ÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ, ÒÁ×ÎÏÅ n!, ËÁË× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ −1, ÔÁË É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÅÒÍÁÎÅÎÔ, ±1-ÍÁÔÒÉ�Ù, ÄÅÌÉÍÏÓÔØ.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÆÉÎÁÎÓÏ×Ï �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ íä-962.2014.1, òææé 15-01-01132 É 15-31-20329. 26



ï äåìéíïó�é ðåòíáîåî�á (±1)-íá�òéã 27ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÁ −1, ÓÍ. [9, �ÒÉÍÅÒ 1℄. ðÏÓÌÅÄ-ÎÅÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
n ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ.ðÅÒ×ÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÎÁ 
n ×ÏÓÈÏÄÑÔ Ë ÒÁÂÏÔÁÍ [5, 7℄,�ÏÚÄÎÅÅ ÜÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÙ × [3, 6, 9℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÂÉ-ÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ. îÅÄÁ×ÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÅ ÍÏÖ-ÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÅ [10℄ É ÅÅ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÉ. íÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅÓ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ (−1; 1)-ÍÁÔÒÉ�, �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÆÁËÔÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
n.üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�ÙÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ. îÁÛÁ ÓÔÁÔØÑ �ÏÓ×Ñ-ÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ.ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖ-ÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� A ∈ 
n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÞÔÏ det(A) ≡0 (mod2n−1), ÓÍ. [1, ÚÁÄÁÞÁ 526℄. áÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ�ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÷ÏÎÇÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÏ, ÞÔÏperA ≡

{ 0 (mod 2n=2 ); ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏÅ ;0 (mod 2(n−1)=2 ); ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÅ : (1)ðÏÚÄÎÅÅ ëÒÏÊÔÅÒ É úÁÊÆÔÅÒ, ÓÍ. [4℄, �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÅÒ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ,ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉÄ×ÏÊËÉ. äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. îÉÖÎÑÑ �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ⌊a⌋ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a{ ÜÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ a − 1 < n1 6 a.äÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ a Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË {a} = a− ⌊a⌋.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. [4, ÌÅÍÍÁ 5 É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4℄ ðÕÓÔØ n = 2t − 1,t ∈ N. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ A ∈ 
n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÞÔÏper(A) ... 2n−⌊log2 n⌋−1:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4. [4, ÌÅÍÍÁ 5℄ ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎØ n − ⌊log2 n⌋ − 1 ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ d0 >n − ⌊log2 n⌋ − 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÕÓÔØ A ∈ 
n, ÇÄÅ n = 2t − 1 ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ t. �ÏÇÄÁ per(A) ...= 2n−⌊log2 n⌋:



28 í. ÷. âõäòå÷éþ, á. ü. çõ�åòíáî, ë. á. �áòáîéîðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. [4, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5℄ ðÕÓÔØ n 6= 2t−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ N,ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ∈ 
n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÞÔÏ:per(A) ... 2n−⌊log2 n⌋:üÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄. ïÄÎÁËÏ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÏ É ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÒÑÄÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÒÁÂÏÔÅ ðÅÒÆÅËÔ, ÓÍ. [6℄, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ�ÏÎÑÔÉÅ n-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÎÏ×ÙÊ, ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÁÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ, ÚÁ ÓÞÅÔ ÒÑÄÁ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÎ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÅÈÎÉËÉ �ÒÉÍÅ-ÎÑ×ÛÅÊÓÑ × [4℄ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [6℄.éÚ×ÅÓÔÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ëÒÏÊÔÅÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ2n−⌊log2(n+1)⌋ ×ÓÅÇÄÁ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏ, É ÔÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÅÎÉÑÍ 1.3É 1.5, ÏÎÏ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ 
n. üÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÄÌÑ n 620 × ÒÁÂÏÔÅ ÷ÁÎÌÅÓÁ [10℄. äÌÑ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÄÁÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.îÁÛÁ ÓÔÁÔØÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ (−1; 1)-ÍÁÔÒÉ�, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. §3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØ-ÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ { · }, ⌊ · ⌋ É ⌊log2 n⌋,ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ÷ §4 ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1.3, 1.4 É 1.5.
§2. æÏÒÍÕÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ (±1)-ÍÁÔÒÉ�òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A ∈ 
n.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A {ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ×

{(1; �(1)); : : : ; (n; �(n))};ÇÄÅ � ∈ Sn.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÄÌÉÎÙ j ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(i1; l1); : : : ; (ij ; lj)}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ



ï äåìéíïó�é ðåòíáîåî�á (±1)-íá�òéã 29ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ A, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ai1l1 =
· · · = aij lj = −1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ kj , j = 1; : : : ; n, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÄÌÉÎÙ j. ðÏÌÏÖÉÍ k0 = 1, ÔÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁË ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÄÌÉÎÙ 0.ìÅÍÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ A ∈ 
n. �ÏÇÄÁper(A) = n

∑j=0(−2)j · kj · (n− j)!: (2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,per(A) = ∑�∈Sn a1�(1) · · · an�(n): (3)úÄÅÓØ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ a1�(1) · : : : · an�(n) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ −1 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× −1 ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÙÈ +1 É −1, ÞÔÏ É �ÒÁ×ÁÑÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3).2. ëÁÖÄÁÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÄÌÉÎÙj ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÁ ÄÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (n − j)! ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × (n− j)! ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ. äÏ�ÏÌÎÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÄÌÉÎÙ j ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉÄÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É �ÏÍÅÔÉÍ ÉÈ (ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ). ðÏÌÕÞÁ-ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Kj �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ×ÓÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÄÌÉÎÙ j. �ÏÇÄÁÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Kj ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ |Kj | = kj ·(n−j)!. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Kj ÒÁÚÌÉÞÎÙ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ A.3. ðÕÓÔØ Dm { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ A Ó m ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ −1, É n−m ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ 1. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,Dm ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ (mj ) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÄÌÉÎÙ j. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Dm ÓÏÄÅÒÖÉÔ1 = (m0 ) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÄÌÉÎÙ0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ Dm ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Kj × ÔÏÞÎÏÓÔÉ (mj ) ÒÁÚ,j = 0; : : : ; n. úÄÅÓØ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ (mj ) = 0, ÅÓÌÉ m < j. þÅÒÅÚ



30 í. ÷. âõäòå÷éþ, á. ü. çõ�åòíáî, ë. á. �áòáîéî
Dm ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù A Ó m ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.4. äÌÑ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (2) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:n
∑j=0(−2)j ·kj ·(n−j)!= n

∑j=0(−2)j ·|Kj |= n
∑j=0(−2)j ·( n

∑m=0 ∑Dm∈Dm(mj )): (4)5. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÕ 3, ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù AÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ. íÅÎÑÑ ÍÅ-ÓÔÁÍÉ ÚÎÁËÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m É �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ Dm ∈ Dm ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ (4) ÒÁ×ÅÎn
∑j=0(−2)j(mj ) = (1− 2)m = (−1)m:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÒÁ×ÎÑÀÔÓÑ ∑Dm∈D

(−1)m. óÏ-ÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÕ 1, ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ (0; 1)-ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ, ÓÍ. [2, ÔÅÏÒÅÍÁ 7.2.1, ÆÏÒÍÕÌÁ (7.11)℄.
§3. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙìÅÍÍÁ 3.1. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ (0;+∞) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ

⌊ x2⌊log2 x⌋ ⌋ = 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ⌊log2 x⌋ = log2 x − {log2 x}, ÔÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ
{log2 x} ÞÅÒÅÚ ", ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ2⌊log2 x⌋ = x · 2−":óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,

⌊ x2⌊log2 x⌋ ⌋ = ⌊2"⌋ = 1;ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ 0 6 " < 1. �ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ x ∈ N. �ÏÇÄÁ
{ x2k} 6

2k − 12k ; k = 1; 2; : : : ; ⌊log2 x⌋: (5)



ï äåìéíïó�é ðåòíáîåî�á (±1)-íá�òéã 31üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = 2⌊log2 x⌋+1 − 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÉÖÎÅÊ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ
⌊ x2k ⌋+ 1 > x2k ; k ∈ N: (6)õÍÎÏÖÁÑ (6) ÎÁ 2k, ÉÍÅÅÍ2k · (⌊ x2k ⌋+ 1) > x; k ∈ N: (7)ëÁË ÌÅ×ÁÑ, ÔÁË É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ, ÏÔËÕÄÁ 2k · (⌊ x2k ⌋+ 1) > x+ 1; k ∈ N: (8)òÁÚÄÅÌÉÍ (8) ÎÁ 2k. ðÏÌÕÞÉÍ:
⌊ x2k ⌋+ 1 >

x+ 12k ; k ∈ N: (9)÷ÙÞÉÔÁÑ (⌊ x2k ⌋+ 12k ) ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9), ÉÍÅÅÍ × ÉÔÏÇÅ2k − 12k >
x2k −

⌊ x2k ⌋ ; k ∈ N:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5) ×ÅÒÎÏ.2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x = 2⌊log2 x⌋+1−1, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ2k ÒÁ×ÎÙ 2k − 1 ÄÌÑ k = 1; 2; : : : ; ⌊log2 x⌋. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
{ x2k} = 2k − 12k ; k = 1; 2; : : : ; ⌊log2 x⌋:3. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
{ x2k} = 2k − 12k ; k = 1; 2; : : : ; ⌊log2 x⌋;ÔÏ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k �ÏÌÕÞÁÅÍ:

{ x2⌊log2 x⌋} = 2⌊log2 x⌋ − 12⌊log2 x⌋ ;ÉÌÉ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÉÖÎÅÊ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ,x2⌊log2 x⌋ −
⌊ x2⌊log2 x⌋ ⌋ = 2⌊log2 x⌋ − 12⌊log2 x⌋ : (10)



32 í. ÷. âõäòå÷éþ, á. ü. çõ�åòíáî, ë. á. �áòáîéîðÏ ÌÅÍÍÅ 3.1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ⌊ x2⌊log2 x⌋ ⌋ = 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (10)ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:x2⌊log2 x⌋ − 1 = 2⌊log2 x⌋ − 12⌊log2 x⌋ :äÏÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ 2⌊log2 x⌋, �ÏÌÕÞÁÅÍ:x− 2⌊log2 x⌋ = 2⌊log2 x⌋ − 1;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 2⌊log2 x⌋+1 − 1. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ p ∈ N \ {1}, x ∈ Z \ {0}. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �p(x) =max{k ∈ Z | xpk ∈ Z}.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.4. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÔÏ�p(x · y) = �p(x) + �p(y).ìÅÍÍÁ 3.5. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ∈ N É m ∈ N0 = N ∪ {0} ÔÁËÏÇÏ,ÞÔÏ m < n, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�2(2m · (n−m)!) > n− ⌊log2(n−m)⌋ − 1: (11)úÄÅÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n−m =2u − 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u ∈ N.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (11):� := �2(2m ·(n−m)!) = �2(2m)+�2((n−m)!) = m+⌊log2(n−m)⌋
∑k=1 ⌊n−m2k ⌋ :ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ⌊a⌋ = a−{a} Ë ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ⌊n−m2k ⌋ É ×ÙÎÏÓÑ ÏÂÝÉÊÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:� = m+ (n−m) ·⌊log2(n−m)⌋

∑k=1 12k−

⌊log2(n−m)⌋
∑k=1 {n−m2k } :ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï t

∑k=1 12k = 1− 12t ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÏÇÏ, ÉÍÅÅÍ:� = m+ (n−m)(1− 12⌊log2(n−m)⌋)−

⌊log2(n−m)⌋
∑k=1 {n−m2k } :



ï äåìéíïó�é ðåòíáîåî�á (±1)-íá�òéã 33�Å�ÅÒØ ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï a =
⌊a⌋+ {a}; ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ� = n−

⌊ n−m2⌊log2(n−m)⌋⌋−{ n−m2⌊log2(n−m)⌋}−

⌊log2(n−m)⌋
∑k=1 {n−m2k } :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × � ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ (−1) �Ï ÌÅÍÍÅ 3.1. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,� = n− 1−{ n−m2⌊log2(n−m)⌋}−

⌊log2(n−m)⌋
∑k=1 {n−m2k } : (12)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5) (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 3.2) ÄÌÑ x := n−m, �ÏÌÕÞÁÅÍ:� > n− 1− 2⌊log2(n−m)⌋ − 12⌊log2(n−m)⌋ −

⌊log2(n−m)⌋
∑k=1 2k − 12k =: �1: (13)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï x−1x = 1− 1x , x 6= 0, ËÏ ×ÓÅÍ ÄÒÏÂÑÍ × (13), �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ:�1 = n− 2 + 12⌊log2(n−m)⌋ −



⌊log2(n−m)⌋ − ⌊log2(n−m)⌋
∑k=1 12k :�ÏÇÄÁ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ t

∑k=1 12t = 1− 12t , ÉÍÅÅÍ� > �1 = n− 2 + 12⌊log2(n−m)⌋ − ⌊log2(n−m)⌋+(1− 12⌊log2(n−m)⌋)= n− ⌊log2(n−m)⌋ − 1:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (11).2. ÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ËÒÏÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (13). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, (11) ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(13) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (13) ÉÚ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (12), �ÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5) ÄÌÑ x = n − m. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(13) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (5) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ n−m =2⌊log2(n−m)⌋+1 − 1 �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2. �



34 í. ÷. âõäòå÷éþ, á. ü. çõ�åòíáî, ë. á. �áòáîéîìÅÍÍÁ 3.6. ðÕÓÔØ n ∈ N, m ∈ N0, m < n. �ÏÇÄÁ
⌊log2(n−m)⌋ 6 ⌊log2 n⌋; (14)�ÒÉÞÅÍ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁm 6 n− 2⌊log2 n⌋.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (14) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎ-Ë�ÉÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
⌊log2(n−m)⌋ > ⌊log2 n⌋:3. �ÁË ËÁË ⌊x⌋ > ⌊y⌋ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ x > ⌊y⌋ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ R, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏlog2(n−m) > ⌊log2 n⌋:÷ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË-×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ n−m > 2⌊log2 n⌋, ÉÌÉ m 6 n− 2⌊log2 n⌋. �íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (14) �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍ ×ÉÄÅ: n− ⌊log2(n−m)⌋ − 1 > n− ⌊log2 n⌋ − 1: (15)ìÅÍÍÁ 3.7. ðÕÓÔØ n ∈ N, m ∈ N0, m 6 n. �ÏÇÄÁ�2(2m · (n−m)!) > n− ⌊log2 n⌋ − 1; (16)�ÒÉÞÅÍ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁn = 2t − 1, t ∈ N É m = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. äÌÑ m = n ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ: ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑ-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ �2(2n) = n > n− ⌊log2 n⌋ − 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N.2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m < n. ìÅÍÍÁ 3.5 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ�2(2m · (n−m)!) > n− ⌊log2(n−m)⌋ − 1:÷ÅÌÉÞÉÎÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁ n−⌊log2 n⌋−1× ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (15). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16).3. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (11) É (15) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, Ô.Å.�2(2m · (n−m)!) = n− ⌊log2(n−m)⌋ − 1;n− ⌊log2(n−m)⌋ − 1 = n− ⌊log2 n⌋ − 1:



ï äåìéíïó�é ðåòíáîåî�á (±1)-íá�òéã 35ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × ÌÅÍÍÁÈ 3.5 É 3.6 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n −m = 2u − 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏu ∈ N É n−m > 2⌊log2 n⌋.4. ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ n−m = 2u−1 É n−m > 2⌊log2 n⌋ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ,ÞÔÏ 2u − 1 > 2⌊log2 n⌋; u ∈ N;ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ2u > 2⌊log2 n⌋; u ∈ N:�ÁË ËÁË ÌÏÇÁÒÉÆÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ u > ⌊log2 n⌋:åÓÌÉ u > ⌊log2 n⌋+1, ÔÏ 2u− 1 > n, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ n−m = 2u− 1.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u = ⌊log2 n⌋+ 1, ÚÎÁÞÉÔ,n−m = 2⌊log2 n⌋+1 − 1 > n;ÏÔËÕÄÁ m = 0 É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, n = 2u − 1.5. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ m = 0 É n = 2u − 1, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÆÏÒÍÕÌÁÈ (11) É (14) (ÓÍ. ÌÅÍÍÙ 3.5 É 3.6) É�2(2m · (n−m)!) = n− ⌊log2 n⌋ − 1: �

§4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.3, 1.4 É 1.5ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× §3 ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÍÍÏÊ 2.3 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØËÏÒÏÔËÉÅ �ÒÑÍÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.3, 1.4 É 1.5.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.7, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ A ∈ 
n, n ∈ N, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ËÒÁÔÎÙ 2n−⌊log2 n⌋−1,ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÈ ÓÕÍÍÁ per(A) ÔÁËÖÅ ËÒÁÔÎÁ 2n−⌊log2 n⌋−1 . �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.4. óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 3.5, n! ÎÅ ËÒÁÔÎÏ 2n−⌊log2 n⌋ �ÒÉ n = 2t − 1, t ∈ N. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÎÅËÒÁÔÎÏ 2n−⌊log2 n⌋, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÒÁÔÎÙ 2n−⌊log2 n⌋× ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.7. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ n = 2t−1, ÔÏ per(A) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÒÁÔÎÙÍ 2n−⌊log2 n⌋ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ A ∈ 
n. �



36 í. ÷. âõäòå÷éþ, á. ü. çõ�åòíáî, ë. á. �áòáîéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n 6= 2t−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈt ∈ N. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.7, ÄÌÑ n 6= 2t − 1 É m = 0; : : : ; n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÅ ÓÔÒÏÇÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:�2(2m · (n−m)!) > n− ⌊log2 n⌋ − 1:�ÁË ËÁË Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ:�2(2m · (n−m)!) > n− ⌊log2 n⌋:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ 
n ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ËÒÁÔÎÙ 2n−⌊log2 n⌋. �ÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁ, ÒÁ×ÎÁÑ per(A), ÔÁËÖÅËÒÁÔÎÁ 2n−⌊log2 n⌋. �÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á 
n, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.3, 1.4 É 1.5.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. 1. ðÒÉ n > 2 �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ 
nÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ.2. äÌÑ A ∈ 
3 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÞÔÏ per(A) ∈ {±2;±6}.3. äÌÑ A ∈ 
7 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 157 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ.4.äÌÑ A ∈ 
8 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1260 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. óÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3.�ÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [9℄.2. äÌÑ n = 3 ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.3 É 1.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ per(A) ∈ {±2;±6}.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ.3. äÌÑ n = 7 ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ per(A) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 25. �ÁË ËÁË |per(A)| 6 7! É per(A) 6= 0 (ÓÍ. [4, 8℄), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 12 ( 7!24 − 1) = 157 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ ÉÚ 
7.4. äÌÑ n = 8 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5 ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÞÉÓÌÏÍ 1260. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ä. ë. æÁÄÄÅÅ×, é. ó. óÏÍÉÎÓËÉÊ, óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ �Ï ×ÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, éÚÄÁÎÉÅ 9,îÁÕËÁ, íÏÓË×Á, 1968.2. R. A. Brualdi, H. J. Ryser, Combinatorial Matrix Theory, Cambridge Univ. Press,1991.
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