
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 439, 2015 Ç.à. á. áÌØ�ÉÎ, ÷. ó. áÌØ�ÉÎÁëïíâéîá�ïòîùå é óðåë�òáìøîùåó÷ïêó�÷á ðïìõçòõðð ó�ïèáó�éþåóëéèíá�òéã
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ P { ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ××ÅÄÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×-ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í × ÓÌÅÇËÁ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ i1; : : : ; ir, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ N = {1; : : : ; n}, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P , ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i1; : : : ; ir ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÓÔÏÌÂ�Å. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r(P)ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Ù P . éÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ� �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù,�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÜÔÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ-ÓÔÉ r(A) ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù,�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A. åÓÌÉ A { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ r(A)ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚÔÅÏÒÉÉ ðÅÒÒÏÎÁ{æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ÷ [1℄ �ÏÌÕÞÅ-ÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ðÅÒÒÏÎÁ{æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��ÙÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. äÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ-ÍÉ ÉÚ [1℄, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�, Ô.Å.ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏ-ËÉ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏ×, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀ-ÝÅÊ (s
rambling), ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å Å£ ÓÔÒÏËÉ ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓÔÏÌÂ�Å. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ { × ÔÅÏÒÉÉ�Å�ÅÊ íÁÒËÏ×Á { ÉÍÅÀÔ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÔÅÏÒÅÍÁ ðÅÒÒÏÎÁ{æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÉÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ, �Ï-ÌÕÇÒÕ��Ù ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.13



14 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ( [1, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3℄). ðÏÌÕÇÒÕ��Á P ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓ-ËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r(P) = 1.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ÅÄÉÎÉ�Å, É ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ×ÓÅÈ Å£ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ�ÒÅ×ÙÛÁÀÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÔÏÈÁÓÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å �Ï ÍÏÄÕÌÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞ-ÎÙÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ A. þÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔ-ÎÏÓÔÅÊ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �(A). ðÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �(P) = minA∈P
�(A).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ([1, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄). äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÓÔÏ-ÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(P) = r(P).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Å ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈÍÁÔÒÉ� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏÓ�ÅËÔÒÁ ÒÁ×ÎÏ ÉÎÄÅËÓÕ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÔÅÏÒÉÉ ðÅÒÒÏÎÁ{æÒÏ-ÂÅÎÉÕÓÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ Ó�ÅËÔÒÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù É Å£ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [1, Ó. 752℄).îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÁÂÏÔ [2, 3℄, × ËÏÔÏÒÙÈÔÅÍÙ ÓÔÁÔØÉ [1℄ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ×, �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ Á×ÔÏÒÁÍÉ [1℄. ÷ §2 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁÎÇÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù. ÷ §3 ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ �ÏÌÕ-ÇÒÕ�� Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÎÇÏÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ.÷ §4 ××ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÉÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ r(P) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ P . úÁÔÅÍ,× §5, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÏ× �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÍÏÎÏÇÅÎÎÏÊ�ÏÌÕÇÒÕ��Å, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A, É �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÑÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ É �ÅÌÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏ×, ××ÅÄ£ÎÎÙÈ × [2,3℄. ÷ §6 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈÍÁÔÒÉ�.
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§2. ï ÒÁÎÇÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Á P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅ-ÓËÉÈ), Ô.Å. P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Pn ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó n ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ. éÎÄÅËÓ j ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÍ ÉÎÄÅËÓÁ i, ÅÓÌÉ (A)ij > 0. ðÏÓËÏÌØËÕ × A ÎÅÔÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ i É j ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A (ËÏÒÏÞÅ {A-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏA-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ, Ô.Å. (A)il > 0É (A)jl > 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ l. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×A-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÄÅËÓÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A. ïÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙÍ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÎÄÅËÓÏ× × A-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÁÚÏ×£Í ÒÁÎÇÏÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(A).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �(A) = k, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉÎÄÅËÓÏ×, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÎÏ ÌÀÂÏÅ (k + 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× (�ÒÉ k < n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÁA-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÁ.óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ××ÉÄÕ ÉÈ �ÒÏÓÔÏÔÙ, �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á.ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(A) = 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ A ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÄÅËÓÁ, Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(A) = n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A ÎÅ ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÎÉËÁËÕÀ �ÁÒÕ ÉÎÄÅËÓÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� A ÓÏÄÅÒÖÁÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. åÓÌÉ A { Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á,ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-ÎÁ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅÉ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å.éÎÄÅËÓÙ i É j �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ P ⊆ Pn(Ô.Å. P-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ∈ P .éÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: r(P) ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÞÉÓÅÌ k, ÄÌÑ



16 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P .óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÙ × [3℄ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A;B ∈ Pn.ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i É j A-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ AB-ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÙ.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i É j B-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏÉÎÄÅËÓÙ i É j AB-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ.ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÁÔÒÉ� A;B ∈ Pn Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(AB) 6 min(�(A); �(B)):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i É j AB-ÎÅÓÏ×ÍÅÓ-ÔÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ É A-ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(AB) 6 �(A):�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙi1; : : : ; ik (1)AB-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ ÉÈ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ j1; : : : ; jk ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÄÅË-ÓÙ jp É jq ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ B. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 2 ÉÎÄÅËÓÙ ip Éiq ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ AB-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ AB-ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÍÕ AB-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ ÉÎÄÅËÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ B-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÔÅÍÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(AB) 6 �(B); ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÎÇÏÍ ÓÔÑ-ÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ I(P) = {A ∈ P | �(A) = minB∈P
�(B)} (2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ∈ I(P), B { ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ P . ðÏ ÌÅÍ-ÍÅ 3 ÉÍÅÅÍ �(AB) 6 �(A), ÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÙÂÏÒÕ A, ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á ÚÄÅÓØ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ �(AB) = �(A), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,AB ∈ I(P). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ BA ∈ I(P). �éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎ �(A), r(A) É r(P) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�(A) > r(A) > r(P): (3)



ëïíâéîá�ïòîùå é óðåë�òáìøîùå ó÷ïêó�÷á ðïìõçòõðð 17îÁÚÏ×£Í ÍÁÔÒÉ�Õ A ∈ P ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÍÅÝÁÅÍÙÈ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÁÒ (ÎÅÒÁ×ÎÙÈ) ÉÎÄÅËÓÏ× ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ P .�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïr(P) = minA∈P
�(A):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (3) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(A) = r(P). ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Á P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÒÎÏ, Ô.Ë. �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 ÉÍÅÅÍ �(A) = n ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ∈ P ,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r(P) = n. �Å�ÅÒØ �ÕÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ �ÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×

P-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r(P) = r < n: äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �(A) = rÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ:ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ (r+1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, Ô.Å.ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× {i1; : : : ; ir+1}; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×(A)i1j1 > 0; : : : ; (A)ir+1jr+1 > 0ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ j1; : : : ; jr+1 �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ×ÅÌÉÞÉÎÙ r(P) = r ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÉÎÄÅËÓÁ, ÓËÁÖÅÍ, jp É jq , ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ B ∈ P . �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á AB, �Ï ÌÅÍÍÅ 1, ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ×ÓÅ �ÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2,ÏÎÁ ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ �ÁÒÕ ip É iq. ÷ÙÈÏÄÉÔ, ÞÔÏ AB ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ �ÁÒÉÎÄÅËÓÏ×, ÞÅÍ A, ÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÏ-×ÍÅÝÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. éÔÁË, ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(A) = r(P), ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. �éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÉÄÅÁÌÁ I(P).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. I(P) = {A ∈ P | �(A) = r(P)}:éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (3) É ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. r(P) = minA∈P
r(A):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÒÁ×ÅÎÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ Å£ ÍÏÎÏÇÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÏÌÕ-ÇÒÕ��.



18 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáäÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 [1℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ r(P) = 1, ÔÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÍÁÔÒÉ�Á A ∈ P , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(A) = 1, ÚÎÁÞÉÔ, �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ 1, A {ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ P ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ A, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅ£ �(A) = 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r(P) = 1, �ÏÓËÏÌØËÕÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÎÇ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÑÔØ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I(P), Ô.Å. ÉÍÅÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊÒÁÎÇ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÅÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ. íÁÔÒÉ�ÙA=


1 0 0 00 1 0 01 0 0 00 1 0 0; B=


1 0 0 00 1 0 01=2 1=2 0 01=2 1=2 0 0; I=


1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 (4)ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ, ÔÁË ËÁË A2 = AB = A, B2 = BA = B. ìÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ,ÉÄÅÁÌ I(P) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� A É B, ÎÏ ÌÉÛØ ÍÁÔÒÉ�Á B Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÅÊ.
§3. ðÏÌÕÇÒÕ��Ù Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉäÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÎÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ�ÒÉÍÅÒ (ÓÍ. [3, Ó. 19℄), ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ × ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ×ÁÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ�� ÍÁÔÒÉ� ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ (× ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ) × [1℄, ÓÍ.ÔÁËÖÅ [2℄. îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ËÌÁÓÓ �ÏÌÕÇÒÕ�� Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÏ-×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ [3℄. åÝ£ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ �ÏÌÕÇÒÕ�� Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÏ×ÍÅ-ÓÔÉÍÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × §5.÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-ÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÄÅÁÌÁ I(P), Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�Ù,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÎÇ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ r(P), ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ



ëïíâéîá�ïòîùå é óðåë�òáìøîùå ó÷ïêó�÷á ðïìõçòõðð 19�ÒÏÓÔÏ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÆÁËÔÙ ÉÚ [1℄ É [3℄. âÕÄÅÍ ÇÏ-×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Pn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ � = {�1; : : : ; �r}ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ �s ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ �t, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÁÔ ×ÓÅ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÏ×ÉÚ �s, �ÒÉÞ£Í Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÂÉ-ÅËÔÉ×ÎÏ. íÁÔÒÉ�Á A ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ �, ÅÓÌÉ A ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁÂÌÏËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÒÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÉÔ ÂÌÏË Ast, �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ �s, Á ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÏÌÂ�Ï× { ËÌÁÓÓÕ �t. þÉÓÌÏ ÂÌÏÞÎÙÈ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ �ÏÄÏÂÉÑ (�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ ÓÔÒÏË É ÔÁËÏÊ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ë ÆÏÒÍÅ,ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ� ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÔÏ ÏÎÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ÂÌÏÞÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ×ÉÄÕ (ËÁÖÄÁÑ ÂÌÏÞÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ É ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏÞÎÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÓÏÄÅÒÖÉÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÌÏË).÷ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ-�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁ-ÔÒÉ�Ù P ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Ë ÂÌÏÞÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕÂÌÏÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ r = r(P).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ�ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ P ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÎÄÅËÓÏ× N , ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÕÖÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÙ Ë ÂÌÏÞÎÏ ÍÏÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÂÌÏÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ r = r(P). �ÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I(P) ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÍÁÔÒÉ�, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. ÷ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÄÅÁÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÉÄÅÁÌÁ ÓÏ-×ÍÅÝÁÅÔ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ P-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÂÌÏÞÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P Ó ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ A1; : : : ; Ar ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(A) = �(A1) + · · ·+ �(Ar):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(A) = r ⇔ �(A1) = · · · = �(Ar) = 1:ïÔÓÀÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 1, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I(P) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ Å£ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. �ÁËÏÅ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ I(P)



20 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ P-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. �

§4. òÅÄÕË�ÉÑ Ë �ÅÌÙÍ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍîÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÌÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù, ××ÅÄ£ÎÎÏÅ × [3℄. éÎÄÅËÓi ∈ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P , ÅÓÌÉ A-�ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÁ i ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ P . ðÏÌÕÇÒÕ��Á
P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N �ÅÌÙÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÅÌÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏ×.÷ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÅÌÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÅ�ÕÓÔÏ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ �ÅÌÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅA ∈ P . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P , ÌÀÂÙÈ �ÅÌÏÇÏi É ÎÅ�ÅÌÏÇÏ j ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (A)ij = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ�ÅÌÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÏÄÎÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ �ÏÄÏÂÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ

( B 0D C ) (5)ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù, ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÅ ×ÅÒÈÎÉÊ ÌÅ×ÙÊ ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ�ÅÌÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ. îÁÚÏ×£Í ÜÔÕ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔØÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù
P É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ ÞÅÒÅÚ P̂. îÉÖÎÑÑ ÂÌÏÞÎÁÑ �ÏÌÏÓÁ ÍÁÔÒÉ� (5) ÏÔÎÏ-ÓÉÔÓÑ Ë ÎÅ�ÅÌÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ. äÁÌØÛÅ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ�ÅÌÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÕÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ë ×ÉÄÕ (5).ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ r(P) = r É ÄÁÎÏ P-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅË-ÓÏ×

{i1; i2; : : : ; ir}: (6)�ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÌÙÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÎÄÅËÓi1 ÎÅ�ÅÌÙÊ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ i1 É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
P-ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ j0 É j1. ðÕÓÔØ j2; : : : ; jr { ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ A-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i2; : : : ; ir. �ÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓÙj0; j1; j2; : : : ; jr (7)ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ P-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÁÒÁ ÉÎ-ÄÅËÓÏ× jp; jq (ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ �ÁÒÙ j0; j1) ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÁ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ B ∈ P , ÔÏ,



ëïíâéîá�ïòîùå é óðåë�òáìøîùå ó÷ïêó�÷á ðïìõçòõðð 21�Ï ÌÅÍÍÅ 2, ÉÎÄÅËÓÙ ip; iq ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ AB, ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (6) ÎÅÔ P-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. ÷Ù-ÈÏÄÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ P-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ (r + 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉÎÄÅËÓÏ×, ÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ r(P) = r. �éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù É ÌÅÍÍÙ 4 �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. éÎÄÅËÓ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÒÁ-×ÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ Å£ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ, Ô.Å. r(P) = r(P̂).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÕÄÏÂÎÅÅ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ P { �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� É
P̂ { Å£ �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ. �ÏÇÄÁ �(P) = �(P̂).÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÄÏËÁÖÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÄÅÁÌÁ I(P), ÏÔÎÏÓÑÝÅ-ÅÓÑ Ë ÎÅ�ÅÌÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ P { ÎÅ�ÅÌÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù A ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I(P) É ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÅÌÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A-ÄÏÓ-ÔÉÖÉÍÙÊ �ÅÌÙÊ ÉÎÄÅËÓ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÇÒÕ��Ù
P �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ë ×ÉÄÕ (5), ÔÏ × ÍÁÔÒÉ�Å A ∈ I(P) ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ �ÏÄÍÁ-ÔÒÉ�Ù D ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×

{i1; : : : ; ir; j}; (8)× ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒ×ÙÅ r = r(P) ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÅÍÍÅ 4, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ, j { ÎÅ�ÅÌÙÊ ÉÎÄÅËÓ. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÉÍÅÅÍ�(A) = r, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÀÂÙÈ r + 1 ÉÎÄÅËÓÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÁÒÕ A-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÓÏÓÔÁ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (8),ÍÁÔÒÉ�Á A ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÎÅ�ÅÌÙÊ ÉÎÄÅËÓ j Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÅÌÙÍ ÉÎÄÅË-ÓÏÍ ik. úÎÁÞÉÔ, (A)jl > 0 É (A)ik l > 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ l. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏ-ÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÉÎÄÅËÓ l, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÊ ÉÚ �ÅÌÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ik,ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �
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§5. óÌÕÞÁÊ ÍÏÎÏÇÅÎÎÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��ÙðÕÓÔØ A ∈ Pn. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÎÏÇÅÎÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ 〈A〉, �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A. ÷ÎÁÞÁÌÅ �ÕÓÔØ �ÏÌÕÇÒÕ��Á 〈A〉 �ÅÌÁÑ.ìÅÍÍÁ 5. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ �ÅÌÏÊ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��ÏÊ 〈A〉 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N , ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÉÎÄÅËÓÙ i1; i2 ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ak, ÉÎ-ÄÅËÓÙ i2; i3 ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Al. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k = l. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, k < l. �ÏÇÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 1, ÉÎÄÅËÓÙ i1; i2ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ É ÍÁÔÒÉ�ÅÊ AkAl−k = Al.éÔÁË, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ j1; j2 ÉÍÅÅÍ(Al)i1j1 > 0; (Al)i2j1 > 0; (Al)i2j2 > 0; (Al)i3j2 > 0:éÎÄÅËÓÙ j1; j2 ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Am ËÁË Al-�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌÉ �ÅÌÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i2. �ÏÇÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2, ÉÎÄÅËÓÙ i1, i3 ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍÁÔÒÉ�ÅÊ Al+m, �ÏÓËÏÌØËÕ Am-ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ÉÈ Al-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ { ÉÎ-ÄÅËÓÙ j1 É j2 . �ÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÅÍÍÁ 6. åÓÌÉ A { ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÁÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ�(A) = 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ Ó�ÅËÔÒA × ×ÉÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �1 =1; �2; : : : ; �n: äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.10℄

|�i| 6 Æ(A); i = 2; : : : ; n; (9)ÇÄÅ Æ(A) = 1−mini1;i2 ∑j min(ai1j ; ai2j). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÑÇÉ-×ÁÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Æ(A) < 1. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÇÒÁÎÉÞÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÏÄÅÒÖÉÔÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ { ÅÄÉÎÉ�Õ, Ô.Å. �(A) = 1. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A�(A) = r(A): (10)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÎÁÞÁÌÅ �ÕÓÔØ 〈A〉 { �ÅÌÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á. ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ Ë ÂÌÏÞÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-ÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÂÌÏÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ r(A). ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ k, �ÒÉ ËÏÔÏ-ÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á Ak �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I(〈A〉) É ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ Ak Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ



ëïíâéîá�ïòîùå é óðåë�òáìøîùå ó÷ïêó�÷á ðïìõçòõðð 23ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÌÅÍÍÕ 6, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�(Ak) = �(A) = r(A):÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (5), ÇÄÅ B { ÍÁÔÒÉ�Á,�ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù 〈A〉. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ k,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á Ak = ( Bk 0Dk Ck )�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I(〈A〉). ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 7, × ÍÁÔÒÉ�Å Dk ÎÅÔ ÎÕ-ÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù Ck ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ-�Ù, Ô.Å. ÄÌÑ Å£ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÉÍÅÅÍ ||Ck ||∞ < 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù Ck, Á �ÏÔÏÍÕ É ÍÁÔÒÉ�Ù C, �Ï ÍÏÄÕÌÀÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(Ak) = �(Bk), ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ �(A) = �(B). ðÏÌÕÇÒÕ��Á 〈B〉 �ÅÌÁÑ, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, �(B) = r(B). ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5,r(B) = r(A). éÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒ£È ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10). �äÏËÁÖÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 [1℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(P) = r(P):ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×�(P) = minA∈P
�(A) = minA∈P

r(A) = r(P):ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ �(P),×ÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8 É ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÑ 2.�Å�ÅÒØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑ 5 ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�(P) = r(P) = r(P̂) = �(P̂);ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ É ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.
§6. ðÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Pn �ÏÌÕÇÒÕ��Õ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n. íÁÔÒÉ�Á A ∈ Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅ-ÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁÖÄÏÊ Å£ ÓÔÒÏËÉ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÅÄÉÎÉ�Ù,Ô.Å. ||A||∞ 6 1. þÉÓÌÏ �(A) ÄÌÑ ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,



24 à. á. áìøðéî, ÷. ó. áìøðéîáÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å �Ï ÍÏÄÕÌÀ. äÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁ-ÔÒÉ� ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÁ �(P) ËÁË ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ minA∈P
�(A).òÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÄÌÑ �Ï-ÌÕÇÒÕ�� ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ�ÒÉ£ÍÁ. ðÕÓÔØ P { �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ P̃, �ÏÓÔÁ×É× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÓÑËÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅA ∈ P ÍÁÔÒÉ�Õ Ã = ( 1 0b A ) (11)�ÏÒÑÄËÁ n + 1, ÇÄÅ ÓÔÏÌÂÅ� b Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á Ã ÂÙÌÁÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ. úÁÄÁÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÕÇÒÕ�� P É P̃ . ðÏÓËÏÌØËÕ Ó�ÅËÔÒ ÍÁÔÒÉ�ÙÃ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ó�ÅËÔÒÁ A ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ �(A) = �(Ã)− 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ⊆ Pn ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁ-ÔÒÉ� ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(P) = r(P̃)− 1:éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(P) = 0 ÄÌÑ�ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Á P̃ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ. ìÅÇËÏ ×É-ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÔÉ�Á (11) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å£ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÓÔÑ-ÇÉ×ÁÅÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù Ã ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ||A||∞ < 1. ÷ ÉÔÏÇÅ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �(P) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Á PÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÒÉ�Õ A ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ||A||∞ < 1.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ�(P) = 0 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË ÞÁÓÔÉ ÎÅ�ÅÌÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ�� ÓÔÏ-ÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ�ÅÌÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P ÓÔÏÈÁ-ÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ë ÆÏÒÍÅ (5). ðÏÄÍÁÔÒÉ�Ù ÔÉ�Á C, Ô.Å.ÎÉÖÎÉÅ �ÒÁ×ÙÅ ÂÌÏËÉ ÍÁÔÒÉ� A ∈ P , ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÕÇÒÕ��ÕÓÕÂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7,ÅÓÌÉ A ∈ I(P), ÔÏ ||C||∞ < 1.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. V. Yu. Protasov, A. S. Voynov, Sets of nonnegative matri
es without positive prod-u
ts. | Linear Algebra Appl. 437 (2012), 749{765.
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