
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 438, 2015 Ç.í. î. äÅÍÞÅÎËÏï úáäáþå ïðòåäåìåîéñ éó�ïþîéëï÷ ÷÷ïìîï÷ïí õòá÷îåîééðÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ ÷ÁÓÉÌÉÀ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÕ âÁÂÉÞÕ
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�2t u− 
2�xu = 0; (1)u|t=0 = 0; �tu|t=0 = v: (2)æÕÎË�ÉÑ u(x; t) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ x ∈ R

d (d > 2), t > 0, ÓËÏÒÏÓÔØ 
(x)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C∞-ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. æÕÎË�ÉÑ v ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉ-ÔÅÌØ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
,
 ⊂ R
d+ = {x = (x1; · · · ; xd) ∈ R

d |xd > 0}:ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ� ⊂ {(x′; t) |x′ ∈ �R
d+; t > 0};Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ (× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ. ÷ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ v �Ï ÓÌÅÄÕu|�. ðÒÉ 
 = 1, d = 3, ÔÏÞÎÏÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ v Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÅÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÒÅÄÎÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕu(x′; t) = 14�t ∫

|y−x′|=t dSy v(y):÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×Ï�ÒÏÓ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏ-ÓÔÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ v. ðÕÓÔØ v ÉÍÅÅÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÒÙ×)ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S ⊂ 
. �ÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉu(x; t) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÌÕÞÅ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ [1℄, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ íÁÓÌÏ×Á [13℄ ÉÌÉ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× æÕÒØÅ [7, 10, 23℄. çÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×, ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ æÕÒØÅ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 14-01-31388 ÍÏÌ-Á, 15-31-20600 ÍÏÌ-Á-×ÅÄ,14-01-00535, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎÔÏÍ óðÂçõ 6.38.670.2013.104



ïðòåäåìåîéå éó�ïþîéëï÷ ÷ ÷ïìîï÷ïí õòá÷îåîéé 105ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ u|� (ÉÌÉ u), ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S É 
 = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÈÏ-ÖÄÅÎÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÅÊ v (ÆÏÒÍÁ S, ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁÚÒÙ×Á v ÎÁ S) ÎÅ-�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÑÍ u|� ÔÒÅÂÕÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÓÌÕÞÁÅ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍ-ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ: ÚÁÄÁÞÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁA, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A∗A, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f = Av, ÍÙ ÍÏÖÅÍ�ÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÕÎË�ÉÉ A∗f = A∗Av:÷ ËÁÞÅÓÔ×Å A ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ
Ov = �u|�;ÇÄÅ �(x′; t) > 0 { C∞-ÇÌÁÄËÁÑ ÓÒÅÚËÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÄÌÑ x′ ∈ �R

d+, t > 0,ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ � É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ × �.1 îÁÌÉÞÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÓÒÅÚËÉ ��ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ O, O∗ É O∗O ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ æÕÒØÅ (éïæ) (O∗ { ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ë O ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ L2-ÎÏÒÍÙ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ O∗Ov Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ × 
. íÙ�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ 
 (ÕÓÌÏ×ÉÑ 1-2 ×�. 2) ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ O∗O Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ �ÓÅ×ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ (ðäï) �ÏÒÑÄËÁ −2. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ:(O∗Ov)(y) = (2�)−d ∫
Rd d� eiy� b(y; �) v̂(�) + (OP−∞v)(y);OP−∞ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ −∞), v̂ {æÕÒØÅ-ÏÂÒÁÚ ÆÕÎË�ÉÉ v, b { ÓÉÍ×ÏÌ,b(y; �) ∼∑j>2 b(j)(y; �); b(j) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ − j �Ï �:ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÍÉËÒÏÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ðäï ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ (É, ÂÏÌÅÅÔÏÇÏ, ×ÏÌÎÏ×ÏÊ ÆÒÏÎÔ { ÓÍ. [10℄) ÆÕÎË�ÉÉ O∗Ov ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÉÎÇÕ-ÌÑÒÎÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ (×ÏÌÎÏ×ÏÍ ÆÒÏÎÔÅ) ÆÕÎË�ÉÉ v. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ vÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ S, ÏÂÒÁÚ O∗Ov ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-ÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ S. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ b(2)(y; �).1åÓÌÉ � ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ, ÆÕÎË�ÉÑ � ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ; × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÅÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (�R

d+ × (0;∞)) \ � { ÓÍ. [20℄.



106 í. î. äåíþåîëï÷ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÈÏÄÉÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
(y; �), y ∈ 
, � ∈ R
d \ {0}, ËÏ-ÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ,2×Ù�ÕÝÅÎÎÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ y × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �. åÓÌÉ ÜÔÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ �Å-ÒÅÓÅËÁÅÔ �R

d+ × ÔÏÞËÅ x′ É Ï�ÔÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ[y; x′℄ ÒÁ×ÎÁ t, �ÏÌÏÖÉÍ 
(y; �) = (x′; t)(ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ {ÓÍ. ÕÓÌÏ×ÉÅ 2). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïb(2)(y; �) =∑
±

14|�|2 ·

(x′)
(y)4 ·

�(x′; t)2
os�(y; �) ∣∣∣∣(x′;t)=
(y;±�); (3)ÇÄÅ �(y; �) { ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ y × ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÉ �, ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Õ �R
d+. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÍÍÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ (3) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ 
(y;±�) ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.çÌÁ×ÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ b(2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÅÊ v. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË-�ÉÀ v, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÚÒÙ× ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S. ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ

O∗O ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË −2, ÆÕÎË�ÉÑ w := O∗Ov ÉÍÅÅÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÎÁS ÍÌÁÄÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ { \ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ" ÎÁ S. ðÒÉ ÜÔÏÍ
−�w ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× ÎÁ S É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ[−�w℄y = b(2)(y; ny) [v℄y ; y ∈ S; ny − ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë S × y;ÇÄÅ [ · ℄y { ÓËÁÞÏË ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ y ∈ S. ÷ÙÂÏÒ ÚÎÁËÁ ny × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ b(2)(y; �) { ÞÅÔÎÁÑ �Ï �.åÓÌÉ b(2)(y; ny) 6= 0, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÒÁÚÒÙ× [v℄y ÞÅ-ÒÅÚ [−�w℄y (ÆÕÎË�ÉÑ w, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �Ï u|�). ëÁË×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3), ÕÓÌÏ×ÉÅ b(2)(y; ny) 6= 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ
(y; ny) ∈ �. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÞÁÓÔØÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÅÊ ÒÅÛÅÎÉÑ u, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÒÁÚÒÙ×ÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ× ÔÏÞËÅ y, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �. �ÏÇÄÁ × ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÑÈu|� ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÒÁÚÒÙ×Å v × ÔÏÞËÅ y. åÓÌÉ ÖÅ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ S ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ 
(y; ny) ∈ �, ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÆÕÎË�ÉÀ w, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÏÒÍÕ S É ÒÁÚÒÙ× ÆÕÎË�ÉÉ v ÎÁ S.2ðÏÄ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÓÀÄÕ × ÒÁÂÏÔÅ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ × Ï�ÔÉÞÅÓËÏÊÍÅÔÒÉËÅ.



ïðòåäåìåîéå éó�ïþîéëï÷ ÷ ÷ïìîï÷ïí õòá÷îåîéé 107÷ �. 4 ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÏÌÎÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ × �Ï-ÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÍÅÒÅ-ÎÉÑÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÒÅÄÙ. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ v × ÚÁÄÁÞÅ (1){(2).éÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÎÁÍÉ �ÏÄÈÏÄ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏ-ÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ë ÄÁÎÎÙÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ \ba
kproje
-tion operator". ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÓËÏ-ÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÄÎÁËÏ, Ë ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÂÌÉÖÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁ-ÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ó ÎÅ�ÏÌÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ [3, 8, 12, 15{17, 19℄,ËÏÇÄÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÞÁÓÔØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÅÊ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ éïæ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÂÅÒÅÔÎÁÞÁÌÏ × ÒÁÂÏÔÁÈ [5, 9℄.÷ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÔÅÏÒÉÑ éïæ É \ba
kproje
tion operator" ÂÙÌÉ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÙ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÓÅÊÓÍÉËÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÁÈ [11, 21℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÌÁÓØ ÌÉÎÅÁÒÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ { × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÏÎÏ×ÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ, �Ï ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ-ÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÚÁÄÁÞÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÏÌÎÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ×ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ { ÍÙ Õ�ÏÍÑÎÅÍ ÒÁÂÏÔÕ [2℄, Á ÔÁËÖÅ [14℄, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ. ðÒÉÜÔÏÍ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÏÞÎÏÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×, ÎÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.
§2. ðÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉäÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ O∗O ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÚÁ-ÄÁÞÉ ëÏÛÉ (1){(2), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ [22, §8.3℄. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÌÕÞÁÅ 
 = 1 ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ (ÍÅÔÏÄ æÕÒØÅ)u(x; t) = (2�)−d ∫

Rd d� eix� sin(t|�|)|�| v̂(�)= (2�)−d ∫
Rd d� ei(x�+t|�|)2i|�| v̂(�)− ∫

Rd d� ei(x�−t|�|)2i|�| v̂(�) ;



108 í. î. äåíþåîëïv̂ { æÕÒØÅ-ÏÂÒÁÚ ÆÕÎË�ÉÉ v. ÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÉËÓ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ éïæ3:u(x; t) =∑
±

(2�)−d ∫
Rd d� ei'±(x;t;�)a±(x; t; �) v̂(�); (4)a± ∼

∑j>1 a(j)± ; a(j)± ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ − j �Ï �;'±(x; t; �) ∈ R; '± ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 �Ï �:íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 0 < t < T , ÇÄÅ T > 0 { ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ� ⊂ �0 := �R
d+ × (0; T ): (5)æÁÚÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '±(x; t; �) É ÁÍ�ÌÉÔÕÄÙ a(j)± (x; t; �) ÉÝÕÔÓÑ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ËÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÀÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏ-ÇÏ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ [1, 18℄ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ñËÏÂÉ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�ÅÒÅÎÏÓÁ).îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎË�ÉÉ '±(x; t; �) É a(1)± (x; t; �). ÷Ù�ÉÛÅÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:'±

∣∣t=0 = x�; a(1)±

∣∣t=0 = ∓
12i|�| 
(x) : (6)æÕÎË�ÉÑ '± ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ(�t'±)2 − 
2 |�x'±|

2 = 0ÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ñËÏÂÉ�t'± ± 
 |�x'±| = 0: (7)äÁÌÅÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ ' := '+, a(1) := a(1)+ (ÆÕÎË�ÉÉ'−, a(1)− Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (15)). ÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (7),H(x; �) = 
(x)|�|É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ÄÌÑ x(t) ∈ R
d; �(t) ∈

R
d \ {0} dxdt = ��H = 
 �

|�| ; d�dt = −�xH = −|�| �x
; (8)3úÁ �ÏÄÒÏÂÎÙÍÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÈ æÕÒØÅ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ,ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ) ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ËÎÉÇÁÍ [7,10,23℄.



ïðòåäåìåîéå éó�ïþîéëï÷ ÷ ÷ïìîï÷ïí õòá÷îåîéé 109x(0) = y; �(0) = �: (9)ëÒÉ×ÁÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË (x(t); t) ∈ R
d+1, ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÌÕÞ. ëÒÉ×ÁÑ x(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚÔÏÞËÉ y × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �. æÕÎË�ÉÀ ' ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ x, t, � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y, ÔÁËÏÅ ÞÔÏÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (8){(9) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ x(t) = x. �ÏÇÄÁ'(x; t; �) = t∫0 dt′ (� ��H −H)∣∣(x(t′);�(t′)) + y� = y�: (10)÷×ÅÄÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (y; t; �) 7→ x(y; t; �) := x(t), ÇÄÅ x(t); �(t) { ÒÅÛÅÎÉÅÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (8){(9). íÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅõÓÌÏ×ÉÅ 1. æÕÎË�ÉÑ 
 ∈ C∞(Rd) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
(x) > 
0 > 0. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ y 7→ x(y; t; �) { ÂÉÅË�ÉÑ × R

d �ÒÉ ÌÀ-ÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ 0 < t < T , � 6= 0, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ
∣∣∣∣
�x�y (y; t; �)∣∣∣∣ 6= 0(ÓËÏÂËÉ | · | ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÍÏÄÕÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ).þÅÒÅÚ y(x; t; �) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ y, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ x(y; t; �) = x. ÷ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÏÒÍÕÌÕ (10) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ'(x; t; �) = y(x; t; �) �: (11)ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1 ÆÕÎË�ÉÑ '(x; t; �) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ x ∈ R

d,� ∈ R
d \ {0}, 0 < t < T . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, C∞-ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(y; t; �) 7→ (x(y; t; �); t; �)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

d × (0; T ) × (Rd \ {0}). ñËÏÂÉÁÎ ÜÔÏ-ÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ |�yx| 6= 0. �ÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅC∞-ÇÌÁÄËÏÅ, É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (11)ÆÕÎË�ÉÑ y(x; t; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C∞-ÇÌÁÄËÏÊ.æÕÎË�ÉÑ ' ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 �Ï �. éÚ (11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ��'(x; t; �) = y(x; t; �): (12)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ���j (y(x; t; �)�) = yj(x; t; �) + �y��j (x; t; �) �: (13)



110 í. î. äåíþåîëï�ÏÞËÕ y(x; t; �) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÎÅÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ-ÓËÏÊ ÄÌÉÎÙ t, ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ x. íÁÌÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ Æ� ×ÅËÔÏÒÁ� �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ x, t �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÍÁÌÏÍÕ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÊÔÏÞËÉ Æy. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ Æy ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊÍÅÔÒÉËÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ Ë ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ × ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏ× ÍÌÁÄÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (13) ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÁÍ�ÌÉÔÕÄÅ a(1). æÕÎË�ÉÑ a(1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ �ÅÒÅÎÏÓÁ�t' · �ta(1) − 
2�x' · �xa(1) + 12 (�2t '− 
2�x') a(1) = 0:ðÕÓÔØ x(t); �(t) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (8)-(9). ä×Á �ÅÒ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅ-ÍÙÈ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÄÁÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ a(1) ×ÄÏÌØ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÌÕÞÁ (x(t); t):�t' · �ta(1) − 
2�x' · �xa(1) = �t' ·
ddta(1)(x(t); t; �):÷×ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØÀ ÌÕÞÅÊ, ÓÌÅÄÕÑ [1℄:J(x; t; �) = 1
(x) ∣∣∣∣�x�y (y(x; t; �); t; �)∣∣∣∣ :óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ�2t '− 
2�x' = �t' ·


J ddt (J
 ) ∣∣∣∣x(t);t;�:õÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ
( ddta(1) + 12 
J ddt (J
 ) a(1)) ∣∣∣∣x(t);t;� = 0:éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (6), �ÏÌÕÞÁÅÍa(1)(x(t); t; �) = −12i|�| · 1
(y)2 ( 
J ∣∣∣∣x(t);t;�)1=2 : (14)æÕÎË�ÉÉ '−, a(1)− ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ', a(1) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ'−(x; t; �) = −'(x; t;−�); a(1)− (x; t; �) = −a(1)(x; t;−�): (15)



ïðòåäåìåîéå éó�ïþîéëï÷ ÷ ÷ïìîï÷ïí õòá÷îåîéé 111äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (1)-(2) ÎÕÖÎÙ ×ÓÅ ÞÌÅ-ÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÙ a(j)± { ÏÎÉ, ËÁË É a(1)± , ÉÝÕÔÓÑ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÁ, ÎÏ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ. äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ-ÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ éïæ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (4) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÅÝÅ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '± { ÍÙ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙËÌÁÄÏË. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (4) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉëÏÛÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë v {ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË.éÚ (4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ O ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ
O = O+ +O− +OP−∞; (16)ÇÄÅ O+ É O− { ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ éïæ(O±v)(x′; t) = (2�)−d ∫

Rd d� ei'±(x′;t;�)�(x′; t) a±(x′; t; �) v̂(�)Ó ÆÁÚÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ '±(x′; t; �) É ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁÍÉ �(x′; t) a±(x′; t; �).íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ O± ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × 
, × ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × �0 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ� = 0 ×ÎÅ �). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ '±(x′; t; �) ÍÙ ÔÁËÖÅÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ: ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ u ÍÏÖÎÏ ÓÕÖÁÔØ ÎÁ �0, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ u { ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ O∗+O+ É O∗
−O−(ÍÙ ××ÅÌÉ ÇÌÁÄËÕÀ ÓÒÅÚËÕ � × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ O ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË éïæ). üÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ðäï, ÅÓÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ C± Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×

O± Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ [7, 23℄. ëÁËÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÕÓÌÏ×ÉÑ.õÓÌÏ×ÉÅ 2.ïÔÒÅÚÏË ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÉÎÙ T , ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÎ-�Ï× ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ 
, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �R
d+ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ, �ÒÉÞÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ.ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ C± Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍC± = {(x′; t; �x′'±(x′; t; �); �t'±(x′; t; �); y; �) |(x′; t) ∈ �0; � ∈ R

d \ {0}; y ∈ 
; ��'±(x′; t; �) = y}:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ C+. ÷ ÓÉÌÕ (12) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ��'(x′; t; �) = yÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ y(x′; t; �) = y ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, x(y; t; �) = x′.



112 í. î. äåíþåîëï�ÁË ËÁË x′ ∈ �R
d+, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ x′ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ y × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �, Ó �R

d+.�ÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ t < T (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �0) É×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2. íÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (x′; t) =
(y; �). äÁÌÅÅ �x'(x′; t; �) = �(y; t; �);ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(y; t; �) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ x(y; t; �) Ó �ÏÍÏÝØÀÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (8)-(9). éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ñËÏÂÉ (7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�t'(x′; t; �) = −
(x′)|�(y; t; �)|:�Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÑÓÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ C±. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂ-ÎÏ ××ÅÓÔÉ (ÏÔËÒÙÔÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ 
 × (Rd \ {0}), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ(y; �), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (x′; t) = 
(y; �) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �0.éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏC± = {(x′; t; �′;∓
(x′)|�|; y; �) |(x′; t) = 
(y;±�); � = ±�(y; t;±�); (y;±�) ∈ K}:úÄÅÓØ �′ = (�1; : : : ; �d−1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C± Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÚ ±K × �0 × (Rd \ {0}). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ C± Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ËÁÎÏ-ÎÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ct+ ◦ C− = Ct
− ◦ C+ = ∅: (17)îÁ�ÒÉÍÅÒ, (y; �; y; �)∈Ct

− ◦C+, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ (x′; t; �′; �)
∈ �0 × (Rd \ {0}), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ (x′; t; �′; �; y; �) ∈ C+ É (x′; t; �′; �; y; �) ∈C−. îÏ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ C±, �ÅÒ×ÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ×ÌÅÞÅÔ ÚÁÓÏÂÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � < 0, Á ×ÔÏÒÏÅ { ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � > 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ×ÚÁÉÍÏÉÓËÌÀÞÁÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.

§3. çÌÁ×ÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ O∗O÷ ÓÉÌÕ (16) ÉÍÅÅÍ
O∗O = (O+ +O−)∗(O+ +O−) + OP−∞= O∗+O+ +O∗

−O− +O∗+O− +O∗
−O+ +OP−∞:éÚ (17) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ O∗+O− É O∗

−O+ { ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ëÁËÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ O∗+O+ É O∗
−O− Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÉÍÉ ðäï. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÌÁ×ÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ b(2) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ×



ïðòåäåìåîéå éó�ïþîéëï÷ ÷ ÷ïìîï÷ïí õòá÷îåîéé 113×ÉÄÅ b(2) = b(2)+ + b(2)− ; (18)ÇÄÅ b(2)+ É b(2)− { ÇÌÁ×ÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× O∗+O+ É O∗
−O−. äÁÌÅÅÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÁ b(2)+ . íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊÉÚ [23, §8.6℄, ËÏÔÏÒÁÑ × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄb(2)+ (y; �) = |�(x′; t) a(1)(x′; t; �)|2D(x′; t; �) ∣∣∣∣(x′;t)=
(y;�); (19)ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ 
(y; �) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �0, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅb(2)+ (y; �) = 0. æÕÎË�ÉÑ D Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍD(x′; t; �) = ∣∣∣∣ �2'�� �(x′; t) (x′; t; �)∣∣∣∣ :äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÏÖÉÍ := �'�x ; �'�x′ (x′; t; �) =  ′ = ( 1; : : : ;  d−1):÷ ÓÉÌÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ñËÏÂÉ (7) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï�'�t (x′; t; �) = −
(x′) | (x′; t; �)|;�ÏÜÔÏÍÕ �'�(x′; t) (x′; t; �) = ( ′;−
 | |)∣∣(x′;t;�);

∣∣∣∣
�2'�� �(x′; t) (x′; t; �)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣�( ′;−
 | |)�� ∣∣∣∣ = ∣∣∣∣�( ′;−
 | |)� ∣∣∣∣ ·

∣∣∣∣
� �� ∣∣∣∣ :äÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÍ

∣∣∣∣
�( ′; 
| |)� ∣∣∣∣ = 
(x′) | d|

| | = 
(x′) 
os�(y; �)∣∣y=y(x′;t;�)(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �(y; �) { ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Õ �R
d+).äÁÌÅÅ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (12), ÉÍÅÅÍ

∣∣∣∣
� �� ∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ��� (�'�x)∣∣∣∣= ∣∣∣∣ ��x (�'��)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣�y�x (x′; t; �)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣�x�y (y; t; �)∣∣∣∣y=y(x′;t;�)∣∣∣∣∣−1 ;
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� �� ∣∣∣∣ = 1
(x′) J(x′; t; �) :éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁD(x′; t; �) = 
os�(y; �)J(x′; t; �) ∣∣∣∣y=y(x′;t;�):÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (19) ÆÕÎË�ÉÑ D(x′; t; �) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÔÁËÉÈx′; t; �, ÞÔÏ y(x′; t; �)∈
. �ÏÇÄÁ 
os�(y; �) 6=0 × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2. �Å�ÅÒØ�ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ D É (14) ÄÌÑ a(1) × (19):b(2)+ (y; �) = 14|�|2 ·


(x′)
(y)4 ·
�(x′; t)2
os�(y; �) ∣∣∣∣(x′;t)=
(y;�):ðÒÏ×ÅÄÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ b(2)− , Ó ÕÞÅÔÏÍ (18) ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (3). îÁÛÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ 1, 2 ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ O∗O Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ðäï× 
 �ÏÒÑÄËÁ −2, ÄÌÑ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (3).

§4. úÁÄÁÞÁ × �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ×ÏÌÎÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ × �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (x ∈ R
d+, t > 0):�2t ũ− 
2�xũ = 0; (20)�ũ�xd ∣∣∣∣xd=0 = 0; (21)ũ|t=0 = 0; �tũ|t=0 = v: (22)üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÅÓÌÉ 
(x) = 
onstÄÌÑ x, ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �R

d+. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÏÄÏÌÖÉÍ 
 ËÁË ÞÅÔ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xd É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ (1){(2) Ó ÔÏÊ ÖÅÆÕÎË�ÉÅÊ v, ÞÔÏ É × (22). òÅÛÅÎÉÑ u É ũ Ó×ÑÚÁÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:ũ(x; t) = u(x; t) + u(x1; · · · ; xd−1;−xd; t);ÏÔËÕÄÁ ũ|� = 2u|�:
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Õv = �ũ|�;�ÒÉÞÅÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ

Õ = 2O; Õ∗Õ = 4O∗O:ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÉ (1){(2), ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎË-�ÉÉ v × ÚÁÄÁÞÅ (20){(22) �Ï ũ|� ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ Õ∗, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ [4℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÎÁÞÁÌØÎÏ-ËÒÁÅ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ × ÏÂÌÁÓÔÉ x ∈ R
d+, 0 6 t 6 T (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, TÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (5)):�2t Ũ − 
2�xŨ = 0;�Ũ�xd ∣∣∣∣xd=0 = −�f;Ũ |t=T = �tŨ |t=T = 0;f { ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �. ï�ÅÒÁÔÏÒ Õ∗ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

Õ∗ : f 7→
1
2 Ũ |
×{t=0}:ðÏÍÉÍÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×, Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Õ É Õ∗ ÕÞÁÓÔ-×ÕÀÔ × ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ BC-ÍÅÔÏÄÏÍ (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÖÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÕÀ ÒÁÂÏÔÕ [4℄). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÌÁÄËÏÊ ÓÒÅÚËÉ �, Á 
 { ÜÔÏ ×ÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ×ÏÌÎÙ (× ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ 
 { ÏÂÌÁÓÔØ, × ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ). åÝÅ ÏÄÎÏ ÏÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏ × BC-ÍÅÔÏÄÅ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÍ Ë ×ÏÌÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÇÌÁ×ÎÕÀ ÒÏÌØÉÇÒÁÅÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Õ
2Õ∗, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Õ∗Õ ÉÌÉ,ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÚÎÁÞÎÏ, 
 Õ∗Õ
. óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ó×ÑÚØ Õ
2Õ∗É 
 Õ∗Õ
: ÓÕÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÑÄÒÁÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. éÚ ÜÔÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏ×�Á-ÄÅÎÉÅ ÉÈ Ó�ÅËÔÒÏ× ×ÎÅ ÎÕÌÑ (�Ï×ÅÄÅÎÉÅ Ó�ÅËÔÒÁ × ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄).ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. í. âÁÂÉÞ, ÷. ó. âÕÌÄÙÒÅ×, é. á. íÏÌÏÔËÏ×, ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÊÌÕÞÅ×ÏÊ ÍÅÔÏÄ: ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ×ÏÌÎÙ, ìÅÎÉÎÇÒÁÄ, éÚÄ-×Ï ìçõ, 1985.
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