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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅóÏÚÄÁÎÎÁÑ è£ÒÍÁÎÄÅÒÏÍ ÔÅÏÒÉÑ ×ÏÌÎÏ×ÙÈ ÆÒÏÎÔÏ× ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ, ×�ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ×ÏÌÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÒÅÍÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

�u = uxx + uyy + uzz − 
−2utt = 0; 
 = 
onst > 0; (1)ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÓÉÎÇÕ-ÌÑÒÎÏÓÔØ × ÏÄÎÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ r = (x; y; z) ∈ R
3, �ÒÉÞÅÍÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÂÅÖÉÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 
 ×ÄÏÌØ (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ) �ÒÑ-ÍÏÊ. ðÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎ × [1, ÓÔÒ. 328℄ É ÏÂÓÕÖÄÁÌÓÑÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ × [2℄.ëÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R

3, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ t ËÁË ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÜÔÏ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÚÁ-×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ t), × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÏÄÎÁËÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, É ÆÕÎË�ÉÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÁ. äÒÕÇÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÓÀÄÕ × R
3 ÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ [1, 3℄.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÏ×ÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÒÉÍÅÒÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ âÅÊÔÍÅÎÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. äÏ ÓÉÈ �ÏÒ �Õ-ÔÅÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÓÉÌØÎÏ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÏÌÎÏ×ÙÅ �ÕÞËÉÉ ×ÏÌÎÏ×ÙÅ �ÁËÅÔÙ. îÉÖÅ ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÜÔÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÔÏÞÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 14-01-00535.73



74 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéê, á. ð. ëéóåìå÷, á. í. �áçéòäöáîï÷
§2. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÓËÁÖÁÀÝÉÅÓÑ ×ÏÌÎÙ.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ âÅÊÔÍÅÎÁîÁÞÎÅÍ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄) ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × �ÒÉÎÑÔÏÊ ÓÅÊÞÁÓ ÆÏÒÍÅ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÓËÁÖÁÀ-ÝÅÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu = gf(�) (2)ÇÄÅ ÆÁÚÁ (\ÆÁÚÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ" × [4℄) � = �(r; t), r = (x; y; z) É ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ(\ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ" × [4℄) g = g(r; t) { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, Á ÆÏÒÍÁ ×ÏÌÎÙ f = f(�) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ. ëÕÒÁÎÔ É çÉÌØÂÅÒÔ [4℄ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉÓ XVIII ×ÅËÁ. üÔÏ �ÌÏÓËÁÑ ×ÏÌÎÁ Ó � = z − 
t, g ≡ 1 É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ×ÏÌÎÁ Ó � = 
t− |r|, g = |r|−1, ÇÄÅ |r| =√x2 + y2 + z2. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ× ËÁÞÅÓÔ×Å f ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.÷ �ÅÒ×ÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÆÕÎË�ÉÑ (2) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1) ×Ï ×ÓÅÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å-×ÒÅÍÅÎÉ R

3×R. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ (1) ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ r = 0 �ÒÉ ×ÒÅÍÅÎÁÈt ∈ supp f .óÅÊÞÁÓ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ { ÏÓÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ âÅÊÔÍÅÎÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ( ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄) � = �+ �2� − ia ; g = 1� − ia (3)ÇÄÅ � = z − 
t; � = z + 
t; � =√x2 + y2; (4)Á a > 0 { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ�ÒÉ ×ÓÅÈ (r; t) ∈ R3 ×R ÆÁÚÁ �, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3), �ÒÉÎÉÍÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Im �(r; t) > 0, �ÒÉÞÅÍIm �(r; t) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ {(r; t) : x = y = 0; z ∈
R; t ∈ R}.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ V = 1� − iaf(�) (5)ÇÄÅ ÆÁÚÁ � Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (3). åÓÌÉ(i) ÆÏÒÍÁ ×ÏÌÎÙ f(�) ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÔËÒÙÔÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ Im � > 0 É(ii) f(�) Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �ÒÉ Im � > 0.



ðòïó�ùå òåûåîéñ ÷ïìîï÷ïçï õòá÷îåîéñ 75�ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ (5) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1) ×Ï ×ÓÅÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å-×ÒÅÍÅÎÉ R
3 × R.ïÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ, ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [6℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊÔÏÞËÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × � = 0, ÔÏ (5) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1) �ÒÉ R

3×R\{(r; t) : x = y = 0; � = 0; � ∈ R}, Ô.Å. × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÒÅÍÅÎÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑÔÏÞËÉ
{r : x = y = 0; z = 
t}: (6)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÏÓÔÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÚÁ×ÙÛÅÎÏ.

§3. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ×ÏÌÎÙ÷ÙÂÅÒÅÍ × (5) ÆÏÒÍÕ ×ÏÌÎÙ f(�) = 1=�. òÅÛÅÎÉÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄV = 1� + ia 1� = 1�2 + �(� + ia) (7)É ÉÍÅÅÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ (6) Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ×ÄÏÌØ ÏÓÉ z. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó úÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 1, ×ÎÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË-�ÉÑ (7) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1). ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å-×ÒÅÍÅÎÉ R
3×R ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ V ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ x = y = 0, z = 
t.ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ�ÅÏÒÅÍÁ 2. æÕÎË�ÉÑ (7) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1)×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å-×ÒÅÍÅÎÉ R

3 × R = R
4 × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ.óÎÁÞÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ �ÒÏÓÔÁÑìÅÍÍÁ 1. æÕÎË�ÉÑ (7) ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ × R

4.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÈÏÔÉÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌJ
 := ∫
 dx dy dz dt |V | (8)ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ⊂ R
4.



76 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéê, á. ð. ëéóåìå÷, á. í. �áçéòäöáîï÷åÓÌÉ 
 ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ {� = 0; � = 0; � ∈
R} ⊂ R

4 ÆÕÎË�ÉÉ V , ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ 

−1 6 � 6 1; �1 6 � 6 �2; 0 6 x2 + y2 6 1;ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ V . ðÅÒÅÊÄÑ × (8) ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x; y; z; t)Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ (�; �; �; �), ÇÄÅx = � 
os�; y = � sin�; (9)�ÏÌÕÞÁÅÍJ
 = 12
 1

∫

−1 d� �2
∫�1 d� 1

∫0 �d� 2�
∫0 d� 1

√(�2 + ��)2 + a2�2 : (10)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ1
∫0 �d�
√(�2 + ��)2 + a2�2 = 12 1

∫0 ds
√(s+ ��)2 + a2�2= 12 ln(s+ �� +√(s+ ��)2 + a2�2)∣∣

∣

1s=0 : (11)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (11) × (10) É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÕÇÌÕ �, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌJ
 = �2
 1
∫

−1 d� �2
∫�1 d�(ln 1 + �� +√(1 + ��)2 + a2�2� +√�2 + a2 − ln |�|) ;ËÏÔÏÒÙÊ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ −∞ < �1;2 < +∞. ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÏÒÅÍÙ 2. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ V ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Ô. Å. ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ  =  (x; y; z; t) ∈ C∞0 (R4), ÓÍ. [7℄. óÏÇÌÁÓÎÏ ìÅÍÍÅ 1 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ (V;  ) := ∫

R4 dx dy dz dt V  : (12)íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ (�V;  ) := (V;� ) = 0 (13)



ðòïó�ùå òåûåîéñ ÷ïìîï÷ïçï õòá÷îåîéñ 77ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ  ∈ C∞0 (R4). ðÅÒÅÊÄÑ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (z; t) Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ(�; �), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (13) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ(�V;  ) = 12
 ∫
R4 dx dy d� d� V� : (14)÷ÏÌÎÏ×ÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (1) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

�w = 4w�� + wxx + wyy:÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (14) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË12
 lim
→+0 ∫

 dx dy d� d� V� ; (15)ÇÄÅ 

 = {|�| > 
; −∞ < x; y; � < ∞}. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ ×(15) Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ  ÄÁÅÔ
∫

 dx dy d� d� V� = ∫

 dx dy d� d�  �V
− 4 ∫

R3 dx dy d� (V� |�=−
 − V� |�=
) ; (16)ÇÄÅ V� = �V�� = −
�(�2 + �(� + ia))2 : (17)æÕÎË�ÉÑ V ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ × 

 ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÏÌÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ,�ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (16) ÉÓÞÅÚÁÅÔ. äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

−4 ∞
∫

−∞

d� ∞
∫0 �d� ( 
 (�;−
; �)(�2 − 
(� + ia))2 + 
 (�; 
; �)(�2 + 
(� + ia))2) ; (18)ÇÄÅ  (�; �; �) := 2�

∫0  (� 
os�; � sin�; �+ �2 ; � − �2
 )d�:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × (18) ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï �. úÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ p = 
−1=2� ÄÁÅÔ
∞
∫0 (  (
1=2p;−
; �)(p2 − (� + ia))2 +  (
1=2p; 
; �)(p2 + (� + ia))2) p dp: (19)



78 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéê, á. ð. ëéóåìå÷, á. í. �áçéòäöáîï÷÷×ÉÄÕ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ  (�; �; �), ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ (�; 
; �) =  (�; 0; �) +O(
): (20)ëÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,
∞
∫0 ( 1(p2 − (� + ia))2 + 1(p2 + (� + ia))2) p dp = 0; (21)ÞÔÏ, ×ÍÅÓÔÅ Ó (20) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ(19):

∞
∫0 ( 1(p2 − (� + ia))2 + 1(p2 + (� + ia))2)
( (
1=2p; 0; �)−  (0; 0; �)) p dp: (22)÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ  (�; �; �), ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (22) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ�ÒÉ 
 → +0.íÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ (15) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ (13). �ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

§4. ïÂÏÂÝÅÎÉÑðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ âÅÊÔÍÅÎÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ ×ÏÌÎÙ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÓÉÎ-ÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ.÷ÏÚØÍÅÍ × (5) f(�) = 1� exp(2ka(1−√1− i�a )) ; (23)ÇÄÅ k > 0 ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ, Á ×ÅÔ×Ø ËÏÒÎÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ Re√1− i�=a > 0. ðÒÏÓÔÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×Ù-ÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (5) ÔÏÖÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÏÌÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1). �ÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ (6) ËÁË × �ÒÏÄÏÌØÎÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ (×ÄÏÌØ ÏÓÉ z), ÔÁË É × �Ï�ÅÒÅÞÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ (×ÄÏÌØ �)(ÓÍ. ÄÅÔÁÌÉ × [6℄).áÎÁÌÏÇÉ ÒÅÛÅÎÉÑ (2), (3) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÌÀ-ÂÙÍ m > 2 ÞÉÓÌÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ [8℄. æÁÚÁ, ËÏÔÏÒÁÑ× (3) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÅÊ,



ðòïó�ùå òåûåîéñ ÷ïìîï÷ïçï õòá÷îåîéñ 79ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÍÏÊ m(m− 1)=2 ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ, ÓÍ. [9℄. ðÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÔÁËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.á×ÔÏÒÙ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ ÷. í. âÁÂÉÞÕ, ë. âÁÒÄÏÓÕ, í. é. âÅÌÉÛÅ×Õ,÷. ÷. çÒÕÛÉÎÕ, í. ÷. ðÅÒÅÌØ É á. â. ðÌÁÞÅÎÏ×Õ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅ-ÎÉÑ.ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊÞÁÓÔÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ (7)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ, ÔÁË É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ (7)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1). ðÏ ÓÏ×ÅÔÕí. é. âÅÌÉÛÅ×Á ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÉÖÅ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ. éÔÁË,V = 1�2 + �� + ia� = V1 + iV2;ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉV1 = �2 + ��(�2 + ��)2 + a2�2 ; V2 = −a�(�2 + ��)2 + a2�2 (24)×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. ïËÒÕÖÉÍ ÔÏÞËÕ {� = 0; z = 
t} ∈ R
3 ÓÆÅÒÏÊ ÍÁÌÏÇÏÒÁÄÉÕÓÁ ": � = " 
os#; � = " sin#; # ∈ [0; �℄:�ÏÇÄÁ: V1 = "2 sin2 #+ �" 
os#("2 sin2 #+ �" 
os#)2 + a2"2 
os2 #= " sin2 #+ � 
os#"[(" sin2 #+ � 
os#)2 + a2 
os2 #℄ :ëÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,V1 = 





"−2; # = �=2; � ∈ R;0; # = 0 É # = �; � = 0;O("−1); # ∈ (0; �=2) ∪ (�=2; �); � 6= 0: (25)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,V2 = −a 
os#"[(" sin2 #+ � 
os#)2 + a2 
os2 #℄ = { 0; # = �=2;O("−1); # 6= �=2: (26)



80 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéê, á. ð. ëéóåìå÷, á. í. �áçéòäöáîï÷ï�ÅÎËÉ (25) É (26) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍÉ �Ï ÕÇÌÕ #. âÏÌÅÅ �Ï-ÄÒÏÂÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ (24) ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÁÎÁ-ÌÉÚÉÒÕÑ ÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ V1 = 
onst É V2 = 
onst. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �Ï-

òÉÓ. 1. óÅÞÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÉ V1�ÌÏÓËÏÓÔØÀ y = 0 �ÒÉ t = 1=2
.

òÉÓ. 2. óÅÞÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÉ V2�ÌÏÓËÏÓÔØÀ y = 0 �ÒÉ t = 1=2
.×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ z = 
t, ÓÇÕÝÁÑÓØ�ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÎÅÊ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÎÅÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ Ï�ÅÎÏË (25) É (26).
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òÉÓ. 3. V1 ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ z �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ � Ét = 1=2
.

òÉÓ. 4. V2 ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ z �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ � Ét = 1=2
. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ì. è£ÒÍÁÎÄÅÒ, áÎÁÌÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ I, í., íÉÒ, 1986.



82 á. ó. âìáçï÷åýåîóëéê, á. ð. ëéóåìå÷, á. í. �áçéòäöáîï÷2. á. ó. âÌÁÇÏ×ÅÝÅÎÓËÉÊ, ðÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ, ÒÅÛÅÎÉÑ âÅÊÔÍÅÎÁ É ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé, 426 (2014), 23{33.3. à. ÷. åÇÏÒÏ×, ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÔÉ�Á, îÁÕËÁ,í., 1984.4. ò. ëÕÒÁÎÔ, ä. çÉÌØÂÅÒÔ, íÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, II, í.{ì., ç��é,1945.5. P. Hillion,Generalized phases and nondispersive waves, | A
ta Appli
andae Math-emati
a 30, No. 1 (1993), 35{45.6. A. P. Kiselev, M. V. Perel, Highly lo
alized solutions of the wave equation. | J.Math. Phys., 41, No. 4 (2000), 1934{1955.7. é. í. çÅÌØÆÁÎÄ, ç. å. ûÉÌÏ×, ïÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍÉ, í.,æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1959.8. á. ð. Kiselev, í. ÷. ðÅÒÅÌØ, ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÓËÁÖÁÀÝÉÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. | äÉÆÆÅÒÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 38, No. 8(2002), 1128{1129.9. á. ð. ëÉÓÅÌÅ×, á. â. ðÌÁÞÅÎÏ×. �ÏÞÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÉÚ �ÁÒÁËÓÉÁÌØÎÙÈ. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ âÅÊÔÍÅÎÁ. | úÁ�.ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 393 (2011), 167{177.Blagovest
henskii A. S., Kiselev A. P., �Ágirdzhanov A. M. Simple so-lutions of the wave equation, singular at a ranning point, based on the
omplexi�ed Bateman solution.We suggest simple solutions of the homogeneous wave equation with
onstant propagation speed having a power-like singularity in a movingspatial point. The 
onstru
tion is are based on the 
omplexi�ed Bateman-type solution. Example of su
h a solution showing exponential de
ay withdistan
e from the singular point is presented. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 12 ÎÏÑÂÒÑ 2015 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔõÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÁÑ ÎÁÂ. 7/9,199034 óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ,òÏÓÓÉÑE-mail : a.blagovesh
hensky�spbu.ruó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á òáî, æÏÎÔÁÎËÁ 27,191023 ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : kiselev�pdmi.ras.ruéÎÓÔÉÔÕÔ �ÒÏÂÌÅÍ ÍÁÛÉÎÏ×ÅÄÅÎÉÑ òáî,âÏÌØÛÏÊ �Ò. ÷.ï., 61,199178 ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : aleksei.kiselev�gmail.
om


