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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅï ÓÔÁÔØÅ. îÁÓËÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Á×ÔÏÒÁÍ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÓÏ×ÅÔ-ÓËÏÊ (ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ) ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÏ×ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ×ÂÌÉÚÉ ËÁÕÓÔÉË ÂÙÌÏ ÎÁÞÁÔÏ ÷. í. âÁÂÉÞÅÍ × ÒÁÂÏÔÁÈ[2, 3℄1. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÓÌÕÖÉÌÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏ-ÎÁ (æð). äÁÌØÎÅÊÛÉÊ �ÒÏÇÒÅÓÓ ÂÙÌ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÎÚÁÔ-�Á áÄÁÍÁÒÁ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ íÁÓÌÏ×Á, ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É Ô.Ä. (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1,5℄). ïÄÎÁËÏ, �Ï ÎÁÛÅÍÕÍÎÅÎÉÀ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ æð-�ÏÄÈÏÄÁ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÉÓÞÅÒ�ÁÎÙ. åÇÏ �ÒÉ×ÌÅ-ËÁÔÅÌØÎÁÑ ÞÅÒÔÁ { ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔØ, { ÓÏÞÅÔÁÅÔÓÑ Ó ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÏÊ: ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÁÕÓÔÉËÁÈ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÍÁÌÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ. ïÔÌÉÞÉÅ ÎÁ-ÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÏÔ �ÉÏÎÅÒÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÷. í. âÁÂÉÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÎÉÉ ÍÅÔÏÄÁ Ó�ÕÓËÁ: ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ æð ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÄ×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.üÆÆÅËÔ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. ðÕÓÔØ A = (x; y; z) ∈ R

3 É t > 0. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÒÅÛÅÎÉÅ ( ×ÏÌÎÁ) u = u(A; t) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉutt −�u = 0; (A ; t) ∈ R
3 × (0;∞) ; (1.1)u∣∣t=0 = u0; ut∣∣t=0 = u1 ; A ∈ R

3; (1.2)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÏÌÎÏ×ÙÅ �ÏÌÑ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÒÁÚÒÙ×Ï×, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÌÑ ×ÂÌÉÚÉ ËÁÕÓÔÉËÉ.ðÏÄÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 14-01-00535á É óðÂçõ 6.38.670.2013.ðÏÄÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÏÍ óðÂçõ 6.38.670.2013.1÷ [3℄, Á×ÔÏÒÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÓÔÉÍÕÌÉÒÕÀÝÁÑ ÒÏÌØ ÒÁÂÏÔ áÄÁÍÁÒÁ, ×ÙÛÅÄÛÉÈ ×1929{1933 ÇÏÄÁÈ. 46
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1t ∫St(A) u0(B) d�B




+ 14� ∫St(A) u1(B) d�B ;ÇÄÅ St(A) := {B ∈ R

3 | |A−B| = t}. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ �ÒÉÍÅÍóÏÇÌÁÛÅÎÉÅ 1. ÷ÓÀÄÕ × ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÁÇÁÅÍ u1 ≡ 0, ÔÁË ÞÔÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ u(A; t) = 14� ddt 





1t ∫St(A) u0(B) d�B




(1.3)åÓÌÉ u0 ∈ C2lo(R3), ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ u ÂÕÄÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ u0), ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ uËÁË �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (1.3).÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÜÆÆÅËÔÙ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ ÜÎÅÒÇÉÉ ×ÏÌÎÙ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ×ÏÚØÍÅÍu0(B) = {0 ; |B| < r0 ;1 ; |B| > r0�ÒÉ r0 > 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (1.3) ÒÁ×ÅÎ �ÌÏÝÁÄÉ ÞÁÓÔÉ ÓÆÅÒÙ,ÌÅÖÁÝÅÊ × ÎÏÓÉÔÅÌÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ u0:

∫St(A) u0(B) d�B = � [St(A) ∩ suppu0℄ ; (1.4)ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ Ñ×ÎÏ.
• ðÕÓÔØ A = (0; 0; r0 − r) Ó r < r0. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍu(A; t) = 













0 ; 0 < t < r ;12 [ r0r0−r + 1r0−r (t− r)] ; r < t < 2r0 − r ;1 ; t > 2r0 − r (1.5)(ÓÍ. òÉÓ. 1).ðÏÌÁÇÁÑ O = (0; 0; 0), ÉÍÅÅÍ� [St(O) ∩ suppu0℄ = {0 ; 0 < t < r0 ;4�t ; t > r0 ;
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a) b)

)òÉÓ. 1. ÷ÏÌÎÙ × ÛÁÒÅ.ÞÔÏ ÄÁÅÔ u(O; t) (1:3);(1:4)= Æ(t− r0) + �(t− r0) ; (1.6)ÇÄÅ Æ(t) É �(t) = 12 [1 + sign t℄ , ÆÕÎË�ÉÉ äÉÒÁËÁ É èÅ×ÉÓÁÊÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. æÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ (1.5) É (1.6) ×�ÏÌÎÅ �ÒÏÓÔ.
• îÁÞÁÌØÎÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ u0 ÒÁÚÒÙ×ÎÏ: ÉÍÅÅÔÓÑ ÓËÁÞÏË ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sr(O)(O = (0; 0; 0)). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÌÎÁ u(·; t) ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÙ×ÎÁ: Õ ÎÅÅ ÅÓÔØÄ×Á ÓËÁÞËÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ ÛÁÒÁ |B| < r0 Ó ÅÄÉÎÉÞ-ÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, ÎÁÈÏÄÑÓØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S|t−r0|(O) 2. üÔÁ ÓÆÅÒÁ, { �ÅÒÅÄÎÉÊÆÒÏÎÔ, { ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÚÏÎÕ �ÏËÏÑ ÏÔ ÚÏÎÙ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ.
• ðÒÉ t = r ÆÒÏÎÔ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ A. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÓËÁÞÏË (ÁÍ�ÌÉ-ÔÕÄÙ 1) Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÏÔ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÏÞËÉ A′ = (0; 0; r0) ∈ Sr(O), ×ÄÏÌØÌÕÞÁ A′A, É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÔÏÞËÉ A Ó ÁÍ�ÌÉÔÕÄÏÊ r02(r0−r) . üÔÁ ÁÍ�ÌÉÔÕ-ÄÁ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ A ÂÌÉÖÅ Ë �ÅÎÔÒÕ O: × ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÜÆÆÅËÔÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ (ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ ÜÎÅÒÇÉÉ).2÷ÔÏÒÏÊ ÓËÁÞÏË ÎÁ St+r0(O) ÉÎÔÅÒÅÓÁ ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ.
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• ðÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÆÒÏÎÔ ÄÏÈÏÄÉÔ ÄÏ �ÅÎÔÒÁ �ÒÉ t = r0 ÉÓÏÚÄÁÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ (1.6), ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÏÊ × ÎÁÉ-ÂÏÌÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.
• ðÒÏÊÄÑ �ÅÎÔÒ, ÆÒÏÎÔ ÄÏÈÏÄÉÔ ÄÏ A × ÍÏÍÅÎÔ t = 2r0 − r, �ÒÉ ÜÔÏÍ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÓËÁÞÏË (ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ!). ðÅÒÅÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ ×ÙÚ×ÁÎÁÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÆÒÏÎÔÁ ×ÏÌÎÙ �ÒÉ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÆÏËÕÓÁ O.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ A, ÆÕÎË�ÉÀ ×ÒÅÍÅÎÉ u(A; · ) ÍÙÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÏÊ. ÷ ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ×ËÌÁÄ × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÅÊ-ÓÍÏÇÒÁÍÍÙ ÄÁÀÔ Ä×Á ÌÕÞÁ: A′A É A′′A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ËÌÁÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÕÞÁÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÎ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ ÉÌÉ ÎÅÔ.ëÏÎÅÞÎÏ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÌÕÞÅÊ × ÛÁÒÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÁ, É ËÁÕÓÔÉËÁ �Å-ÒÅÄÎÅÇÏ ÆÒÏÎÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÌÉÛØ ÔÏÞËÉ O. îÁÛÁ �ÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÏ× ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ (ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ)ÓÌÕÞÁÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍ u(A; · ) ÄÌÑ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÔÏÞËÉ A ÎÁ ÌÕÞÅ, ÉÓÈÏÄÑÝÅÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉÆÒÏÎÔÁ u0.÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ËÒÉ-×ÕÀ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É �ÒÉ×ÏÄÉÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ. ÷ ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÍÏÄÅÌØÎÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ,× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ×ÉÄÙ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ.
• á×ÔÏÒÙ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ ÷. í. âÁÂÉÞÕ É á. ð. ëÉÓÅÌÅ×Õ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

§2. ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ2.1. ëÁÕÓÔÉËÉ. ðÕÓÔØ L ⊂ R
2 { ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, � ⊂ L { (ÍÁÌÁÑ)ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, �ÏËÒÙ×ÁÅÍÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ �, n(�) { ÇÌÁÄËÏÅ�ÏÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë �, r(�) := {A ∈ R

2 | A =�n(�); � > 0} { ÌÕÞ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï
T := ⋃� r(�) ⊂ R

2ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÏÊ ÔÒÕÂËÏÊ (Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ �: ÓÍ. òÉÓ. 2a).ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ A = (x; y) ∈ T ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÌÕÞÅ r(�), ÔÁËÞÔÏ ÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ R
2 ÚÁÄÁÎÏ �ÁÒÏÊ �; � , { ÌÕÞÅ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-ÍÉ A. äÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÌÕÞÅ×ÙÈ:x = x(�; �); y = y(�; �).
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C := {(x; y) ∈ R

2 ∣

∣

∣

∣

det(x� x�y� y�) = 0} ;ÇÄÅ ( · )�;� { ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÕÓÔÉËÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÌÕÞÅÊ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ �. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ËÒÉ×ÁÑ, ÉÇÒÁÀÝÁÑ ÒÏÌØÏÇÉÂÁÀÝÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÕÞÅÊ r(�). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÓÁ x2a2 + y2b2 = 1É �ÁÒÁÂÏÌÙ y = x2, ËÁÕÓÔÉËÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ(ax) 23 + (by) 23 = (a2 − b2) 23 ; y = 12 + 3(x4)
23 (2.1)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. òÉÓ. 2 b,; F± É F ÓÕÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏËÕÓÙ).

a) b)
)òÉÓ. 2. ìÕÞÅ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ËÁÕÓÔÉËÉ.



ü÷ïìàãéñ òáúòù÷ï÷ ÷ïìîï÷ùè ðïìåê 512.2. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ. òÅÛÅÎÉÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉutt −�u = 0 ; (x ; y ; t) ∈ R
2 × (0;∞) ; (2.2)u∣∣t=0 = u0; ut∣∣t=0 = u1 ; (x ; y) ∈ R

2 : (2.3)�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ æð; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6℄. ïÄ-ÎÁËÏ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÁ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ Ó�ÕÓËÁ.üÔÏÔ �ÒÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍ ÆÁËÔÅ: ÅÓÌÉ u0 É u1 × (1.2) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔÏÔ z, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ u ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (1.1){(1.2) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔz É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ utt − uxx − uyy = 0.äÌÑ ÔÏÞÅË A = (x; y) ∈ R
2 É B = (x; y; z) ∈ R

3, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ A∗ :=(x; y; 0) ∈ R
3 É B∗ := (x; y) ∈ R

2. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÕÎË�ÉÑu(A; t) (1:3)= 14� ddt 





1t ∫St(A∗) u0(B∗) d�B




+ 14� ∫St(A∗) u1(B∗) d�B ; (2.4)ÇÄÅ u0; u1 ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÚ (2.3), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (2.2){(2.3).ðÕÓÔØ 
 ⊂ R

2 ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ�
(A) := {1 ; A ∈ 
 ;0 ; A 6∈ 
 :äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ëÏÛÉ (2.3) ×ÉÄÁu0 = �
 ; u1 = 0 ; (2.5)�ÏÌÕÞÉÍ u(A; t) (1:4);(2:4)= 14� ddt [� [St(A∗) ∩ 
∗℄t ] ;ÇÄÅ 
∗ := {B ∈ R
3 | B∗ ∈ 
}, É �[S℄ - �ÌÏÝÁÄØ S. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ,�ÌÏÝÁÄØ ÅÓÔØ� [St(A∗) ∩ 
∗℄ = 2 ∫∫Dt(A)∩
√1 + |∇z(x; y)|2 dx dy= 2 t ∫∫Dt(A)∩
 dx dy

√t2 − (x− xA)2 − (y − yA)2 ; (2.6)ÇÄÅ ËÒÕÇ Dt(A) = {M ∈ R
2 | |M −A| 6 t} = [St(A∗)℄∗



52 í. é. âåìéûå÷, á. æ. ÷áëõìåîëï, á. ñ. ëáúáëï÷Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅË�ÉÅÊ �ÏÌÕÓÆÅÒÙz = z(x; y) = √t2 − (x− xA)2 − (y − yA)2ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ z = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀu(A; t) (1:4);(2:6)= 12� ddt 





∫∫Dt(A)∩
 dx dy
√t2 − (x− xA)2 − (y − yA)2




; (2.7)ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÓÌÕÖÉÔ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÏ×ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ.2.3. óÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÙ.ëÒÉ×ÁÑ É ÏÂÌÁÓÔØ. ðÕÓÔØ �ÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ L ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÅÊ y = y(x)ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉy( · ) ∈ C4lo(R) ; y(0) = y′(0) = 0 ; y′′′(0) 6= 0 : (2.8)�ÏÇÄÁ y( · ) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅy(x) = y′′(0)2! x2 + y′′′(�(x))3! x3 ×ÂÌÉÚÉ x = 0 ; (2.9)ÇÄÅ �( · ) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É |�(x)| < |x|. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,�ÕÓÔØ y′′(0) > 0, ÔÁË ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ O = (0; 0) ËÒÉ×ÁÑ L ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÉÚÎÕ, ÒÁ×ÎÕÀ r0 = 1y′′(0) :ðÏÌÏÖÉÍ Ct(A) := �Dt(A) = {(x; y) | x2 + (y − r)2 = t2} :ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë O ËÁÕÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÌÕÞÅ y > 0ÂÕÄÅÔ A0 = (0; r0): ÜÔÏ ÔÁ ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Cr0(A0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÉ-ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ Ó ËÒÉ×ÏÊ y = y(x). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔy(x) − y0(x) = o(x2) ×ÂÌÉÚÉ x = 0 ;ÇÄÅ y0(x) := r0 − √r20 − x2 { ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔØ Cr0(A0).�Å�ÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ × (2.5) ×ÏÚØÍÅÍu0 = �
 ; 
 = {(x; y) ∈ R

2 | y 6 y(x)}É u1 = 0. îÁÛÁ �ÅÌØ { Ï�ÉÓÁÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÙ u(A; · ) ×ÔÏÞËÅ A = (0; r) ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÕÞÅ y > 0. îÁÍ ÎÕÖÎÏÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ: r < r0; r > r0, É (ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ) r = r0.



ü÷ïìàãéñ òáúòù÷ï÷ ÷ïìîï÷ùè ðïìåê 53óÌÕÞÁÊ r < r0. æÉËÓÉÒÕÅÍ A = (0; r) Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ r < r0.

t = r − Æ t = r + Æ
òÉÓ. 3. óÌÕÞÁÊ r < r0.

• ðÒÉ ×ÒÅÍÅÎÁÈ t<r, ÉÍÅÅÍDt(A)∩
=∅ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u(A; t) (2:7)= 0(ÓÍ. òÉÓ. 3).
• ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ t = r + Æ Ó ÍÁÌÙÍ Æ > 0. ïÂÌÁÓÔØ Dt(A) ∩ 
 6= ∅ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÒÉ×ÙÍÉ y = y(x) Éy = yÆ(x) := r − √t2 − x2 = r − √(r + Æ)2 − x2: (2.10)ïÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÒÎÑÍÉ x∗(Æ) < 0 É x∗(Æ) > 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y(x) =yÆ(x), �ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ Æ → 0 (ÓÍ. òÉÓ. 3).



54 í. é. âåìéûå÷, á. æ. ÷áëõìåîëï, á. ñ. ëáúáëï÷óÏÇÌÁÓÎÏ (2.9), �ÒÉ x∗(Æ) < x < x∗(Æ) ÉÍÅÅÍy(x) − yÆ(x) = Æ + 12 [y′′(0)− y′′Æ (0)℄x2 + 16 [y′′′(�(x)) − y′′Æ (�(x))℄ x3= Æ − 12 [ 1r + Æ − 1r0 ] x2 + �(x; Æ)x3= Æ − [2 +O(Æ)] x2 + �(x; Æ)x3= Æ − 2 2(x; Æ) (2.11)Ó  := √

|y′′(0)− y′′0 (0)|2 = √r0 − r2r0r ;  (x; Æ) = x [1 + o(1)℄ ; ′(x; Æ) = 1 + o(1) ;  ′(x; 0) = 1 ; (2.12)ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ o(1) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ x; Æ É ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ x → 0ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï Æ.éÎÔÅÇÒÁÌ × (2.7) ÅÓÔØ
∫∫Dt(A)∩
 : : : = x∗(Æ)

∫x∗(Æ) dx y(x)
∫yÆ(x) dy

√t2 − x2 − (y − r)2 (2:10)== x∗(Æ)
∫x∗(Æ)dx y(x)

∫yÆ(x) dy
√(r − yÆ)2 − (r − y)2 = x∗(Æ)

∫x∗(Æ) [�2 − arsin r − y(x)r − yÆ(x)] dx:ðÒÉÍÅÎÑÑ ddt Ó ÕÞÅÔÏÍ y(x∗(Æ)) = yÆ(x∗(Æ)); y(x∗(Æ)) = yÆ(x∗(Æ)), ÉÍÅÅÍu(A; t) (2:7)= − 12� x∗(Æ)
∫x∗(Æ) 1

√1− [ r−y(x)r−yÆ(x)]2 [

− r − y(x)[r − yÆ(x)℄2 ] [

−dyÆ(x)dt ] dx= 12� x∗(Æ)
∫x∗(Æ) (r + Æ)[r − y(x)℄[r − yÆ(x)℄2 dx

√[r − yÆ(x)℄2 − [r − y(x)℄2= 12� x∗(Æ)
∫x∗(Æ) �(x; Æ)

√y(x)− yÆ(x) dx (2.13)



ü÷ïìàãéñ òáúòù÷ï÷ ÷ïìîï÷ùè ðïìåê 55Ó �(x; Æ) := (r + Æ)[r − y(x)℄[r − yÆ(x)℄2 √2r − y(x)− yÆ(x) = 1√2r [1 + o(1)℄ ;ÇÄÅ o(1) →Æ→0 0 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï x ∈ (x∗(Æ); x∗(Æ)). ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ(2.11), ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ Æ, �ÏÌÕÞÉÍu(A; t) = �(~x(Æ); Æ)2� x∗(Æ)
∫x∗(Æ) dx

√Æ − 2 2(x; Æ)= 1 + o(1)2�√2r x∗(Æ)
∫x∗(Æ) dx

√Æ − 2 2(x; Æ) ; (2.14)ÇÄÅ x∗(Æ) < ~x(Æ) < x∗(Æ). úÁÍÅÎÑÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁs =  (x; Æ); x = x(s) (ÔÁË, ÞÔÏ dx = [ ′(x(s); Æ)℄−1 ds) É ÕÞÉÔÙ×ÁÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Á  (x∗(Æ); Æ) = −
√Æ ;  (x∗(Æ); Æ) = √Æ ;ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ (2.11), �ÏÌÕÞÁÅÍx∗(Æ)

∫x∗(Æ): : : = √Æ
∫

−
√Æ ds ′(x(s); Æ)√Æ − 2s2 (2:12)= 1 + o(1) arsin s√Æ ∣

∣

∣

∣

s=√Æs=−
√Æ= � [1 + o(1)℄ = �√ 2r0rr0 − r [1 + o(1)℄ :÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë (2.14) É ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÀ u(A; t) = 12 √ r0r0 − r [1 + o(1)℄ �ÒÉ t ∼ r + 0 (2.15)(ÓÍ. òÉÓ. 3).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓËÁÞÏË ÁÍ�ÌÉÔÕÄÙ 1 ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ O =(0; 0), Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ y > 0, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÔÏÞËÉ A = (0; r) �ÒÉt = r É �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÒÁÚÒÙ×. áÍ�ÌÉÔÕÄÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÎÁ 12√ r0r0−r ;ÏÎÁ ÒÁÓÔÅÔ �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ r Ë r0.



56 í. é. âåìéûå÷, á. æ. ÷áëõìåîëï, á. ñ. ëáúáëï÷�ÁËÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ×�ÏÌÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÚÄÅÓØ ÏÎÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ, ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÁÎÚÁÔ�Á áÄÁÍÁÒÁ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÁÉ Ô.�.: ÓÍ., e.g., [4℄.óÌÕÞÁÊ r > r0. æÉËÓÉÒÕÅÍ A = (0; r) Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ r > r0, É×ÙÂÅÒÅÍ ÍÁÌÏÅ Æ > 0. îÅ ÔÅÒÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ \ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ", ÓÌÕÞÁÊ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ òÉÓ. 4.
t = r − Æ t = r + Æ

òÉÓ. 4. óÌÕÞÁÊ r > r0.åÇÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑy(x) = yÆ(x) (= r − √(r ∓ Æ)2 − x2)ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏx−(Æ) → x−(0) < 0; x+(Æ) → x+(0) > 0; x∗(Æ) → 0; x∗(Æ) → 0 �ÒÉ Æ → 0:
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• ðÕÓÔØ t = r−Æ ÔÁË, ÞÔÏ yÆ(x) = r−√(r − Æ)2 − x2. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ× (2.11) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄy(x)− yÆ(x) (2:9)= −Æ+12 [y′′(0)− y′′Æ (0)℄x2+16 [y′′′(�(x)) − y′′Æ (�(x))℄ x3= −Æ + 2 2(x; Æ) (2.16)ÇÄÅ  = √

|y′′(0)− y′′Æ (0)|2 = √r − r02r0r ;  (x; Æ) = x [1 + o(1)℄ ; ′(x; Æ) = 1 + o(1) ;  ′(x; 0) = 1 : (2.17)ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, �ÒÉ×ÅÄÛÉÅ Ë (2.13), ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÍu(A; t) = 12� 





x∗(Æ)
∫x−(Æ) + x+(Æ)

∫x∗(Æ) 





�(x; Æ)
√y(x)− yÆ(x) dx (2.18)Ó �(x; Æ) := (r − Æ)[r − y(x)℄[r − yÆ(x)℄2 √2r − y(x)− yÆ(x) ; �(0; 0) = 1√2r : (2.19)�Å�ÅÒØ ×ÙÂÅÒÅÍ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÅ) " > 0 ÔÁË, ÞÔÏ (2.16) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÄÌÑ x ∈ (−"; ") É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍx∗(Æ)

∫x−(Æ) + x+(Æ)
∫x∗(Æ) = −"

∫x−(Æ) + x∗(Æ)
∫

−" + "
∫x∗(Æ) + x+(Æ)

∫" :ðÅÒ×ÙÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ 	1(Æ) := −"
∫x−(Æ) É 	4(Æ) := x+(Æ)

∫" ×ÅÄÕÔÓÅÂÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ �ÒÉ Æ → 0 É ÎÅ ÄÁÀÔ ×ËÌÁÄÁ × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ u(A; t). äÌÑÔÒÅÔØÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (x∗(Æ); Æ) (2:16)= √Æ;



58 í. é. âåìéûå÷, á. æ. ÷áëõìåîëï, á. ñ. ëáúáëï÷ÉÍÅÅÍ"
∫x∗(Æ) �(x; Æ)

√y(x)− yÆ(x) dx (2:16)= "
∫x∗(Æ) �(x; Æ)

√2 2(x; Æ) − Æ dx= "
∫x∗(Æ) �(x; Æ) ′(x; Æ) d ln [ (x; Æ) +√2 2(x; Æ) − Æ]= − �(x∗(Æ); Æ) ′(x∗(Æ); Æ) ln√Æ + ~	3(Æ) (2:17);(2:19)= 12√ r0r − r0 ln 1Æ +	3(Æ)Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ 	3(Æ), ÓÔÒÅÍÑÝÉÍÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ 	3(0) �ÒÉÆ → 0.ëÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ×ËÌÁÄ:x∗(Æ)

∫

−" �(x; Æ)
√y(x)− yÆ(x) dx = 12√ r0r − r0 ln 1Æ +	2(Æ):ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ (2.18) × ×ÉÄÅu(A; t) = 12�√ r0r − r0 ln 1r − t +	(t) ×ÂÌÉÚÉ t = r (2.20)Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ 	, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 	(r − 0) ËÏÎÅÞÎÏ.

• óÌÕÞÁÊ t→ r+0 ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ×�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÅÎ (2.20) É, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÅÊÓÍÏ-ÇÒÁÍÍÙ × ÆÏÒÍÅu(A; t) = 12�√ r0r − r0 ln 1
|t− r| +	(t) ×ÂÌÉÚÉ t = r; (2.21)ÇÄÅ 	 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 	(r ± 0).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÊÄÑ ÔÏÞËÕ ËÁÕÓÔÉËÉ A0 = (0; r0), ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÚ-ÎÁÞÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÙ× �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ.óÌÕÞÁÊ r = r0. éÓÓÌÅÄÕÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó \ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ", ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ, �ÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ òÉÓ. 5. �ÁËÖÅ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, ×ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë (2.8) ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ yIV (0) 6= 0. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ ÎÁÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ{ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÞÌÅÎÏ× ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.
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t = r − Æ t = r + Æ

òÉÓ. 5. óÌÕÞÁÊ r = r0.
• ðÕÓÔØ A = (0; r0) É t = r0 − Æ. õÞÉÔÙ×ÁÑ y′′(0) = 1r = 1r0 = y0(0),�ÏÌÕÞÉÍ y(x) − yÆ(x) = −Æ + y′′′(0)6 x3 + yIV (�(x))24 x4= −Æ + �3 3(x; Æ) (2.22)Ó � := [y′′′(0)6 ]

13 ;  (x; Æ) = x [1 + o(1)℄ ; ′(x; Æ) = 1 + o(1) ;  ′(x; 0) = 1 ; (2.23)ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ o(1) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ x; Æ É ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ x → 0ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï Æ. ðÅÒ×ÙÊ ËÏÒÅÎØ x∗(Æ) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y(x) − yÆ(x) = 0ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ Æ → 0 É� (x∗(Æ); Æ) (2:22)= Æ 13 : (2.24)



60 í. é. âåìéûå÷, á. æ. ÷áëõìåîëï, á. ñ. ëáúáëï÷äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ x∗(Æ) → x∗(0) > 0 �ÒÉ Æ → 0.æÉËÓÉÒÕÅÍ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (2.22) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ 0 < x < ". óÅÊÓÍÏ-ÇÒÁÍÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ × ×ÉÄÅu(A; t) = 12� 





"
∫x∗(Æ) + x∗(Æ)

∫" 





�(x; Æ)
√y(x)− yÆ(x) dx (2.25)Ó �(x; Æ) := (r0 − Æ)[r0 − y(x)℄[r0 − yÆ(x)℄2 √2r0 − y(x) − yÆ(x) ; �(0; 0) = 1√2r0 : (2.26)÷ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ �ÒÉ Æ → 0, Á �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅ "

∫x∗(Æ) �(x; Æ)
√y(x)− yÆ(x) dx (2:22);(2:24)= ∫  (";Æ)Æ 13� �(x(s); Æ) ′(x(s); Æ)√�3s3 − Æ ds= ∫ � (";Æ)Æ− 131 �(x( Æ 13� t) ; Æ) Æ 13� ′

(x( Æ 13� t) ; Æ) Æ 12√t3 − 1 dt (2:23);(2:26)== 1√2r0 [ 6y′′′(0)] 13 



∞
∫1 dt√t3 − 1 

 Æ− 16 [1 + o(1)℄ :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÕÞÅÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅu(A; t) (2:25)= − (r0 − t)− 16 + 	−(t) (2.27)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ − := 12�√2r0 [ 6y′′′(0)] 13 



∞
∫1 dt√t3 − 1 

É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ 	−, ÉÍÅÀÝÅÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ 	−(r0 − 0).
• ÷�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÓÌÕÞÁÑ t = r0 + Æ, ÄÁÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÙ (2.27) É ×ÅÄÅÔ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀu(A; t) (2:25)= ∓ |t− r0|− 16 + 	∓(t) �ÒÉ t ∼ r0 ∓ 0; (2.28)
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∞
∫

−1 dt√t3 + 1 

 ;É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ 	∓ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 	∓(r0 ± 0) 6=∞.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ËÁÕÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ A0 = (0; r0) ÜÆÆÅËÔ ÆÏËÕÓÉ-ÒÏ×ËÉ ×ÙÒÁÖÅÎ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÏ.÷Ù�ÕËÌÁÑ 
. ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÎÁ òÉÓ. 6, × ËÏÔÏÒÏÍ y′′(0) = − 1r0 < 0. ðÕÎËÔÉÒÎÁÑÌÉÎÉÑ ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ Ó ËÒÉ×ÏÊ y = y(x).
t = r − Æ t = r + Æ

òÉÓ. 6. ÷Ù�ÕËÌÁÑ 
.òÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏ×: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A = (0; r) (r > 0) ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ u(A; t) = {0; t < r ;12 √ r0r+r0 [1 + o(1)℄; t ∼ r + 0 :
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t = r − Æ t = r + Æ

òÉÓ. 7. ðÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ.éÔÁË, ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÜÆÆÅËÔ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ: ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ÓËÁÞËÁ ×A ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ r.2.4. ðÒÉÍÅÒÙ. úÄÅÓØ, Ï�ÕÓËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ Ó�ÉÓÏË ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÒÁÍËÁÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÅÈÎÉËÉ.ðÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ. ðÕÓÔØ 
 = {(x; y) ∈ R
2 | y 6 0} É A = (0; r) (r > 0).óÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(A; t) = �(t− r)2 ; (2.29)ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (2.2){(2.3) ×ÉÄÁu(x; y; t) = 12 [�(−y + t) + �(−y − t)℄ ;�ÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ òÉÓ. 7. áÍ�ÌÉÔÕÄÁ ÓËÁÞËÁ × ÍÏÍÅÎÔ t = r ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ r.
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 := {(x; y) ∈ R
2 | x2 + y2 > r0}.

• äÌÑ A = (0; r) Ó 0 < r < r0, ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 8.ðÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÓÕÔØ a = 12 √ r0r0−r , b = 12�√ r0r−r0 , ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó (2.15)É (2.21).

òÉÓ. 8. ëÒÕÇ.
• äÌÑ A = O = (0; 0), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (2.7) ÌÅÇËÏ ×ÅÄÅÔ Ëu(O; t) = {0; t < r0 ;t√t2−r20 ; t > r0 ; =t∼ r0+0  (t− r0)− 12 [1 + o(1)℄ (2.30)Ó  = √ r02 É ÄÁÅÔ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ òÉÓ. 9.ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ (t− r0)− 12 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÄÌÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÕ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ ÓÌÁÂÅÅ ÞÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÍ. (1.6).ðÁÒÁÂÏÌÁ. ðÕÓÔØ 
 := {(x; y) ∈ R

2 | y 6 x2}, ÔÁË ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ L ÅÓÔØ�ÁÒÁÂÏÌÁ Ó ËÁÕÓÔÉËÏÊ C ×ÉÄÁ (2.1). ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉA ×ÎÕÔÒÉ �ÁÒÁÂÏÌÙ, ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ rA(B) := |A−B| of B ∈ L ÍÏ-ÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎ, Ä×Á ÉÌÉ ÔÒÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ A′, {A′; A′′}, É {A′; A′′; A′′′}
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òÉÓ. 9. ëÒÕÇ.ÎÁ L. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ u(A; · ) ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÀÓ�Å�ÉÆÉËÕ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ  > 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

• ðÕÓÔØ A = (xA; yA) ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ �ÏÄ C ÔÁË, ÞÔÏx2A < yA < 12 + 3(xA4 )
23(òÉÓ. 10). äÌÑ ÎÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ rA( · ) ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÍÉÎÉÍÕÍ A′ ∈ L, ÉÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓËÁÞÏË �ÒÉ t = rA(A′), ËÏÔÏÒÙÊÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÀ r < r0 × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.3.

òÉÓ. 10. A ÎÉÖÅ C.
• åÓÌÉ A = (0; 12 ) { ×ÅÒÛÉÎÁ ÒÏÇÁ ÎÁ C (òÉÓ. 11), ÔÏ rA( · ) ÔÁËÖÅÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ �ÒÉ A′ = (0; 0), É ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁÉÍÅÅÔ ×ÉÄ u(A; t) = {0; t < 12 ; (t− 12)− 14 +	(t); t > 12 (2.31)



ü÷ïìàãéñ òáúòù÷ï÷ ÷ïìîï÷ùè ðïìåê 65Ó  = ∫ 10 dt√1−t4 É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ 	; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ |	( 12 + 0)| < ∞.
òÉÓ. 11. A × ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÏÇÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ ÎÁ ÒÏÇÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÎÏ ÜÆÆÅËÔ ÓÌÁÂÅÅÞÅÍ × �ÅÎÔÒÅ ËÒÕÇÁ (ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó (2.30)).

• äÌÑ ËÁÕÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ A ∈ C ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ó xA 6= 0 (òÉÓ. 12)ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Ä×Á ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÉÍÕÍÁ A′; A′′ ∈ L of rA( · ), �ÒÉ ÜÔÏÍ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ rA(A′) < rA(A′′).
òÉÓ. 12. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ A ∈ C.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ. ðÅÒ×ÁÑ { ÜÔÏÓËÁÞÏË, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓËÁÞËÏÍ, �ÒÉÛÅÄÛÉÍ ÉÚ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊÔÏÞËÉ A′; A′; ÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÀ r < r0 × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.3, ÅÇÏ ÁÍ-�ÌÉÔÕÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï (2.15). ÷ÔÏÒÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚÓËÁÞËÁ, �ÒÉÛÅÄÛÅÇÏ ÉÚ A′′, É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (2.28) (ÓÍ. ÓÌÕÞÁÊ r = r0 ×ÒÁÚÄÅÌÅ 2.3). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ × A × ÍÏÍÅÎÔ t = rA(A′′)ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÎÏ ÏÎÁ ÓÌÁÂÅÅ ÞÅÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ.
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• ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ A ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ xA 6= 0, yA > x2A, É yA > 12 + 3 (xA4 )

23 ,ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ËÁÕÓÔÉËÉ (òÉÓ. 13). òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ rA( · ) ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ { A′; A′′; A′′′ ∈ L. ìÕÞ AA′ ÅÓÔØ ÓÁÍÙÊËÏÒÏÔËÉÊ �ÕÔØ ÉÚ A ÄÏ L; AA′′ { ÓÁÍÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ �ÕÔØ ÉÚ A ÄÏ �ÒÁ×ÏÊ×ÅÔ×É L; ÌÕÞ AA′′′ { ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÁÕÓÔÉËÉ × C É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ �ÁÒÁÂÏÌÅ ×A′′. ðÒÉ ÜÔÏÍ rA(A′) < rA(A′′) < rA(A′′′).
òÉÓ. 13. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ A ∈ C.ëÁÖÄÙÊ ÌÕÞ �ÒÉ×ÎÏÓÉÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÅ ÓËÁÞËÉ × A′ É A′′ ÄÁÀÔ ÓËÁÞËÉ × A ×ÉÄÁ (2.15), ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔÓÌÕÞÁÀ r < r0 ÒÁÚÄÅÌÁ 2.3. óËÁÞÏË, ÉÄÕÝÉÊ ÉÚ A′′′, �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÁ-ÕÓÔÉËÕ × C, �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ (2.21) É �ÒÉ×-ÎÏÓÉÔ ÅÅ × ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ (ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ r > r0 ÒÁÚÄÅÌÁ 2.3).åÓÌÉ xA = 0; yA > 12 , ÔÏ rA(A′) = rA(A′′), É ÓËÁÞËÉ ÉÚ A′ É A′′�ÒÉÈÏÄÑÔ × A ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ÷ ÜÔÏÍ ÏÓÏÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÁÞËÉ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÙÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (2.15) É �ÒÏÓÔÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ. óËÁÞÏË ÉÚ A′′′ = (0; 0) ÄÁÅÔÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ t = yA.ëÕÂÉÞÅÓËÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÁ. äÌÑ ËÒÉ×ÏÊ L = {(x; y) ∈ R

2 | y = x3} É ÏÂÌÁ-ÓÔÉ 
 := {(x; y) ∈ R
2 | y 6 x3} ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÉÍ. ó�Å�ÉÆÉËÁ ÌÉÛØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Õ�ÌÏÝÅÎÉÑO = (0; 0) ∈ L, × ËÏÔÏÒÏÊ y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÁÎÁÌÉÚ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ.ðÕÓÔØ A = (0; r) ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ Õ�ÌÏÝÅÎÉÑ, ÎÏ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏ-ÔÙ, ÎÉÖÅ ËÁÕÓÔÉËÉ: ÓÍ. òÉÓ. 14. �ÏÇÄÁ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÁ-ÞÏË ×ÉÄÁ (2.15) �ÒÉ t = r, �ÒÉÛÅÄÛÉÊ ÉÚ O, �ÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÁÍ�ÌÉÔÕ-ÄÁ ÒÁ×ÎÁ 12 . ðÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ r. üÔÏÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ËÏÍ�ÅÎÓÁ�ÉÅÊ ÜÆÆÅËÔÏ× ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÎÁ
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{(x; y) ∈ L | − " < x < 0}. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁËÖÅ ËÁË É × �ÌÏÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÓÍ. (2.29) É òÉÓ. 7.

òÉÓ. 14. A ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ Õ�ÌÏÝÅÎÉÑ.
§3. �ÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ3.1. ëÁÕÓÔÉËÉ. ðÕÓÔØ S ⊂ R

3 ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, � ⊂ S(ÍÁÌÁÑ) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÊ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ� É �, n(�; �) { ÇÌÁÄËÏÅ �ÏÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë �,r(�; �) := {A ∈ R
3 | A = �n(�; �); � > 0} { ÌÕÞ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÏÒÍÁ-ÌØÀ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï T := ⋃�;� r(�; �) ⊂ R

3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÏÊ ÔÒÕÂËÏÊ((Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ �). ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ A = (x; y; z) ∈ T ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÌÕÞÅ r(�; �), ÔÁË ÞÔÏ ÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ × R
3 ÚÁÄÁÎÏ ÔÒÏÊËÏÊ �; �; � { ÌÕÞÅ×Ù-ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. äÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÌÕÞÅ×ÙÈ: x = x(�; �; �); y = y(�; �; �); z = z(�; �; �).íÎÏÖÅÓÔ×Ï

C := 





(x; y; z) ∈ R
3 ∣

∣

∣

∣

detx� x� x�y� y� y�z� z� z�

 = 0
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÕÓÔÉËÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÕÞÅÊ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ �. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × R

3.3.2. ðÒÉÍÅÒÙ. îÁÛ �ÏÄÈÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ æð, ×�ÏÌÎÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. ïÄÎÁËÏ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅÓØÍÁ ÇÒÏÍÏÚÄËÉ É ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ �Á-ÒÏÊ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×.
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 := {(x; y; z) ∈ R
3 | z 6 z(x; y)} ÓÇÌÁÄËÏÊ z(x; y), ÔÁËÏÊ ÞÔÏz(0; 0) = 0 ; ∇z(0; 0) = 0 ;É �ÏÌÁÇÁÅÍ u0 = �
 . äÁÌÅÅ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÅÒ×ÕÀ ÔÏÞËÕ ËÁÕÓÔÉ-ËÉ A0 = (0; 0; r0) ÎÁ ÌÕÞÅ z > 0, ÉÄÕÝÅÍ ÉÚ O = (0; 0; 0), É ÓÔÒÏÉÍÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ u(A; · ) × ÔÏÞËÅ A = (0; 0; r) Ó r < r0; r = r0; É r > r0 �ÏÆÏÒÍÕÌÅ u(A; t) (1:3);(1:4)= 14� ddt [� [St(A) ∩ 
℄t ] :ðÌÏÝÁÄØ ÄÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ� [St(A) ∩ 
℄ = ∫∫ pr[St(A)∩
℄√1 + |∇z(x; y)|2 dx dy ; (3.1)ÇÄÅ pr : (x; y; z) 7→ (x; y; 0) ÅÓÔØ �ÒÏÅË�ÉÑ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ× Ï�ÅÎËÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉ t ∼ r ±Æ (Æ → 0).ðÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. ðÕÓÔØ 
 := {(x; y; z) ∈ R

3 | z 6 x2 + y2}. ÷ ÜÔÏÍ ÏÓÅ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÕÞ z > 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÁÕÓÔÉÞÅ-ÓËÕÀ ÔÏÞËÕ (0; 0; 12 ), É ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÏÊ u(A; · ) ÄÌÑA = (0; 0; r) Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ r < 12 ; r = 12 , É r > 12 . ÷ ÓÉÌÕ ÏÓÅ×ÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ, pr[St(A) ∩ 
℄ ÅÓÔØ ÉÌÉ ËÒÕÇ, ÉÌÉ ËÏÌØ�Ï, ÉÉÎÔÅÇÒÁÌ × (3.1) ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ × �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ × (x; y)-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÏ×Ù.
• ðÒÉ r < 12 , ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(A; t) = {0; t < r ;+	(t); t > r (3.2)Ó  = 12(1−2r) É ÇÌÁÄËÏÊ 	 ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ 	( 12 + 0) = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓËÁÞÏË × ÍÏÍÅÎÔ t = r , ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÎÅÔ.
• ðÒÉ r = 12 , ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(A; t) = {0; t < 12 ;14 (t− 12)− 12 +	(t); t > 12 (3.3)Ó ÇÌÁÄËÏÊ 	 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |	( 12 +0)| <∞. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÆÆÅËÔ ÆÏËÕ-ÓÉÒÏ×ËÉ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, �ÒÉÞÅÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ × �ÅÎÔÒÅ ÛÁÒÁ(ÓÍ. (1.6)), ÎÏ ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÏÇÁ ÄÌÑ �ÁÒÁÂÏÌÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ



ü÷ïìàãéñ òáúòù÷ï÷ ÷ïìîï÷ùè ðïìåê 69(ÓÍ. (2.31)). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×�ÏÌÎÅ ÏÖÉÄÁÅÍÏ �Ï ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉ-ÑÍ.
• ðÒÉ r > 12 ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(A; t) = 









0; 0 < t < √r − 14 ;1 (t− √r − 14)− 12 − 2 �(t− r) + 	(t); t > √r − 14 (3.4)Ó 1 = (4r−1) 142 ; 2 = r2r−1 , É ÇÌÁÄËÉÍ 	. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ t = √r − 14 ÓÏ-ÚÄÁÀÔ ÓËÁÞËÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÁÒÁ-ÂÏÌÏÉÄÅ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ Ë (0; 0; r).
• ÷ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ z = ax2 + by2 Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ a; b ; 0 < b < a,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (3.2) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ  > 0), �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÔÏÒÁÑÓÔÒÏËÁ × (3.3) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄu(A; t) =  (t− r0)− 14 +	(t) ; t > r0 ; (3.5)Ó r0 = 12a ;  = 3a 14 (a− b)− 122� 1

∫0 √1− s4 ds ; (3.6)É ÇÌÁÄËÉÍ 	, ÔÁË ÞÔÏ ÆÏËÕÓÉÒÏËÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÌÁÂÅÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ a É b �ÏÓÔÏÑÎÎÙ, ÔÏ (0; 0; 0) ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÏÊ �ÁÒÁÂÏ-ÌÏÉÄÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ çÁÕÓÓÏ×Á ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ, Á (0; 0; r0) { ÏÓÔÒÉÅÒÏÇÁ ËÁÕÓÔÉËÉ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎ Ë z = a(x; y)x2 + b(x; y)y2 Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ a; b, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÍÉ 0 < b(0; 0) < a(0; 0) ; |∇a(0; 0)| + |∇b(0; 0)| 6= 0. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ (3.2) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ), ÎÏ, ×ÍÅÓÔÏ(3.3) É/ÉÌÉ (3.5), ÂÕÄÅÔu(A; t) =  (t− r0)− 16 +	(t) ; t ∼ r0 + 0Ó r0 = 12a(0;0) É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ  > 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔ-ÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÊ, ÞÔÏ ×�ÏÌÎÅ ÏÖÉÄÁÅÍÏ�Ï ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ.óÅÄÌÏ. ðÕÓÔØ 
 := {(x; y; z) ∈ R
3 | z 6 x2 − y2}. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÕÞz > 0, ÉÄÕÝÉÊ ÉÚ ÓÅÄÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ O = (0; 0; 0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀËÁÕÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ (0; 0; 12 ), ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÁÕÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÏ-ÇÁ. ï�ÕÓËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
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• ðÒÉ r < 12 , ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ × ÔÏÞËÅ A = (0; 0; r) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(A; t) = {0; t < r12√1−4r2 +	(t); t > r (3.7)Ó ÇÌÁÄËÏÊ 	, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ 	( 12+0) = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÓËÁÞÏË ×ÍÏÍÅÎÔ t = r . éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÅÇÏ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÕ Ó ÁÍ�ÌÉÔÕÄÏÊ ÓËÁÞ-ËÁ × ÓÌÕÞÁÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÙ (ÓÍ. òÉÓ. 14). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ r. æÏÒÍÁ ÓÅÄÌÁ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ É ÚÄÅÓØ ÏÄÎÁÞÁÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÅÄÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ (0; 0; 0) ÆÏËÕÓÉÒÕÅÔ ÌÕÞÉ, Á ÄÒÕ-ÇÁÑ ÒÁÓÆÏËÕÓÉÒÕÅÔ ÉÈ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (3.7), ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁÒÁÓÔÅÔ �ÒÉ r → 12 − 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ �ÒÅ×ÁÌÉÒÕÅÔ.
• ðÒÉ r = 12 , ÉÍÅÅÍ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕu(A; t) = {0; t < 12 ; (t− 12)− 14 +	(t); t > 12 (3.8)Ó  = 12� ∞

∫0 ds√s4 + 1 + s2É ÇÌÁÄËÉÍ 	 ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ |	( 12 +0)| <∞. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁÉÍÅÅÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÕÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÏÇÁ Õ�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ: ÓÍ. (3.3).
• ðÒÉ r > 12 É ×ÒÅÍÅÎÁÈ t ∼ r, × ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÅ ÅÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ: u(A; t) = 12�√4r2 − 1 ln 1

|t− r| +	(t) (3.9)Ó ÇÌÁÄËÏÊ 	 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |	(r)| <∞.
• ÷ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ z = ax2−by2 Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉa É b ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (3.7) É (3.9) (Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ), ÎÏ × (3.8) ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄu(A; t) =  (t− r0)− 14 +	(t); t > r0; (3.10)Ó r0 = 12a ;  = 3a 14 (a+ b)− 122� 1

∫0 √1− s4 ds; (3.11)



ü÷ïìàãéñ òáúòù÷ï÷ ÷ïìîï÷ùè ðïìåê 71É ÇÌÁÄËÏÊ 	. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ (3.11), ÎÕÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ b × (3.6)ÎÁ −b.ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ a É b �ÏÓÔÏÑÎÎÙ, ÔÏ × ÔÏÞËÅ(0; 0; 0) ÓÅË�ÉÏÎÎÁÑ ËÒÉ×ÉÚ-ÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, Á ÔÏÞËÁ (0; 0; r0) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÁÕÓÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÒÏÇÁ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÏÖÎÏÓ×ÅÓÔÉ Ë z = a(x; y)x2 − b(x; y)y2 Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ a; b �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ0 < a(0; 0) < b(0; 0); |∇a(0; 0)|+ |∇b(0; 0)| 6= 0:�ÏÇÄÁ (3.7) É (3.9) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙ, ÎÏ ×ÍÅÓÔÏ (3.8) ÉÌÉ (3.10), ÎÕÖÎÏ×ÚÑÔØ u(A; t) = ∓ |t− r0|− 16 +	(t) ; t ∼ r0 ∓ 0Ó r0 = 12a(0;0) , �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ∓, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÞ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉa(0; 0); b(0; 0); ax(0; 0); ay(0; 0); bx(0; 0); by(0; 0), É 	 { ÇÌÁÄËÏÅ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁ-ÂÅÊÛÅÊ. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. é. áÒÎÏÌØÄ, á. î. ÷ÁÒÞÅÎËÏ, ó. í. çÕÓÅÊÎ-úÁÄÅ, ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ô. 1. í., îÁÕËÁ, 1982.2. ÷. í. âÁÂÉÞ, òÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÎÅÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ×ÏÌÎ É ËÁÕÓÔÉËÉ. äÉÎÁÍÉÞÅ-ÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ IV. | õÞÅÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉ ìçõ, ìÅÎÉÎÇÒÁÄ(1958), 228{259.3. ÷. í. âÁÂÉÞ, áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ �ÏÌÑ ÎÅÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ×ÏÌÎÙ × ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ËÁÕÓÔÉËÉ. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÓÅÊÓÍÉÞÅ-ÓËÉÈ ×ÏÌÎ. | éÚÄ. ìçõ, ìÅÎÉÎÇÒÁÄ, 1961, ÓÔÒ. 115{144.4. ÷. í. âÁÂÉÞ, ÷. ó. âÕÌÄÙÒÅ×, áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÄÉÆÒÁË�ÉÉËÏÒÏÔËÉÈ ×ÏÌÎ. í., 1972.5. Yu. A. Kravtsov, Yu. I. Orlov, Caustis, atastrophes and wave �elds. Springer-Ver-lag, Berlin, Heidelberg, New-York, 1999.6. ÷. ó. ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×, õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. í., îÁÕËÁ, 1971.Belishev M. I., Vakulenko A. F., Kazakov A. Ya. Evolution of wave �eldjumps near austis (elementary approah).The Poisson formula solving a 3-dim Cauhy problem for the wave equa-tion is applied to study behavior of the wave �eld singularities (jumps) near
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