
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 437, 2015 Ç.á. á. ìÏÄËÉÎ, á. ò. íÉÎÁÂÕÔÄÉÎÏ×ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíáðáóëáìñ
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T : 
 → 
 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏ-ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (
;A; �), ÆÕÎË�ÉÀ g ∈ L2(
; �) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ Sgx(j) = j−1

∑k=0 g(T kx):ðÏ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ �.×. x ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ1n Sgx(n) −−−−→n→∞

∫
 g d�: (1)÷ ÒÁÂÏÔÅ [36℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÏËÁÚÁÎÏ (ÓÍ. [36, ÔÅÏÒÅ-ÍÁ 4℄), ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉÆÕÎË�ÉÀ f ∈ L2(
; �) É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ-×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ {Zi}∞i=0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎ �ÒÉÎ�É�ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ1:
|Sfx (n)− n−1

∑i=0 Zi|√n log logn −−−−→n→∞
0ÄÌÑ �-�.×. x ∈ 
. ðÏÜÔÏÍÕ × ÒÁÂÏÔÅ [24℄ ÅÅ Á×ÔÏÒÙ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ F ⊂ L∞(
; �), ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÇÕÔ�ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÞÅÍ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÎÉ�ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ (�ÁÒÁÍÅÔÒ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ { ÜÔÏx ∈ 
) ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ Sgx(j) ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ j ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑËÒÉ×ÁÑ �ÁËÁÇÉ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÒÁ×ÞÕËÁ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 14-01-00373.1óÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÙ [4, 5℄ É [30℄. 145



146 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ 1 6 j 6 ln(x); n ∈ N, ÌÉÎÅÊÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÉ-ÒÕÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ j ∈ N. þÔÏÂÙÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ n→ ∞,ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ x) ÍÏÍÅÎÔÙ\×ÒÅÍÅÎÉ" ln(x), ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÑÍ,Á ÔÁËÖÅ ×ÙÞÅÓÔØ \ÔÒÅÎÄ", ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ. ÷ ÉÔÏ-ÇÅ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ'gx;ln : [0; 1℄→ R; n ∈ N; ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ'gx;ln(x)(t) = Sgx(t · ln(x)) − t · Sgx(ln(x))Rgx;ln(x) ; (2)ÇÄÅ Rgx;ln(x) { ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ×ÙÂÉÒÁÅÍÙÊÒÁ×ÎÙÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ, ÅÓÌÉ maxt |Sgx(t · ln(x)) − tSgx(ln(x))| −−−→l→∞
0, É�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ×ÅÌÉÞÉÎÅ maxt |Sgx(t ln(x)) − tSgx(ln(x))| × �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ g É ÔÏÞËÉ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ln(x) ∈ N, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 'gx;ln(x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ'gx × ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÎÁ [0; 1℄, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÀ 'gx(·) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÅ-ÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÅÅ ÇÒÁÆÉË �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØln(x) ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ I = {0; 1}∞, ÓÎÁÂ-ÖÅÎÎÙÊ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× B, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ �ÉÌÉÎÄÒÉ-ÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ [x1; x2; : : : ; xn℄ = {y ∈ I | yi = xi; i = 1; : : : ; n},xi ∈ {0; 1}; n ∈ N, ÍÅÒÕ âÅÒÎÕÌÌÉ �p; Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

∏∞1 (p; 1− p) ÍÅÒ (p; 1− p); 0 < p < 1; É Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ P . á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÁÄÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ (ÓÍ. [1℄). ïÎ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ2 á. í. ÷ÅÒÛÉËÏÍ × [2℄ É ÉÚÕÞÁÌÓÑ× ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ, ÓÍ. ÓÔÁÔØÀ [3℄ É ÓÓÙÌËÉ × ÎÅÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [24℄ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁ-ÓËÁÌÑ (× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0; 1℄). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ F , ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÒÏÉÌÉÓØ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÙÓÔÕ�ÁÌÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï FN ; N ∈ N; �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÌÉÛØ ÏÔ �ÅÒ×ÙÈ N ËÏÏÒÄÉÎÁÔ3. ÷ [24℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÌÉÓØ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ g = g(x1; : : : ; xN ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ2üÔÏÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÎÅÅ (ÂÅÚ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ É Ó×ÑÚÉ Ó ÇÒÁÆÏÍðÁÓËÁÌÑ) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ × [21℄ É [26℄.3éÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÇÏ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ PN ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [0; 1℄ ÒÁÎÇÁ N × ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ [0; 1℄.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 147ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀov�p(g; N∑i=1 ri) 6= 0; N ∈ N; (3)ÇÄÅ ri(x) = (−1)xi ; i ∈ N; { ÆÕÎË�ÉÉ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ. çÒÁÆÉËÏÍ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ limn→∞
'gx;ln(x)(·), × ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3), ÄÌÑ �p-�.×. x �ÒÉ p = 1=2 ÏËÁÚÁÌÁÓØ ËÒÉ×ÁÑ �ÁËÁÇÉ, Á �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉ-ÑÈ p { ÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ, ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÆÕÎË�ÉÑ f�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ limn→∞

'fx;ln(x). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {ln(x)}n ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ×ÙÂÉ-ÒÁÅÍÙÅ �Ï ÔÏÞËÅ x (�ÏÄ)�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× (n(x)kn(x)); ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ kn(x)n(x) −−−−→k→∞
p. üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÒÁÂÏÔÙ [24℄ ÂÕÄÕÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 2{4ÎÉÖÅ.ïÄÎÁËÏ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3)) ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, × § 4.1 ÒÁÂÏÔÙ [24℄ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ p = 12 �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÊÉ �ÕÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÄÒÕÇÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ × ��. 4.1 É 4.2 Á×ÔÏÒÙ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕ-ÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ×ÙÄ×ÉÇÁÀÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ñ×ÌÑÌÁÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ �ÁËÁÇÉ.ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [9℄ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ p.�ÅÏÒÅÍÁ á. ðÕÓÔØ P { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅ-ÒÏÊ (I;B; �p), N { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É g ∈ FN { ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �p-�.×. x ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ-ÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ln(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ�ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ �g;xT 1p , ÇÄÅ �g;x ∈ {−1; 1}.çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ 12T 11=2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ �ÁËÁÇÉ.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉg ∈ FN × ÒÑÄ æÕÒØÅ �Ï ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÅÒÏÊ �p, ÆÕÎË�ÉÑÍ õÏÌÛÁ {wpt }∞t=1.



148 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ FN ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ãÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ FN ; ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m; 1 6 m 6 N ,ov�p(g; ∑t:s2(t)=mwpt ) = 0;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ s2(t) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ t:äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ wpt ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÉÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ Swptx ×Ù-ÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÏÌÉÎÏÍÙ ëÒÁ×ÞÕËÁ. ðÅÒÅÈÏÄ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2)ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ëÒÁ×ÞÕËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [10℄,×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÏÌÉÎÏÍÙ üÒÍÉÔÁ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÌÉÞ-ÎÙÅ ÏÔ ±T 1p ; Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅËx ÎÕÌÅ×ÏÊ �p-ÍÅÒÙ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ FN ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÉÎÏ-ÍÁ üÒÍÉÔÁ.òÁÂÏÔÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÒÁÂÏÔÙ [24℄. ÷ § 3 Ï�ÉÓÁÎ ËÌÁÓÓ ÆÒÁË-ÔÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, Á ÔÁËÖÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ �. 4.1 Ï�ÉÓÁÎÁ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅL2�p(I), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× æÕÒØÅ �Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÉÎ-ÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÁÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. ðÁÒÁÇÒÁÆ 4 �ÏÓ×ÑÝÅÎÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÒÁÂÏÔÙ. ÷ §5 ÄÁÎÁ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÎÁÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. îÁËÏÎÅ�, × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 6 �ÒÉ-×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ.á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ á. í. ÷ÅÒÛÉËÕ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ É �ÏÌÅÚ-ÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.
§2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ÅÒÛÉÎÕ (ÔÏÞËÕ) x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ I ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË x1; : : : ; xn
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xP (x)

1òÉÓ. 1. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÔÏÞËÕ x =0001110::: × Px = 1100001:::.îÁ ÔÏÞËÁÈ (�ÕÔÑÈ) Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ5(ÓÍ. [2℄): x 7→ Px; P (0m−l1l10 : : : ) = 1l0m−l01 : : : (4)(ÚÁ�ÉÓØ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ xi Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i > m+3 ÏÓÔÁ-ÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ). éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁðÁÓËÁÌÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÅ æÉÎÅÔÔÉ É ÚÁËÏÎÕ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù, { ÜÔÏÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÓËÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �p = ∏∞1 (p; 1− p), ÇÄÅ 0 < p < 1.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÕÔÉ (ÔÏÞËÉ) x = (x1; x2; : : : ; xn; : : : ) ÉÚ I ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Jn(x) �ÉÌÉÎÄÒ [x1; : : : ; xn℄. ÷ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ �ÉÌÉÎÄÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÅÒÛÉÎÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ In = n
∏1 {0; 1}. �ÏÇÄÁ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ ËÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ÷ÅÒÛÉÎÙ (�ÉÌÉÎ-ÄÒÙ), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÓÅÞÅÎÉÀ ËÕÂÁ In �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ Ó k ÎÕÌÑÍÉ, Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÎÙÅ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÜÔÁÖÉÂÁÛÅÎ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ, ÓÍ. [3℄. üÔÉ ÂÁÛÎÉ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅ-ÒÅÚ �n;k; 0 6 k 6 n; n ∈ N. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÁÛÎÑ �4;2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ�ÉÌÉÎÄÒÏ×:4é, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, n− k ÅÄÉÎÉ�.5ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ.



150 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷0 0 1 10 1 0 11 0 0 10 1 1 01 0 1 01 1 0 0 (5)îÁ ÔÏÞËÁÈ ÉÚ ÂÁÛÎÉ �n;k ⊂ I; 0 6 k 6 n; Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ�Ï ÏÂÙÞÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÕ x ∈ I , ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ i-Í ÜÔÁÖÅ ÂÁÛÎÉ �n;k,ÏÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÁ (i + 1)-Ê ÜÔÁÖ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÙÅ nËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ x.äÌÑ ÂÁÛÎÉ �n;k ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �n;k(i) �ÉÌÉÎÄÒ ÎÁ i-Í ÜÔÁÖÅÜÔÏÊ ÂÁÛÎÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ �4;2(1) = [1100℄: ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏn ÎÁÂÏÒ ÂÁÛÅÎ {�n;k}nk=0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ×ÓÅ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÉÌÉÎ-ÄÒÏ× ÄÌÉÎÙ n, ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ I ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁÖÅ iÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÁÛÎÉ �n;k(x). ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÚÁ ÓÞÅÔ×ÙÂÏÒÁ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {�nj ;kj}j ÂÁÛÅÎ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ ÎÏÍÅÒ ij(x) ÜÔÁÖÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ x, ÂÙÌ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÁÌ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÁÛÎÉ �nj ;kj .�ÅÏÒÅÍÁ 1 ([24℄ ÉÌÉ [23, ÌÅÍÍÁ 2.5℄). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 É ÄÌÑ �p-�.×. x ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÁÛÅÎ �nj ;knj , ÇÄÅ nj = nj(x),knjnj → p, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÉÌÉÎÄÒÏ× �nj ;knj (i),ÇÄÅ 1 6 i 6 "( njknj); �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ j.óÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ lj , ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ,ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ × ×ÉÄÅ ( njknj). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ tx ÎÏ-ÍÅÒÁ ix ÜÔÁÖÁ ÂÁÛÎÉ �nj ;knj ; ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ x, Ë ×ÙÓÏÔÅ ÂÁÛÎÉ,ÒÁ×ÎÏÊ ( njknj), ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ �Ï t ÆÕÎË�ÉÊ 'gx;l(t), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ (�ÏÄ)�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÁÛÅÎ �n�;k� ; ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ k�n� → p; ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ÂÁÛÎÅ �n� ;k� (1). ï�ÉÓÁ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ × ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ �p-�.×. x.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 151i âÁÛÎÑ �4;2 −r1 F−r14;2 (i)6 0011 -1 05 0101 -1 14 1001 1 23 0110 -1 12 1010 1 21 1100 1 10 0�ÁÂÌÉ�Á 1. úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ F−r14;2 ×ÄÏÌØ ÂÁÛÎÉ �4;2.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØx ∈ I × ∞
∑i=1 xi2i ∈ [0; 1℄, Á ÞÅÒÅÚ I0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ x ∈ I , �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ; ÞÅÒÅÚ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� : I \I0 → [0; 1℄\G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ (I;B; P; �p) É ([0; 1℄;B; T; �p) (ÓÍ. [33℄ É [3℄),ÇÄÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ x ∈ [0; 1℄; �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÒÁÍ �pÎÁ I ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÒÙ �p ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÅÒÅ �1=2 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ �1=2), Á ×ÓÑËÏÍÕ �ÉÌÉÎÄÒÕ [!1; : : : ; !n℄ (ÜÔÁÖÕÂÁÛÎÉ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÔÏÞËÉ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó (!1; : : : ; !n) × ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ FN ; N < n. ðÏÓÔÒÏÉÍÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ F fn;k(·) = Sfx∈�kn(1)(·); ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÜÔÁÖÁÈ ÂÁÛÎÉ. ðÏÌÏÖÉÍ F fn;k(0) = 0 ÉF fn;k(i) = i

∑j=1 f(�n;k(j)); 1 6 i 6

(nk); i ∈ N: (6)æÕÎË�ÉÑ F fn;k( · ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ. äÌÑ ÎÅ�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÍÙ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÅÅÍÅÖÄÕ ÕÚÌÁÍÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ. ðÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÂÁÛ-ÎÉ �4;2 É ÆÕÎË�ÉÉ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ (×ÚÑÔÏÊ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ)
−r1(x) = (−1)x1 ; x ∈ I; �ÒÉ×ÅÄÅÎ × ÔÁÂÌ. 1 É ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 2.
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òÉÓ. 2. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ F−r14;2 .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ hfN;k ÓÕÍÍÕ ×ÄÏÌØ ÂÁÛÎÉ �N;k:hfN;k = F fN;k((Nk )); k = 0; : : : ; N:æÕÎË�ÉÀ g ×ÉÄÁ f−f◦T+C; ÇÄÅ f ∈ L∞; Á C { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ,ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [24℄ × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 ([24, ÌÅÍÍÁ 2.2℄). ãÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ FN ËÏ-ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÙ hN;k�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ (Nk ) ÄÌÑ k ∈ {0; : : : ; N}:�ÅÏÒÅÍÁ 3 ([24, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.4℄). ðÕÓÔØ g { �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ FN . �ÏÇÄÁ1. äÌÑ �p-�.×. x �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 'gx ∈ C[0; 1℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,ÔÏ ÅÓÔØ 'gx;lj(x) L∞

−−−→j→∞
'gx;ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g ÎÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ.2. ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 'g(t) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ × p-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ pi; i > 1.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 1533. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ× limk→∞
'gx;lk(x)(ti;k(x)) = 'gx(pi); i > 0,ÇÄÅ ti;k(x) = (nk(x)−ik(x)−i )(nk(x)k(x) ) ; ×ÄÏÌØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ lk(x) = (nk(x)k(x) ) ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØlimk→∞

'gx;lk(x) = 'gx:÷ ÒÁÂÏÔÅ [24℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 'g(t) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔËÌÁÓÓÕ ËÒÉ×ÙÈ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉ×ÁÍÉ ∇(k)p , k ∈ N,0 < p < 1. äÌÑ ÎÁÓ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ '(pi) = �kai�ak |a=p,k ∈ N; ÄÁÎÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ËÒÉ×ÙÍÉ T kp , ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6 ÎÉÖÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 4 ([24, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5℄). äÌÑ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ FN ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ov�p(f; N∑i=1 ri) 6= 0; �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ T 1p .äÌÑ x ∈ �n;k(1) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 'gn;k ÆÕÎË�ÉÀ 'gx;(nk), Á ÞÅÒÅÚ Rgn;kÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ:'gn;k(t) = F gn;k(t(nk))− t · F gn;k((nk))Rgn;k : (7)ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3 Á×ÔÏÒÁÍÉ ÒÁÂÏÔÙ [24℄ ÂÙÌÏ �ÒÏ×ÅÒÅ-ÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {kl}∞l=1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ kln(kl) −−−→l→∞
p,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {klj}∞j=1, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÓÈÏ-ÄÉÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ: limj→∞

'gn(klj );klj ∈ C[0; 1℄: ÷ �. 4.3ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÔÏÞÎÙÊ ×ÉÄ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÄÏÌØ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
§3. ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈãÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ { Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ T ka , a ∈ (0; 1), k ∈ N, É Ï�ÉÓÁÔØ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ.3.1. äÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ×ÅÝÅÓ-Ô×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ÷ÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ y ∈ [0; 1℄ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅy = ∞

∑k=1!kak−sk−1(1− a)sk−1 = a1− a ∞
∑k=1!kak−sk (1− a)sk ; (8)



154 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÇÄÅ !k ∈ {0; 1}, sk = k
∑j=1!j É (× �ÅÒ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ) s0 = 0: �ÁËÕÀ ÚÁ�ÉÓØ6ÎÁÚÏ×ÅÍ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ. ïÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÄÌÑ �.×. y ∈ [0; 1℄; ÏÄÎÁËÏ ÄÌÑa-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (Ô.Å. ÔÏÞÅË Ó !l0−1 = 0; !k = 1; k > l0), ËÁËÏÂÙÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ: ËÏÎÅÞÎÏÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ. íÙ×ÙÂÉÒÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:y = l0

∑k=1!kak−sk−1(1− a)sk−1 :÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÕ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ �ÉÛÅÍ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ [0; 1℄ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ!j(y) É sj(y), Á ÔÁËÖÅ l0(y) ÄÌÑ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ y, ×ÍÅÓÔÏ ×ÙÛÅÕ�Ï-ÍÑÎÕÔÙÈ !j ; sj É l0.úÁÄÁÀÝÕÀ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (!j(y))∞j=0, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÕÄÏÂÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó �ÕÔÅÍ × ÇÒÁÆÅðÁÓËÁÌÑ. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ a = 1=2, ÔÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (!1 !2 !3) = (1 0 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÄÉÁ-ÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ [ 58 ; 68 ).3.2. óÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ìÅÂÅÇÁ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÎÅÊ ËÌÁÓÓÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ a É b �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (0; 1). íÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b(·) : [0; 1℄ → [0; 1℄, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÞÉ-ÓÌÏ x, ÉÍÅÀÝÅÅ × a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÉÄx = ∞
∑k=1!kak−sk−1 (1− a)sk−1 ;× Sa;b(x) = ∞

∑k=1!kbk−sk−1(1− b)sk−1 : (9)6üÔÁ ÚÁ�ÉÓØ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ó. ëÁËÕÔÁÎÉ[26℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÊ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [17℄ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, y = ∞
∑0 (1−a)naln ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ l0 6 l1 6 · · · 6 ln 6 : : : , É ÎÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÍ.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 155æÕÎË�ÉÉ Sa;b(·) ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × [14℄ É ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × [16℄. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, × ÒÁÂÏÔÅ [14℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ a 6= b ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ.÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a = 12 6= b �ÏÌÕÞÁÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ (ÓÍ. [32℄ É[15℄) ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÒÙ �b, ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ìÅÂÅÇÁ ÉÌÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÅ òÁÍÁ; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[27℄ É [29℄. üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Lb(x).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ ([0; 1℄;B[0; 1℄; T; �b); ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ([0; 1℄;B[0; 1℄;Kb; �1=2); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ �1=2, ÎÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Kb ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÁ b-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (4). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Lb ÍÅÒÙ �b:Lb ◦ P = Kb ◦ Lb:á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Kb ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [26℄ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ëÁËÕÔÁÎÉ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉx0 = l0
∑j=1 !j(x0)aj(1− aa )sj−1(x0)É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ∈ [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÑ Sa;b ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ:Sa;b(x0 + al0(1− aa )sl0 (x0)x) = Sa;b(x0) + bl0(1− bb )sl0 (x0)Sa;b(x): (10)÷Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) �ÒÉ×ÅÄÅÎ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ Ë ÒÁÂÏÔÅ [9℄. üÔÁ ÆÏÒ-ÍÕÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b(x) ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÄÉÁÄÉÞÅ-ÓËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [x0; x0+al0( 1−aa )sl0 (x0)℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÁÔÀÒÎÏÊ ×ÅÒÓÉ-ÅÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b, ÓÖÁÔÏÊ × bl0( 1−bb )sl0 ÒÁÚ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ É ×al0( 1−aa )sl0 (x0) ÒÁÚ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ.



156 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷æÕÎË�ÉÉ Sa;b(·) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÎÙ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÅ òÁÍÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ [19℄, ÓÉÓÔÅÍÁ7
{G(ax) = bG(x);G(a+ (1− a)x) = b+ (1− b)G(x) (11)ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ G∗, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [14℄, ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó Sa;b.÷×ÅÄÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ Sa;b(·) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓÆÕÎË�ÉÊ8 (ÓÍ. [16℄) T ka := �kSa;b�bk |b=a:ðÒÉ a = 1=2 É k = 1, Ô.Å. ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ 12T 11=2, ÅÅ ÇÒÁÆÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �ÁËÁÇÉ, ÓÍ. [34℄. æÕÎË�ÉÉ T ka ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ ÍÎÏÇÉÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ �ÁËÁÇÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ (ÓÍ. [16℄), ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ9.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÆÕÎË�ÉÀ Sa;b �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ b É �ÏÌÁÇÁÑ b ÒÁ×ÎÙÍa; ÓÏÇÌÁÓÎÏ (9) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ñ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ T ka :T ka (x) := ∞

∑j=1 !j �k�bk ((1− b)sj−1bj−sj+1)|b=a= k!∑j>1 !j k
∑i=0(−1)i(sj−1i )(j − sj−1k − i ) aj−k(1− aa )sj−1−i; (12)ÇÄÅ x = ∞

∑j=1!jaj−sj−1 (1 − a)sj−1 . óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. æÕÎË�ÉÉ T ka (x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉÏÔ a ∈ (0; 1).7óÌÕÞÁÊ a = 12 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÓÁÍÉÍ ÄÅ òÁÍÏÍ, ÓÍ. [18℄.8éÈ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ T ka = �kLb�bk |b=a ◦ L−1a .9üÔÏ ÒÅÚËÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔ ÉÈ ÏÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, \�ÏÈÏÖÉÈ" ÆÕÎË�ÉÊ �kS 12 ;b�bk |b=a; ÉÚÕÞÁ×-ÛÉÈÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [13℄, ÇÄÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ �.×. ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ �ÒÉ a 6= 1=2,ÞÔÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [27℄ Ï�ÉÓÁÎÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ La(x) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ �.×. ÆÕÎË�ÉÉ (T 11=2 ◦ L−1a )(x) �ÒÉ a < 1=2.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 157äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ T 1a ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÅ òÁÍÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
{T 1a (ax) = a T 1a (x) + x;T 1a (a+ (1− a)x) = (1− a)T 1a (x) + 1− x: (13)äÌÑ T ka , ÇÄÅ k > 2; ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

{T ka (ax) = a T ka (x) + k T k−1a (x);T ka (a+ (1− a)x) = (1− a)T ka (x)− k T k−1a (x): (14)ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ËÒÉ×ÙÈ T ka , k > 1; Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÁ-ÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b É ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ10, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (10).�ÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k > 1, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉx0 = l0
∑j=1!j(x0)aj( 1−aa )sj−1(x0) É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÑ T kaÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀT ka (x0 + al0(1− aa )1+sl0−1(x0)x) = T ka (x0) + k

∑�=0 �T�a (x); (15)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ � ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ� = (k�) �k−��ak−� al0−1−sl0−1(1− a)1+sl0−1 (16)É T 0a (x) ≡ x.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10) �Ï b É, �ÏÌÁÇÁÑ bÒÁ×ÎÙÍ a, �ÏÌÕÞÁÅÍT ka (x0 + rx) = T ka (x0) + k
∑�=0(k�)T�a (x) �k−��ak−� al0−1−sl0−1(1− a)1+sl0−1 ;ÇÄÅ r = al0( 1−aa )1+sl0−1(x0): �æÏÒÍÕÌÁ (15) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ T ka (x) ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÄÉÁÄÉ-ÞÅÓËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [x0; x0 + �0℄; �0 = al0(1−aa )1+sl0−1(x0); ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ10þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ a = 12 ÄÏËÁÚÁÎ × [29, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2℄, ÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ�ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × [9℄.



158 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÊ {T ja (x)}kj=1 É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ0x, ËÏÔÏÒÕÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÔÒÅÎÄÏÍ11. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ  ∈ C[0; 1℄Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ � ;x0;�0 ∈ C[0; 1℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ� ;x0;�0(x) = 1 ( (x0 + �0x)−  (x0)− x (x0 + �0)): (17)æÕÎË�ÉÑ � ;x0;�0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ  (x) ÓÕÖÅÎÉÅÍ ÎÁ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÊÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ó ËÏÒÒÅË�ÉÅÊ ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕ, ËÏÎÓÔÁÎÔÕ É ÔÒÅÎÄ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. îÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [x0; x0+�0℄;ÇÄÅ �0(x0) = al0(1−aa )1+sl0−1(x0), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�T 1a ;C0x0;�0 (x) = T 1a (x) (18)É �T 2a ;C0x0;�0 (x) =  T 1a (x) + T 2a (x); (19)ÇÄÅ C0 = al0(1−aa )sl0 ,  = − 2 (sl0−l0(1−a))a(1−a) .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5, �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ.× ÒÁÂÏÔÅ [9℄. ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎË�ÉÑ T 1a (x) Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÒÅÎÄÁ É ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÂÏÊ ÖÅ.äÌÑ T 2a (x) ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÉ×ÌÅËÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ×ÉÄÁ  T 1a (x) + T 2a (x).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÒÁÆÉË ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �T 1a (x) + � T 2a (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÞÁÓÔËÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÔÒÅÎÄÁ) ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ T 2a (x)? îÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÏÔ-×ÅÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ a ∈ (0; 1). ÷ÓÑËÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ×ÉÄÁ �T 1a (x) + � T 2a (x), �; � ∈ R, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ×C[0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÊ limxk→z � �T 2a ;kxk;k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ xk É k = al0(xk)−sl0(xk)(1 − a)sl0(xk)ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a { ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.õ�ÏÍÑÎÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÂÁÚÏ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÅ [24℄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË-�ÉÊ '∇(k)a : [0; 1℄ → R, k ∈ N. þÅÒÅÚ ∇a × [24℄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ11÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ T ka (0) = T ka (1) = 0; k ∈ N.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 159ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× �ÁÒ ÞÉÓÅÌ (xi;j ; yi;j), i > 0, 0 6 j 6 i; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ× xi+1;j+1 = xi;j−xi+1;j É yi+1;j+1 = yi;j−yi+1;j ,ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ \ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ" (xi;0; yi;0), i > 0; Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÁÒÙ (xi;j ; yi;j), i > 0, 1 6 j 6 i:÷ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ xi;0 = ai ÆÕÎË�ÉÉ '∇(k)a ÚÁÄÁÀÔÓÑ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ '∇(k)a (xi;0) = yi;0 = i(i− 1) : : : (i− k)ai−k−1; Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈa-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ t ÒÁÎÇÁ i+ 1 { Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×'∇(k)a (t+ xi+1;j) = '∇(k)a (t) + yi+1;j :óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3.1 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [24℄, ÄÁÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔ-ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÁÍÏ�Ï-ÄÏÂÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÂÏÔÙ[24℄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÔÏ-ÒÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ × [9℄.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÒÉ k ∈ N ÆÕÎË�ÉÉ '∇(k)a ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ T ka ,0 < a < 1, k ∈ N.
§4. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ4.1. óÉÓÔÅÍÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ. óÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ òÁ-ÄÅÍÁÈÅÒÁ {rn(y)}∞1 ÎÁ I ÍÏÖÎÏ ËÏÒÏÔËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ12: rn(y) := (−1)yn ; y = (y1; y2; : : : ; yn; : : : ) ∈ I:îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ (× ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ðÜÌÉ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍ w0(y) ≡ 1. þÉÓÌÏ t ∈ N0 �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅt = t020 + t121 + · · ·+ tN−12N−1; ÇÄÅ ti ∈ {0; 1}. ðÏÌÏÖÉÍwt(y) = N−1

∏i=0 (ri+1(y))ti = rt01 (y) · rt12 (y) · : : : · rtN−1N (y); (20)ÇÄÅ ri { i-Ñ ÆÕÎË�ÉÑ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ.æÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��Ù Z2 É ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × L2�1=2(I). äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈12îÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å Z2; �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � ÏÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅrn(y) = sign( sin (2n�y)), y ∈ [0; 1), n > 1, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0; 1).



160 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷L2�1=2(I) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sn(f; y) ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ �ÏÓÉÓÔÅÍÅ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ: Sn(f; y) = n−1
∑k=0 kwk(y); ÇÄÅ k = 1

∫0 f(y)wk(y)dy:óÉÓÔÅÍÁ õÏÌÛÁ {wt}∞t=0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ × L2�1=2(I), Á ÚÎÁÞÉÔ, É �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ × L2�p(I). ÷ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉðÜÌÉ �ÅÒ×ÙÅ 2N ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁËÖÅ ÂÁÚÉÓ × FN .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ f ∈ FN É k > 2N , ÔÏ Sk(f) ≡ f .åÓÌÉ p 6= 1=2, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ õÏÌÛÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ × L2�p [0; 1℄,ÎÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s2(t) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ t. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (20) ÉÍÅÅÍs2(t) = N−1
∑j=0 tj .ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 6.1.1, ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ wt �ÏÍÅÒÅ �p ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:

E�pwt = m
∑l=0(−1)l(ml )pl(1− p)m−l = (1− 2p)m; ÇÄÅ m = s2(t): (21)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ wt ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÞÉÓÌÁm = s2(t) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÙÈÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ⊕ ÎÁ �ÁÒÁÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × Ä×ÏÉÞÎÏÊÚÁ�ÉÓÉ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÂÅÚ �ÅÒÅÎÏÓÁ: ÄÌÑ i = ∞

∑�=0 ��2� É j = ∞
∑�=0 ��2�; ÇÄÅ��; �� ∈ {0; 1}, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀi⊕ j = ∞

∑�=0 ��2�; �� = (�� + ��) mod 2:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ wtws = wt⊕s (ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Z2). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁ-�ÉÓÁÔØ ov�p(wt; ws) = E�pwt⊕s − E�pwt E�pws:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ÍÁÔÒÉ�Õ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ t× t Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉij = ov�p(wi; wj), 0 6 i; j 6 t− 1, ÞÅÒÅÚ H { t-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ�ov�p(wt; wj), 0 6 j 6 t − 1; Á ÞÅÒÅÚ W { t-ÍÅÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÕ ÉÚ



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 161ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ w0; w1; : : : ; wt−1. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ-×ÁÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �p ÆÕÎË�ÉÑ õÏÌÛÁ wpt ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊwpt = wt −WC−1H:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ13wpt = t
∑j=0 [

(tj) mod 2] · (1− 2p)s2(t−j)wj : (22)äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ov�p(wpt ; ws) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ s,ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 0 < s < t. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ � = 2p− 1; ÔÏÇÄÁ E�pwt = (−�)s2(t),t ∈ N.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ t É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ s < t×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅt
∑j=0(−1)s2(t−j)[(tj) mod 2]�s2(t⊕j)+s2(s⊕j) = 0: (23)ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ, ÄÌÑ 0 < s < t �ÏÌÕÞÁÅÍov�p(wpt ; ws) = t

∑j=0(−1)s2(t−j)[(tj) mod 2]�s2(t⊕j)+s2(s⊕j) = 0:äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2�p [0; 1℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ k-À ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÅÅ ÒÑÄÁæÕÒØÅ ∞
∑t=0 twpt �Ï ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ õÏÌÛÁ {wpt }∞t=0 ÞÅÒÅÚSpk(f).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÒÑÄÁ æÕÒØÅ Sp2N (f) = 2N

∑t=0 twpt ÍÏ-ÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ E�p(f |FN ) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉf ∈ L2�p [0; 1℄.äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ d�, � ∈ N; ËÁËÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ (22) �ÒÉ ÆÕÎË�ÉÑÈ13÷ ÓÌÕÞÁÅ p = 1=2 ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ (1− 2p)0 ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å, �ÏÜÔÏÍÕ w1=2t = wt.



162 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷õÏÌÛÁ wt; Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ � ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ:d� = ∑16j6t; s2(j)=� [

(tj) mod 2] · (1− 2p)s2(t−j)= (s2(t)� )(1− 2p)s2(t)−�; 1 6 � 6 s2(t): (24)4.2. ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÁ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ ÆÕÎË�ÉÉ wpt ,t ∈ N.4.2.1. âÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ k ∈ N;ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ14 ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁak > ak−1 > · · · > ak−s > 0, ÞÔÏ i = (akk ) + (ak−1k−1 ) + · · · + (ak−sk−s ).üÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ k-ËÁÓËÁÄÏÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [25, ÇÌ. 10.4℄). ï�ÒÅÄÅÌÉÍÆÕÎË�ÉÀ15 �N;jk (·) ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�N;jk (i) = (ak −Nk − j )+(ak−1 −Nk − 1− j)+ · · ·+(ak−s −Nk − s− j):åÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÏÍÅÒ �ÕÔÉ ! = (!1;: : : ; !n) × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ, ×ÅÄÕÝÅÇÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ (0; 0) × ×ÅÒÛÉÎÕ (n; k)(ÓÍ. ÔÁÂÌ. 1), ÔÏ �N;jk (i) { ÞÉÓÌÏ �ÕÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ (N; j)É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ �ÕÔÉ ! ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ.4.2.2. ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ õÏÌÛÁ. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ wt = rt01 (y) · rt12 (y) · : : : · rtN−1N (y)14÷ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ \ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ": ×ÏÚØÍÅÍ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ak ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x >
(ak); ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÛÁÇÅ ÚÁÍÅÎÉÍ x ÎÁ x− (ak), Á k ÎÁ k−1 É ÂÕÄÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÏÌØ.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.15÷ÙÂÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ �l(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ l-ÔÅÎØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A ⊂ {0; 1}n, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÅÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÚÁÍÅÎÏÊ l ÅÄÉÎÉ� ÎÁ ÎÕÌÉ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ (Ô.Å. ËÁÖÄÙÊÅÇÏ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ k ÅÄÉÎÉ�), ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÕÓËÁÌÁ{ëÁÔÏÎÙ,

|�l(A)| > �0;l(|A|); ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [25℄, Á ÔÁËÖÅ [8℄.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 163ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÓÕÍÍÕ s2(t) = N−1
∑i=0 ti. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ i = (akk1)+· · ·+(a11 ); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ a1 > N ,×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅFwtn;k(i) = N

∑j=0 hwtN;j�N;jk (i); 0 6 i 6

(nk); (25)ÇÄÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ hwtN;j ÒÁ×ÅÎ (Nj )[2 · ∑l: 062l6m (N−j2l )( jm−2l)(Nm) − 1] É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ wt ×ÄÏÌØ ÂÁÛÎÉ �N;j . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Fwtn;k(i) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t, Á ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ ÏÔ m = s2(t). ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉËÉÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ Swt1x (i) É Swt2x (i) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊõÏÌÛÁ wt1 É wt2 ; Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÆÕÎË�ÉÊ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ i = (akk1) + · · · + (a11 ),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a1 > N , ÓÍ. ÒÉÓ. 5 É 6 × �. 6.2.2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ ×ÉÄÁ w(2m−1) =m−1
∏i=0 ri+1, m ∈ N. äÌÑ ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁ (25) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ×ÉÄ: Fwtmn;k (i) = m

∑j=0(−1)m−j(mj )�m;jk (i); tm = 2m − 1: (26)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (25) �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 6.1.2.åÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ {wt}∞t=0 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ {wpt }∞t=0; ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (24), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅ-ÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÂÕÄÕÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÔÁË:Fwptmn;k (i) = m
∑�=0 d�Fwt�n;k (i); tl = 2l − 1; l ∈ N; (27)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ d� ÒÁ×ÎÙ (m�)(1− 2p)m−�, � ∈ N.åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ xi;k;n = (n−ik−i), ÔÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ (27) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅFwptmn;k (xi;k;n) = Sp;mn−i;k−i · (n−ik−i); (28)



164 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ Sp;mn;k ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅm
∑�=0 d� �

∑j=0(−1)�−j(�j) (k)j(n− k)�−jn� ; (29)× ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ d� = (m�)(1 − 2p)m−� ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×(24), Á ÞÅÒÅÚ (s)j ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ �ÁÄÁÀÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ s(s− 1) : : : (s− j + 1).÷ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÓÕÍÍÕ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (29) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÇÉ�ÅÒ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÕÓÓÁ 2F1:�
∑j=0(−1)�−j(�j) (k)j(n− k)�−jn� = (k − n)�(−n)� 2F1[ −�; −k

−n− k − �+ 1;−1];(30)ÚÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ (s)j ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ s(s+1) : : : (s+j−1). éÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÉÚÑÝÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ [11, Ó. 352, ÆÏÒÍÕÌÁ (13)℄, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Sp;mn;k ÒÁ×ÎÁ (−2p)m2F1[−k; −m
−n ; 1p]: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ wpt ÓÕÍÍÁ Fwptn;k(xi;k;n) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ: Fwptn;k(xi;k;n) = (−2p)m2F1[−k + i; −m

−n+ i ; 1p]

·
(n− ik − i); (31)ÇÄÅ m = s2(t):4.2.3. ðÏÌÉÎÏÍÙ ëÒÁ×ÞÕËÁ. îÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ëÒÁ×ÞÕËÁ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÕÓÓÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:Kn(x; p;N) = 2F1[−x; −n−N ; 1p]; (32)ÇÄÅ x É n { �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {0; 1; : : : ; N}. ëÌÁÓ-ÓÉÞÅÓËÉÅ (ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ) �ÏÌÉÎÏÍÙ ëÒÁ×ÞÕËÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ k(p)n (x;N) = (−p)n(Nn)Kn(x; p;N): (33)



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 165îÉÖÅ, ÇÄÅ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ,Ï�ÕÓËÁÑ ×ÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ N , É �ÉÛÅÍ k(p)n (x) ×ÍÅÓÔÏ k(p)n (x;N). ðÏÌÉ-ÎÏÍÙ ëÒÁ×ÞÕËÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å {0; 1; 2; :::; N} Ó ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ�N (x) = N ! pxqN−x�(1 + x)�(N + 1− x)É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉN
∑x=0 k(p)i (x)k(p)j (x)�(x) = (Nj )(pq)jÆij ; i; j = 0; 1; : : : ; N:4.3. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ �ÕÎËÔÅÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ ×ÉÄ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 'gx, g = wpt , t ∈ N; ÄÌÑ �.×.x ∈ I:óÌÅÄÕÑ [24℄, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ (ÄÏ�ÒÅÄÅÌØÎÙÅ) ÆÕÎË�ÉÉ 'gn;kn ;ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7), �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ×ÄÏÌØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÅÊ(�ÏÄ)�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ lj = ( njk(nj )): éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ �p-�.×. (�ÏÄ)�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (n; k(n)) = (n(x); k(n(x))), x ∈ I; ÔÏ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ �.×. x ∈ I . äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÎÉÖÅ ÍÙÏ�ÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓÙ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ �ÒÏÓÔÏ (n; kn) ÉÌÉ ÄÁÖÅ (n; k) ×ÍÅÓÔÏ(nj(x); k(nj(x))):óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÁ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ:Fwptn;k(xi;k;n)− xi;k;n

(nk) Fwptn;k(x0;k;n); (34)ÇÄÅ xi;k;n = (n−ik−i), i = O(1), k = k(nj), n = nj , Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ �ÒÉj → ∞ ÉÝÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ k(nj )nj → p.4.3.1. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (34) ÄÌÑ (�ÏÄ-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ) �ÕÔÅÊ (nj ; k(nj)) ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ.äÌÑ �ÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m ÞÅÒÅÚ Hm(x) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �Ï-ÌÉÎÏÍ üÒÍÉÔÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (−1)mex2 dmdxm e−x2 , Á ÞÅÒÅÚ
{ymj }mj=1 ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ. ðÏÌÏÖÉÍ m = s2(t): ï�ÒÅÄÅÌÉÍ v ËÁË ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ k − np: äÌÑ �ÕÔÉ x ∈ I ×ÍÅÓÔÏ �ÁÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (n(x); kn(x))



166 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÍÙ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÕÄÏÂÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÁÒÕ (n(x); vn(x)),ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÅÅ × ×ÉÄÅ (n; vn) ÉÌÉ ÄÁÖÅ (n; v):éÚ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �p-�.×. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (n; vn) ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) limn→∞
vnn = 0;2) limn→∞
vn√2npq 6= ym−1j , 1 6 j 6 m; ÇÄÅ {ym−1j }m−1j=1 { ÎÁÂÏÒ ËÏÒÎÅÊ�ÏÌÉÎÏÍÁ Hm−1.÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (34) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:2m((n− im )−1k(p)m (k − i; n− i)− (nm)−1k(p)m (k; n))(n− ik − i):äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ A > 0 ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÄ-ÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ëÒÁ×ÞÕËÁ Ë �ÏÌÉÎÏÍÁÍüÒÍÉÔÁ:

( 2npq)m=2m! k(p)m (np+ v; n) = Hm( v√2pqn ) +O(n− 12 ); (35)ÇÄÅ |v| 6 A√n. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, × �ÒÉÌÏ-ÖÅÎÉÉ 6.1.3 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (34) ÄÌÑ�ÕÔÅÊ (n; vn), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 É 2:�n;knRwptn;knipi−1 + o(Rwptn;kn); (36)ÇÄÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Rwptn;k ÒÁ×ÅÎ
|2m(nk)2m√q√2np ( 12pqn)m=2Hm−1(k − np√2npq)

|;Á ÚÎÁË �n;k ÒÁ×ÅÎ −sign(Hm−1( v√2npq)): éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Rwptn;kn ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÅ × ÎÏÌØ. éÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ (n; vn), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 É 2, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (nj ; vnj ); ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÙÊ) �ÒÅÄÅÌ limj vnj√2njpq ; ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ym−1j , 1 6 j 6 m− 1. ï�ÕÓËÁÑÉÎÄÅËÓÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÎÏ×Á ÞÅÒÅÚ (n; v) É�ÏÌÏÖÉÍ k = np+ v. �ÁË ËÁË limj xi;k;nx0;k;n → pi, limj 'wptn;k( xi;k;nx0;k;n ) = �ipi−1,� = ±1 É T 1p (pi) = ipi−1; ÔÅÏÒÅÍÁ 3 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ.



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 167ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. äÌÑ �p-�.×. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (n; kn) ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (nj ; knj ), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ {'wptnj ;knj }j ÓÈÏÄÉÔÓÑ × C[0; 1℄ Ë ÆÕÎË�ÉÉ�T 1p , ÇÄÅ � = �nj ;knj ;t ∈ {−1; 1}.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ �ÕÔÅÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ) �ÒÅ-ÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÁËÁÇÉ T 1p ; ÏÄÎÁËÏÚÎÁË �n;k;t É ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Rwptn;k ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ nj ; knj :îÅÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ �ÕÔØ (nj ; knj ); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×Õ limj vnj√2njpq = y, |y| 6= ∞, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ y ÂÙÌÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÒÎÑ y∗ �ÏÌÉÎÏÍÁ üÒÍÉÔÁ Hm−1, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÌ ÅÇÏ, ÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÄÁÎÎÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÚÎÁË �nj ;knj ;t ÉÚÍÅÎÉÔ-ÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅÄÌÑ ÔÒÁÎÚÉÔÎÙÈ �ÕÔÅÊ (nj ; knj ), limj vnj√2njpq = ym−1j ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈËÏÒÎÑÍ ym−1j , 1 6 j 6 m− 1; �ÏÌÉÎÏÍÁ üÒÍÉÔÁ Hm−1; ÄÏÌÖÎÙ ×ÏÚÎÉ-ËÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ. ÷ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p = q = 1=2ÄÌÑ16 y∗ = 0 ÄÁÎÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ ÂÙÌ ×�ÅÒ×ÙÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ × [24℄ É ÎÁÚ×ÁÎÔÒÁÎÚÉÔÎÙÍ ÒÅÖÉÍÏÍ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÂÕÄÕÔ ÉÚÕÞÅÎÙ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ ÔÒÁÎÚÉÔÎÙÈ �ÕÔÅÊ (Ô.Å. ÄÌÑ �ÕÔÅÊ (nj ; knj ); ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 2).4.3.2. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ × ÔÒÁÎÚÉÔÎÙÈ ÒÅÖÉÍÁÈ. ÷ ÓÌÕÞÁÅlimn→∞

vn√2npq = ym−1j ; 1 6 j 6 m;ÇÄÅ {ym−1j }mj=1 { ÎÁÂÏÒ ËÏÒÎÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÁ Hm−1; ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (35), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ { ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ëÒÁ×ÞÕËÁ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ. äÁÎÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [10℄.÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (34) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:2m( 1
(n−im )�n−i(k − i)k(p)n−i(k − i)− p−i

(nm)

(nk)
(nk)�n(k)k(p)n (k))pi:16îÏÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÏ× üÒÍÉÔÁ Hm Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ m:



168 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷÷ ÒÁÂÏÔÅ [10℄ ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ�n(x)k(q)n (x), |x−np√n | = O(1), n→ ∞; �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ×ÙÒÁÖÁÀ-ÝÅÅÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÏÌÉÎÏÍÙ üÒÍÉÔÁ Hl, l > m. ïÄÎÁËÏ × ÓÉÌÕ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔÉÏÂÝÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÛØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊËÏÒÎÑ y∗, ÒÁ×ÎÏÇÏ ÎÕÌÀ. úÁ�ÉÛÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ (34) × ×ÉÄÅ(−2p)m(Km(k − i; p; n− i)−Km(k; p; n))(n− ik − i) (37)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔØKm(k − i; p; n− i)−Km(k; p; n): (38)ðÏÌØÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 2 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [10℄, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ.ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ "(n), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏlimn→∞
"(n) = 0;ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï v; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ |v| 6 "(n)n1=3, ÄÌÑÒÁÚÎÏÓÔÉ (38) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ:

• ÅÓÌÉ m = 2l; l ∈ N; ÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁp;l;nl (i2 − �p;l;n;v i)+ o(n−l−1); (39)
• ÅÓÌÉ m = 2l+ 1, l ∈ N ∪ {0}; ÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁp;l;n(2l+ 1) i+ o(n−l−1); (40)ÇÄÅ p;l;n = (

− qp)l+1 (2l−1)!!nl+1 , �p;l;n;v = 13q (6v+8l(p−1=2)+p+1).÷ ÓÌÕÞÁÅ m = 2l + 1 ÔÏÞËÁ y∗ = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÁüÒÍÉÔÁ Hm−1, ÉÓËÏÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÖÅ ÉÚ (36) É, ËÁË É ×ÙÛÅ,ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ i, Ô.Å. ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ T p1 :÷ ÓÌÕÞÁÅ m = 2l ÔÏÞËÁ y∗ = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÁ üÒÍÉ-ÔÁ Hm−1, ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (36) ÏÂÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÎÏÌØ, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (40), �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ÌÅÍÍÅ 2, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ×ÔÏÒÏÍÕ ÞÌÅÎÕ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. �ÁË ËÁË T 1p (pi) = ipi−1É T 2p (pi) = i(i − 1)pi−2; ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊT 2p + �p;l;n;vT 1p , �p;l;n;v = �p;l;n;v − 1; ÆÕÎË�ÉÊ T 1p É T 2p . ðÒÉ |v| → ∞



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 169ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ |�p;l;n;v| ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ±T 1p ; Á ÚÎÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÞÉÓÌÁ v.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÁÎÚÉÔÎÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÒÎÀ y∗ �ÏÌÉÎÏÍÁ üÒÍÉÔÁ Hm−1; ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉ-ÅÍ ÎÕÖÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ × [10℄, ÎÁÊÔÉ ×ÅÄÕÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÒÁÚÎÏÓÔÉ (34). ïÄÎÁËÏ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÒÎÑ y∗ = 0 ÕÖÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (40),ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÔÏÒÏÍÕ ÞÌÅÎÕ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ (34), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÏÌØ, �ÏÜÔÏÍÕÆÕÎË�ÉÉ T kp , k > 3; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÞÌÅÎÁÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, × ÄÁÎÎÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÎÏÍ ÒÅÖÉÍÅ ÎÅ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ. ÷ÓÌÕÞÁÅ ÄÒÕÇÉÈ ÔÒÁÎÚÉÔÎÙÈ ÒÅÖÉÍÏ× �ÒÏ×ÅÒËÁ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÊ.4.4. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÄÁÎ-ÎÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (n; kn); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 É 2 ÉÚ �. 4.3.1.ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g ∈ FN ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ× ÓÕÍÍÕ æÕÒØÅ �Ï ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ {wpt }t>0 :g(y) = 2N−1
∑t=0 twpt (y) = N

∑m=0 gm;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ gm ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÓÕÍÍÁ ∑t:s2(t)=m twpt , 0 6 m 6 N .éÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (31) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ t1; t2 ∈ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï s2(t1) = s2(t2); ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ 'wpt1n;k É 'wpt2n;k ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ xi;k;nx0;k;n , xi;k;n = (n−ik−i), 0 6 i < k; Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Rwptn;k, t ∈ N. îÁ-�ÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ t1; t2 ∈ N ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ s2(t1) > s2(t2); ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÅ (36), ÉÍÅÅÍ Rwpt1n;k = o(Rwpt2n;k ): ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Rgn;k ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ g = �wpt1+�wpt2 , �; � ∈ R\{0};�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ Rwpt2n;k :ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ FN ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ gm = 0; 1 6 m 6 N . üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1, ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ



170 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ R�gmn� ;k� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ,ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ g ÎÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m∗ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ∑t:s2(t)=m∗

t 6= 0.ëÁË É ×ÙÛÅ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (n; k(n)), ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 É 2, ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (nj ; k(nj))ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ �ÒÅÄÅÌ y = limj k(nj )−pnj√2njpq ∈ R ∪ {±∞}; ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ËÏÒÎÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÁ üÒÍÉÔÁ Hm∗−1: �ÏÇÄÁ ÓÔÁ-ÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ lj ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ( njk(nj )), Á ÎÏÒÍÉÒÕ-ÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Rgnj ;k(nj) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍRwpm∗nj ;k(nj); Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ × ÆÏÒÍÕÌÅ (36). ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÄÌÑ ÆÕÎË-�ÉÉ g ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �T 1p , � = �nj ;k(nj);m∗ ; ÆÕÎË�ÉÉwpm∗ . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÎÁË � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÏÌÉÎÏÍÁ −Hm∗−1; ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ × ÔÏÞËÅ y.÷ÙÂÉÒÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ g ∈ FN { ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ �ÉÌÉÎÄÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. äÌÑ �p-�.×. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (n; kn) ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (nj ; knj ), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ {'gnj ;knj }j ÓÈÏÄÉÔÓÑ × C[0; 1℄ Ë ÆÕÎË�ÉÉ�T 1p , ÇÄÅ � = �nj ;knj ;t ∈ {−1; 1}.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1, ÏÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ �.×. �ÕÔÅÊ x.�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ P { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅ-ÒÏÊ (I;B; �p), N { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É g ∈ FN { ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �p-�.×. x ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ-ÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ln(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ�ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ �g;xT 1p , ÇÄÅ �g;x = ±1.
§5. �ÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÉÓË Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙÄÌÑ ÓÕÍÍÙ Sg(N) = N−1

∑n=0 g(s2(n))



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 171�ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g : N → R. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁg(y) ≡ y; ÏÔ×ÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÒÏÌÌÏ�Á{äÅÌÁÎÖÁ, ÓÍ. [35℄.÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ [29℄ É [20℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÓÌÕÞÁÉ g(y) = ( ym),m > 0, g(y) = ym É ÄÁÖÅ g(y; t) = exp(t y). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ËÁ-ÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÓÕÍÍÁ Sg(N) ÉÍÅÅÔ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÌÀÞÅ×ÏÊÞÁÓÔØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ T ka , k > 1,0 < a < 1.çÒÁÆÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ T 1a É T 2a ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË�ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÔÁË ËÁËÂÁÛÎÀ �n;k Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÁÂÏÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {j : s2(j) = k}, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [7℄), ÉÚÕÞÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ (6) ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ \ÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ"
∑06j<2n; s2(j)=k g(j);ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ g ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ× × ÄÉÁ-ÄÉÞÅÓËÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ j.

§6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ6.1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A = ( 1 0x 1 ). þÅÒÅÚ Bk(x)ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ k-ËÒÁÔÎÏÅ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (A(x))⊗k, k ∈ N.úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É �ÏÌØÚÕÑÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ(A⊗B)(C ⊗D) = (AC) ⊗ (BD), �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏBk(x)Bk(y) = Bk(x + y): (41)óÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù Bk ÕÄÏÂÎÏ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ.ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ k ∈ N É 0 6 i; j < 2k ÜÌÅÍÅÎÔÍÁÔÒÉ�Ù Bk(x) Ó ÎÏÍÅÒÏÍ (i; j) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(Bk(x))i;j = {xs2(i−j); ÅÓÌÉ i > j É (i− j)⊕ j = i;0 ÉÎÁÞÅ. (42)âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ: �ÒÉ k = 1 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (42) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÄÏËÁ-ÚÁÎÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k. ðÏÌÏÖÉÍ r = 2k. æÕÎË�ÉÑ s2( · ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ



172 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍs2(j + r) = s2(j) + 1; j = 0; 1; : : : ; r − 1; (43)s2(j + r) = s2(j); j = r; r + 1; : : : ; 2r − 1: (44)�ÁË ËÁË Bk+1 = ( Bk OxBk Bk), ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (42) ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÂÌÏËÏ×. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, r 6 i < 2r É 0 6 j < r. éÚÆÏÒÍÕÌÙ (43) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï s2(i− r− j) + 1 = s2(i− r− j+ r) =s2(i− j). �ÏÇÄÁ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ �ÏÌÕÞÁÅÍ
(Bk+1(x))i;j = {x · xs2(i−r−j); ÅÓÌÉ (i− r − j)⊕ j = i;0 ÉÎÁÞÅ= {xs2(i−j); ÅÓÌÉ (i− j)⊕ j = i;0 ÉÎÁÞÅ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÌÏËÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÓÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (44) ×ÍÅÓÔÏ (43).ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÕÍÍÅÒÁ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ t É s ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï t⊕ s = t+ s×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

(t+ss ) ÎÅÞÅÔÎÙÊ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
(Bk(x))ij = {xs2(i⊕j); ÅÓÌÉ (ij) ≡ 1 mod 2;0 ÉÎÁÞÅ(ÍÙ ÔÁËÖÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ i− j = ((i− j)⊕ j)⊕ j = i⊕ j).üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ \ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ", ÏÂÒÁÚÕÅÍÏ-ÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù Bk(x), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,
B4(x) =
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ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 173éÚ (41) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Bk(x)Bk(−x) = Bk(0) { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÒÁÚÍÅÒÁ k × k.ðÕÓÔØ t > s > 1. �Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (23). éÍÅÅÍ:t
∑j=0(−1)s2(t−j)[(tj) mod 2]�s2(t⊕j)+s2(s⊕j) = t

∑j=0 (Bt(−�))t;j(Bt(�))j;s= (Bt(0))t;s = 0: �6.1.1. ÷Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (21). íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
E�pws = m

∑l=0(−1)l(ml )pl(1− p)m−l; m = s2(s):äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ E�pws = E�pwt ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t, ÔÁËÏÇÏ,ÞÔÏ s2(t) = m. úÁÔÅÍ, �ÏÌÏÖÉ× t ÒÁ×ÎÙÍ 2m−1, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀÆÏÒÍÕÌÕ.ðÕÓÔØ s < 2N ; �ÏÌÏÖÉÍ m = s2(s) É t = 2m − 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, t {ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ s, Ó ÔÅÍ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ.îÁÂÏÒ ÂÁÛÅÎ {�N;l}Nl=0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ 2N �ÉÌÉÎÄÒÏ× ÒÁÎÇÁ N , ÆÕÎË-�ÉÉ õÏÌÛÁ ws É wt Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÜÔÉÈ ÂÁÛÎÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ
E�pws = N

∑l=0 ∫x∈� lN ws(x)d�p:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ hwsN;l = (Nl )
∑j=1ws(�n;k(j)) = FwsN;l((Nl ));Á × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÉÌÉÎÄÒÙ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÂÁÛÎÅ �N;l; ÉÍÅÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ �p-ÍÅÒÕ, ÒÁ×ÎÕÀ pl(1− p)N−l; ÉÍÅÅÍhwsN;l = 1pl(1− p)N−l ∫x∈� lN ws(x)d�p:



174 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (25) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
∫x∈� lN ws(x)d�p = FwsN;l(Nl )pl(1− p)N−l= FwtN;l(Nl )pl(1− p)N−l = ∫x∈� lN wt(x)d�p:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

E�pws = E�pwt �ÒÉ s2(s) = s2(t):æÕÎË�ÉÑ wt �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÕÖÅ ÎÁ ÂÁÛÎÑÈ {�m;l}ml=0. îÁËÏ-ÎÅ�,
E�pws = m

∑l=0 ∫x∈� lm wt(x)d�p= m
∑l=0 hwtm;l pl(1− p)m−l = m

∑l=0(−1)l(ml ) pl(1− p)m−l:ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ hwtm;l = (−1)l(ml ), ËÏÔÏÒÁÑÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (26).6.1.2. ÷Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (25). ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ õÏÌÛÁ wt(y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ m = s2(t) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁN−1
∏i=0 (ri+1(y))ti = rt01 (y) · rt12 (y) · : : : · rtN−1N (y);ÇÄÅ ti ∈ {0; 1}. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i = (akk )+(ak−1k−1 )+ · · ·+(a11 ) ÚÁ-ÄÁÅÔ �ÕÔØ (xj)n1 × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ, ×ÅÄÕÝÉÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ (0; 0) × ×ÅÒÛÉÎÕ(n; k), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ xj = 0 �ÒÉ 1 6 j 6 N . �ÏÇÄÁ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÞÉÓÌÁ i ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ a1(i) > N . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Fwtn;k(i)ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ wt ÎÁ ×ÓÅÈ �ÕÔÑÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ× ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �ÕÔØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÉ-ÓÌÕ i.òÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ �ÕÔÉ × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ, ×ÅÄÕÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÕ (n; k), ÎÁÄ×Á ËÌÁÓÓÁ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÍ, ËÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (1 ÉÌÉ −1) �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÑ wt. ëÁÖÄÙÊ �ÕÔØ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁÄ×Å ÞÁÓÔÉ: ÎÁÞÁÌÏ ÄÌÉÎÙ N É È×ÏÓÔ ÄÌÉÎÙ (nk) −N . îÁÞÁÌÏ ÄÌÉÎÙ N



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 175×ÓÑËÏÇÏ �ÕÔÉ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ (N; j), 0 6 j 6 N ,É �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ wt ÎÁ ×ÓÅÍ �ÕÔÉ. ëÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï �ÕÔÅÊ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ (N; j); ÄÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ÚÁÄÁÎÙ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {ni}mi=1, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 6 ni 6 N . þÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ×(r1; : : : ; rN ), ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ N ÅÄÉÎÉ� É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ1) ∏mi=1 rni = 1, 1 6 ni 6 N , 1 6 i 6 m, m 6 N;2) ℄{i |1 6 i 6 N; ri = 1} = j,ÒÁ×ÎÏ
∑l:062l6m(m2l)( N −mN − j − 2l):ðÕÔÉ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ (N; j); { ÜÔÏ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ �ÕÔÉ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ

(Nj )

−
∑l: 062l6m(m2l)( N −mN − j − 2l)= ∑l: 162l+16m( m2l+ 1)( N −mN − j − 2l− 1):ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï È×ÏÓÔÏ× ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (ak−Nk−j ) + · · · + (a1−N1−j )(ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÕÌÅÍ).÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕFwtn;k(i) = N

∑j=0 [2 · ∑l: 062l6m (m2l)( N−mN−j−2l)− (Nj )] · ((ak−Nk−j )+ · · ·+ (a1−N1−j )

):(45)6.1.3. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (36). úÁ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (35) ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:k(p)m (np+ v) = 1m!(npq2 )lHm( v√2pqn)+O(nl−1=2); (46)ÇÄÅ l = m=2 É |v=√n| < A. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2 �. 4.3.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ mÞÅÔÎÏ, ÔÏ |v| → ∞:



176 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ k(p)m (k − i; n − i) − k(p)m (k; n)�ÏÌÉÎÏÍÏ× ëÒÁ×ÞÕËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ1m!(((n− i)pq2 )lHm( v − i+ ip
√2pq(n− i)) −

(npq2 )lHm( v√2pqn)

):ðÏÌÉÎÏÍ ëÒÁ×ÞÕËÁ k(p)m (np + v; n) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÌÉ-ÎÏÍ P (v; n) Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n É v:P (v; n) = k(p)m (np+ v; n) = ∑j;� j;�vjn�(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ j É � { �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙj;� ; bj;� ; dj;� ; rj;� { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ Ä×Á �ÏÌÉÎÏÍÁ QÉ R; Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Q(v; n) = 1m!(npq2 )lHm( v√2pqn) = [l℄
∑j=0 jvm−2jnjÉ R(v; n) = k(p)m (np+ v; n)−Q(v; n):áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (46) ×ÌÅÞÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅR(v; n)=O(nl−1=2),Á ÚÎÁÞÉÔ, R(v; n) = ∑j;�: j=2+�6l−1=2 bj;�vjn� :ðÕÓÔØ i { �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏR(v − i; n− i)−R(v; n) = ∑j;�: j=2+�6l−1 dj;�vjn�É Q(v − i; n− i)−Q(v; n) = ∑j;�: j=2+�6l−1=2 rj;�vjn� :ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ rj;�ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ É �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ m ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

|v| → ∞, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ P (v−i; n−i)−P (v; n) ÚÁ-ÄÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ Q(v−i; n−i)−Q(v; n) �ÏÌÉÎÏÍÏ× üÒÍÉÔÁ. �ÏÔ ÆÁËÔ,ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÅ |v=√n| < A ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ: ÜÔÏÔ ÖÅ ×Ù×ÏÄ ×ÅÒÅÎ �ÒÉ v = o(n).ïÄÎÁËÏ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ
(n−im )−1k(p)m (k − i; n− i)− (nm)−1k(p)m (k; n):



ðòåäåìøîùå ëòé÷ùå äìñ á÷�ïíïòæéúíá ðáóëáìñ 177äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××ÅÄÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙApn;l = ( 12pqn)l(1 + l(2l− 1) 1n );Bpn;l = ( 12pqn)l ln;Cpn = −2m√q√2np ;Hpm;n;v = Hm( v√2npq ):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÈ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ1m!(n− im )−1
( (n− i)pq2 )l = Apn;l +Bpn;li+ o(nl−1): (47)éÚ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁHm(x+ y) = m

∑j=0 (mj )Hj(x)(2y)m−jÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏHm( v − i+ ip
√2pq(n− i)) = Hm(v − i+ ip√2pqn )+O(nl−1)= Hpm;n;v + CpnHpm−1;n;vi+O(nl−1) (48)(�ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ v+j√2pq(n−i) = v+j√2pqn + o(1=n1=2)ÄÌÑ j ∈ R É v = o(n)).éÓ�ÏÌØÚÕÑ (47) É (48), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (n−im )−1k(p)m (k− i; n− i)− (nm)−1k(p)m (k; n)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
−2m(nk)2m√q√2np ( 12pqn)m=2Hm−1(k − np√2npq) i:



178 á. á. ìïäëéî, á. ò. íéîáâõ�äéîï÷6.2. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ.6.2.1. çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ Tnp .
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(b) n = 2; p = 0:3òÉÓ. 46.2.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ. äÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË-�ÉÉ õÏÌÛÁ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 17 É 18. éÍÅÅÍ w17 = r1r5, w18 = r2r5. ÷ ÏÂÏÉÈÓÌÕÞÁÑÈ N = 5, m = 2. ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ i ∈ N, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ a1(i) > 5, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (25) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄFw1710;5(i) = 5
∑j=0 24 j2 − 5 j + 5j! (5− j)! �5;jn−k(i)= �5;0n−k(i) + �5;1n−k(i)− 2�5;2n−k(i)− 2�5;3n−k(i) + �5;4n−k(i) + �5;5n−k(i) = Fw1810;5(i):
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(b) i ∈ A5;2 = {i ∈ Z : 0 6 i 6 252; a1(i) > 5}; |A5;2| = 32òÉÓ. 5. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ Sw17x (i); x ∈ �10;5(1).äÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÉÖÅ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÌÅ×Á �ÒÉ×Å-ÄÅÎÙ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ Fw1710;5 É Fw1810;5, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ 1 6 i 6
(105 ).ó�ÒÁ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÉÈ ÇÒÁÆÉËÉ17 ÄÌÑ 1 6 i 6

(105 ) Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ× ×ÉÄÅ 5-ËÁÓËÁÄÁ18, × ËÏÔÏÒÙÈ a1(i) > 5 (ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÏ ÞÅÒÅÚ A5;2). èÏÔÑ ÆÕÎË�ÉÉ Fw1710;5(i) É Fw1810;5(i) ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
{i : 1 6 i 6

(105 )

} ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÏ × ÔÏÞËÁÈ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × 5-ËÁÓËÁÄÅa1(i) > 5, ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.17óÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (25).18óÍ. �. 4.2.1.
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(b) i ∈ A5;2 = {i ∈ Z : 0 6 i 6 252; a1(i) > 5}; |A5;2| = 32òÉÓ. 6. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ Sw18x (i); x ∈ �10;5(1):ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. í. ÷ÅÒÛÉË, òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÓÄ×É-ÇÁ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. | äáî óóóò 259, ×Ù�. 3 (1981), 526{529.2. á. í. ÷ÅÒÛÉË, �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ × ÜÒÇÏ-ÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍ. ìïíé 115 (1982), 72{82.3. á. í. ÷ÅÒÛÉË, á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ. | æÕÎË�.ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ �ÒÉÌ. 453, ×Ù�. 3 (2011), 16{33.4. í. é. çÏÒÄÉÎ, ï �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏ×. | äáî óóóò 188, ×Ù�. 4 (1969), 739{741.
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