
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 437, 2015 Ç.ä. á. úÁÅ×ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè,ó÷ñúáîîùè ó úáäáþåê ëáî�ïòï÷éþá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅîÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ×ÁÖÎÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏ-ÒÏ×ÉÞÁ { ÚÁÄÁÞÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÍÅÒ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. ï ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÏÂÝÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÎÁÉÂÏÌÅÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ × [1{4℄. �ÒÁÎÓ-�ÏÒÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Õ�ÏÍÑÎÅÍ ÆÉÎÁÎÓÏ-×ÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ (ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÁÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ) É ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ (ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù), ÓÍ. [5{8℄. íÎÏÇÉÅ ÂÁÚÏ×ÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔ-ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×Ï�ÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ) ÄÌÑ ÍÅÒ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ×ÅÄÕÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ É ÚÁ-×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ �ÌÁÎÏ× ÏÔ ÜÒÇÏÄÉ-ÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÅÅ × [6℄). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÅÎ×Ï�ÒÏÓ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÇÏ �ÌÁÎÁ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÒÇÉÎÁÌÏ×.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÁÚÏ×ÙÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á (Z;+) ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÅ (X; d). åÅ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X×X Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ \ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ"Ó�ÏÓÏÂÏÍ: g(x1; x2) := (g(x1); g(x2)), ÇÄÅ g { ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1Z ∈ ZÎÁX . íÅÒÁ � ÎÁ (X; d) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z, ÅÓÌÉ� ◦ g−1 = �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pg(X) ⊆ P(X) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ (X; d), ÓÎÁÂÄÉ× ÅÇÏ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÅÊ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Pg(X) { ×Ù�ÕËÌÙÊ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ËÏÍ�ÁËÔ. ëÁË É× ÌÀÂÏÍ ×Ù�ÕËÌÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÅ, × ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏ-ÓÔÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚËÁ × Pg(X). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÚÁÄÁÞÁ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅÑÄÒÏ. 100



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 101�e(Pg(X)) É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pg(X). ñÓÎÏ,ÞÔÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pg(X) { ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ g-ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅÍÅÒÙ. �ÁËÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [9℄), ÞÔÏ Pg(X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ ûÏ-ËÅ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ × Pg(X) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁË ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅ-ÒÙ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �e(Pg(X)).úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÁÒÕ ÍÅÒ �, � ÉÚ Pg(X). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ×Á-ÒÉÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ (ÓÍ.[1{4℄): inf {∫  d� : � ∈ P(X ×X); Pr1(�) = �; Pr2(�) = �} :úÄÅÓØ  : X × X → R { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÎÉ-ÚÕ ÆÕÎË�ÉÑ, Á Prk(�) { k-Ê ÍÁÒÇÉÎÁÌ (Ô.Å. �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ)ÍÅÒÙ �. íÅÒÙ � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÍÉ �ÌÁÎÁÍÉ É ÍÏÇÕÔ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÓ ÍÅÒÏÊ × ÄÒÕÇÏÅ.äÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÅ ×ÓÅÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ �ÌÁÎÏ×, Á ÌÉÛØ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ g ÎÁ X × Y . �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄinf {∫  d� : � ∈ Pg(X ×X); Pr1(�) = �; Pr2(�) = �} :üÔÏ �ÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. �ÁËÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÂÙÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ × [5℄ É × [8℄. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ.�ÁË ËÁË � É � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ Pg(X), ÏÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ×ÉÄÅ� = ∫�e(Pg(X)) �� d�̃(�) =: bar(�̃); � = ∫�e(Pg(X)) �� d�̃(�) =: bar(�̃);



102 ä. á. úáå÷ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ, ÓËÏÎ�ÅÎÔÒÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ Pg(X): �̃; �̃ ∈ P(�e(Pg(X))). úÁÄÁÄÉÍ-ÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:inf{ ∫  d� : � ∈ Pg(X ×X); Pr1(�) = �; Pr2(�) = �}= inf {∫ inf {∫  d� : � ∈ Pg(X ×X);Pr1(�) = ��; Pr2(�) = ��}d�̃ : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)}; (1.1)ÇÄÅ�̃(�̃; �̃) := {� ∈ P(�e(Pg(X))× �e(Pg(X))) : Pr1(�) = �̃; Pr2(�) = �̃} :éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÁÎÔÏ-ÒÏ×ÉÞÁ ÎÁ Ä×Å �ÏÄÚÁÄÁÞÉ: �ÅÒ×ÕÀ { Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉ-ÍÏÓÔÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÉ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ, ×ÔÏÒÕÀ { ÏÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÍÅÒ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏ-ÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ (ÍÅÒ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ)?÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× Dom ⊆ P(X), ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ �ÏÄÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× (ÓÍ. [10,11℄). ï�ÉÓÁÎ-ÎÙÊ ×ÙÛÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ËÁË ÒÁÚ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÏÍÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.8.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ (X;A), (Y;B) { Ä×Á �ÏÌØÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ É ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉÇÒÕ��Ù (Z;+), Ainv ⊆ A, Binv ⊆ B { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÙÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ,  : X × Y → R { �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (1.1), ÇÄÅ �̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � ÎÁ Ainv, �̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÅÒÙ �ÎÁ Binv.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁ-ÌØÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÇÏ �ÌÁÎÁ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ �ÌÁÎÏ×Ó ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÁÒÇÉÎÁÌÁÍÉ. îÕÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÔÒÁÎÓ-�ÏÒÔÎÙÅ �ÌÁÎÙ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÍÙ



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 103ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ, �Ï-ÌÕÞÉ× �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ïÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ: ÏÓÕ-ÝÅÓÔ×ÌÑÑ ÔÁËÕÀ ÚÁÍÅÎÕ, ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÌÁÎÏ× ×ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ Ó×ÏÉÈ ÍÁÒÇÉÎÁÌÏ×. ðÏ-ÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × §4 × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ.ðÕÓÔØ Dom ⊆ P(X) { ÓÉÍ�ÌÅËÓ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á �ÏÌÏÖÉÍ E := �e(Dom) ⊆ Dom. ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ �d : E × E → R>0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ E,�ÒÉÞÅÍ �d ÍÅÔÒÉÚÕÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ E. åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ [1;∞), ÔÏ ÓÍÏÖÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �d ÄÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑd̂p ÎÁ Dom, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕd̂p(�; �):=inf{(∫ �dp(e1; e2)d�) 1p : �∈P(E×E);Pr1(�)= �̃;Pr2(�)= �̃} ; (1.2)ÇÄÅ P(E × E) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁE × E, Prk { Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÍÅÒÅ ÉÚ P(E × E) ÅÅ k-ÊÍÁÒÇÉÎÁÌ, bar(�̃) = �, bar(�̃) = �.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Lp-ÍÅÔÒÉËÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ (X; d) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍ�ÁËÔ, P(X) { ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ (= ÒÁÄÏÎÏ×ÓËÉÈ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ ÎÅÍ.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ∈ [1;∞) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Lp-ÍÅÔÒÉËÁ ëÁÎ-ÔÏÒÏ×ÉÞÁWp : P(X)×P(X)→ R>0 ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊWp(�; �):=inf{(∫ dp(x; y)d�) 1p: � ∈ P(X×X); Pr1(�)=�; Pr2(�)=�} : (1.3)÷ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ Lp-ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÎÁ Dom := Pg(X):W gp (�; �):=inf{(∫ dp(x; y)d�) 1p: � ∈ Pg(X×X); Pr1(�)=�; Pr2(�)=�}: (1.4)éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ), ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÅ-ÔÒÉËÁ d ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Z, ÆÕÎË�ÉÑ W gp



104 ä. á. úáå÷ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Wp ÎÁ Dom (ÓÍ. [7℄). ïÄÎÁËÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÔÒÉËÉ d, ÔÁË ÞÔÏ W gp > Wp ÎÁ ÉÈÏÂÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ W gp ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÁËÓÉÏÍÁÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ Pg(X) (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × �ÒÉÍÅÒÅ 3.14).÷Ï�ÒÏÓ 1.3. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ [1;+∞) ÎÁ Dom ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÔÒÉ-ËÁ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ W gp . ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÄÁÔØ ÍÅÔÒÉËÕ �d ÎÁ E = �e DomÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ d̂p ÎÁ Dom ÓÏ×�ÁÄÁÌÏ Ó W gp ?ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �dgp ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ Lp-ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ (ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (1.4)) ÎÁ Erg(X) := �e(Dom), ÔÏ ÅÓÔØ( �dgp)p(��; ��):=inf{∫ dp(��; ��)d� : �∈Pg(X×X); Pr1(�)=��; Pr2(�)=��}: (1.5)�ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï W gp (�; �) = d̂gp(�; �)×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; � ∈ Dom. úÄÅÓØ d̂gp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÑ �dgp (ÓÍ. (1.5)) Ó E := �e(Dom) ÎÁ Dom, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (1.2).üÔÏÔ ÆÁËÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÔÁËÖÅ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ-×ÉÞÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (Pg(X);W gp (d)) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÅ (X; d), ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ Lp-ÍÅÔÒÉËÏÊ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ. �ÁË ËÁË�e(Dom) ⊆ Dom = Pg(X);ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ W gp (d) ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Dom É �e(Dom) É �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (Dom;W gp (d)) É (�e(Dom);W gp (d))ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁDom ≃ P(�e(Dom));ÇÄÅ \≃" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØLp-ÍÅÔÒÉËÕ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÎÁ P(�e(Dom)), ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (�e(Dom);W gp (d))ËÁË ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ (P(�e(Dom));Wp(W gp (d))). ÷ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ(P(�e(Dom));Wp(W gp (d))) = (Dom;W gp (d));



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 105ÇÄÅ \=" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉËÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ É ÍÅÔÒÉËÉ ëÁÎÔÏÒÏ-×ÉÞÁ × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×Ù-ÛÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ. íÙ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÅ-ÒÙ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ { ÔÅÏÒÅÍÙ 4.8 É 5.1. ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈÏ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ, Á ×ÔÏÒÁÑ {Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÅÔÒÉË ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÎÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÈ. ðÁÒÁ-ÇÒÁÆ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ÉÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÍÅÒ (ÓÍ. [10℄ É [11℄).÷ §3 ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. �ÁÍ ÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ \ÈÏÒÏÛÉÈ"× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ: ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ É ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ�ÒÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ ÉÈ ÏÂÝÎÏÓÔØËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.÷ §4 ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÎÉÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ É×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ. ÷ §5 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÅÔÒÉË ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.�ÁËÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏ×. üÔÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ É ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÂÏÔÙ [5{8,12℄.÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÒÁÂÏÔÙ × �ÅÞÁÔØ Á×ÔÏÒÕ ÓÔÁÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ×Ï�ÒÏÓ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÍÅÔÒÉËÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ó ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅËÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ × [14℄. ïÄÎÁËÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ�ÏÄÈÏÄÙ É ËÏÎÔÅËÓÔ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ, × ÎÁÛÅÊ É�ÉÔÉÒÕÅÍÏÊ ÒÁÂÏÔÁÈ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.



106 ä. á. úáå÷
§2. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ: ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ ÉÄÅÚÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÅÒ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ËÒÁÔËÏ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÊ É ÄÅÚÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÒ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ ûÏËÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. �ÏÞËÁ x ∈ K ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ËÒÁÊÎÅÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ K, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x =t · a+ (1− t) · b �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t ∈ (0; 1), ÍÙ ÉÍÅÅÍ a = b. ëÏÍ�ÁËÔÎÏÅ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏK ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍûÏËÅ, ÅÓ-ÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑÍÅÒÁ �a ÎÁ K, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

• �a(�e(K)) = 1, ÇÄÅ �e(K) { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË ËÏÍ�ÁËÔÁ K,
• a = bar(�a) := ∫K xd�a.ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ:
• ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÓÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ ûÏËÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ; ÜÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÏ, ËÁË ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÅÒ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ ëÁÎÔÏÒÏ×É-ÞÁ, ËÏÍ�ÁËÔÎÙ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ;
• ×ÔÏÒÏÊ É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÊ ÍÉÎÕÓ ÔÅÏÒÉÉ ûÏËÅ ÓÏÓÔÏ-ÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ËÁË ÓÍÅÓÉ ÅÇÏ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÜÒÇÏÄÉÞÅ-ÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÅÒÙ.ðÏÄÈÏÄ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ äÙÎËÉÎÙÍ × [10℄ É ÒÁÚ×ÉÔÙÊ × [11℄, ÌÉÛÅÎÜÔÉÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ×. ðÏÎÑÔÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ äÙÎËÉÎÙÍ, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ûÏËÅ. ïÎÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÁÌÉÞÉÑ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅ-ÏÒÉÉ ÍÅÒÙ. ï ÎÅÄÁ×ÎÉÈ ÎÏ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×äÙÎËÉÎÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ × [14℄.äÌÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× äÙÎËÉÎÁ (ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ × [11℄ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ) ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÅÒÙ × ×ÉÄÅ ÓÍÅÓÉ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÅÅ ÄÅÚÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉ-ÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ.



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 107õÓÌÏ×ÎÙÅ ÍÅÒÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÚÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÒÁÊÎÉÍÔÏÞËÁÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B(X;A) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ A-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ (X;A) { ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É M ⊆
P(X) { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ A. îÁÉÍÅÎØ-ÛÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ M , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ f ∈ B(X;A), � ∈ M ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ � → �(f) ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ (X;A) { ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É M ⊆
P(X) { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒ bar: P(M) → M �Ï ÆÏÒÍÕÌÅbar(�̃)(f) = ∫M 


∫X fd� d�̃(�)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ B(X;A). çÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (M;B) ÎÁÚÏ-×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �e(M) ⊂ M ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË m, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÒÙ�m ∈ P(M) Ó×ÏÊÓÔ×Ï bar(�m) = m ×ÌÅÞ£Ô �m({m})=1. éÚÍÅÒÉÍÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (M;B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ äÙÎËÉÎÁ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Á�e(M) ÉÚÍÅÒÉÍÁ, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ ÍÅÒÁ �̃ ∈ P(M) Ó bar(�̃) = � É �̃(�e(M)) = 1.ðÒÉÍÅÒ 2.4. åÓÌÉ M := P(X), ÔÏ ÜÔÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓ äÙÎËÉÎÁ, É �e(M)ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÅÒ äÉÒÁËÁ.ðÒÉÍÅÒ 2.5. ðÕÓÔØ (X;A) { ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, G { ÁÍÅÎÁÂÅÌØ-ÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ X ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, PG(X){ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ. åÓÌÉ M := PG(X), Á B { ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ (M;B) { ÓÉÍ�ÌÅËÓ äÙÎËÉÎÁ, Á ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Á ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ. �ÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓûÏËÅ ÁÆÆÉÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ PG(X) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Z (ÓÍ. [13, 15℄), ÌÀÂÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ ûÏËÅ ÁÆÆÉÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ äÙÎËÉÎÁ.ðÕÓÔØ (X;A) { ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. æÕÎË�ÉÑ Q : X × A → [0; 1℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×-ÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ ÎÁ (X;A), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÍÅÒÁ Qx := Q(x; ·)



108 ä. á. úáå÷Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ A, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA ∈ A ÆÕÎË�ÉÑ x → Q(x;A) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ A-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ.ä×Á ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÄÒÁ Q1, Q2 ÎÁ (X;A) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ M -ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ⊆ P(X), ÅÓÌÉ�({x : Q1(x; ·) = Q2(x; ·)}) = 1ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÍÅÒÙ � ∈M .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ (X;A), (Y;B) { Ä×Á ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á. æÕÎË�ÉÑ Q : Y × A → [0; 1℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ �ÅÒÅÈÏÄ-ÎÙÍ ÑÄÒÏÍ ÉÚ (X;A) × (Y;B), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÆÕÎË�ÉÑQy := Q(y; ·) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ (X;A), Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ∈ A ÆÕÎË�ÉÑ y → Q(y;A) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ B-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ.ä×Á ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÈ ÑÄÒÁQ1, Q2 ÉÚ (X;A) × (Y;B) ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØM -ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ⊆ P(Y ),ÅÓÌÉ �({y : Q1(y; ·) = Q2(y; ·)}) = 1 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÍÅÒÙ � ∈ M . ëÁÖÄÏÅÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ Q Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ B(X;A)�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ Q(f)(x) := ∫ fdQ(x; ·):ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ M ⊆ P(X;A) É A0 { �-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × A.íÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ Q ÎÁ (X;A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ(A;A0;M), ÅÓÌÉ
E�(f |A0) = Q(f) ÄÌÑ �.×. x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f ∈ B(X;A), � ∈ M . úÄÅÓØ E�(f |A0) { ÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �-ÁÌÇÅÂÒÙ A0 É ÍÅÒÙ �.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÒÏÊËÉ (A;A0;M) �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÍ ÑÄÒÏÍ ÉÚ (X;A) × (X;A0).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ ÑÄÒÁ ÎÁ P(X;A) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ: Q#(�)(A) := ∫X Q(x;A)d�ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ∈ A. íÅÒÁ � ∈ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏQ, ÅÓÌÉ Q#(�) = �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÇÏ



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 109ÑÄÒÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ B(X;A) × B(Y;B) �Ï ÆÏÒÍÕ-ÌÅ Q(f)(y) := ∫ f(x)dQ(y; ·) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ P(Y;B) × P(X;A) �ÏÆÏÒÍÕÌÅ Q#(�)(A) := ∫Y Q(y;A)d� ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ⊆ P(X) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× F , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÒ �1; �2 ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ A ∈ FÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �1(A) 6= �2(A). äÁÌÅÅ, �-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A0 ⊆ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM ⊆ P(X), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ Q ÎÁ (X;A), Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÒÏÊËÉ(A;A0;M). äÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑH-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑM , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ É�({x : Qx ∈ M}) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ M:ä×Å �-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ A1 ⊆ A, A2 ⊆ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ M -ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙÍÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ⊆ P(X;A), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÍÅÒÙ � ∈ M É ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1 ∈ A1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA2 ∈ A2, ÞÔÏ A1 = A2 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ×ÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ 3.1,3.2 É 3.3 ÉÚ [10℄ Ó ÌÅÍÍÏÊ 3.6 ÉÚ [11℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2.10. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A { ÓÞÅÔÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂ-ÒÁ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ⊆ P(X;A) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
• óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ M-ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ, H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ A0 ⊆ A ÄÌÑ M , ËÏÔÏÒÁÑÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A ∈ A, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �(A) = 0 ÉÌÉ�(A) = 1 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÙ � ∈ �e(M).
• óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ Q ÎÁ (X;A) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍQ(gQ(f)) = Q(g)Q(f) ÄÌÑ ×ÓÅÈ f; g ∈ B(X;A);ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍQx({y ∈ X : Qx = Qy}) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ X;ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ M ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ Q-ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÉÚ P(X;A).äÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ ÑÄÒÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕH-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ M-ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ ×ÓÅÈ Q-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.



110 ä. á. úáå÷ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.11. óÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊆ P(X;A) ÍÅÒÎÁ ÓÞÅÔÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÍÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.10.÷ [10℄ äÙÎËÉÎ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÓÅÒÉÀ �ÒÉÍÅÒÏ× ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÙ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ× 2.4, 2.5.óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÉÚ[10℄ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 3.8 ÉÚ [11℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2.12. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ M ⊆ P(X;A)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ äÙÎËÉÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÍÁÒ-ËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ Q ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ,ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�Á ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �Ï äÙÎËÉÎÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË�e(M) = {Qx : x ∈ X}É bar(�̃) = � ⇐⇒ �̃(S) = �({x : Qx ∈ S})ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ⊆M .óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.13. ðÕÓÔØ (X;A) { �ÏÌØÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÏÒÅ-ÌÅ×ÓËÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. �ÏÇÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ E ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÂÏ-ÒÅÌÅ×ÓËÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÎÁ P(X).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.3 × [16℄. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ.ðÒÉÍÅÒ 2.14 (ïÓÎÏ×ÎÏÊ �ÒÉÍÅÒ). ðÕÓÔØ G { ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��ÁÓ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ �ÏÌØÓËÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X; d), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ×:(1) ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ;(2) ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á Ó �ÌÏÔÎÏÊ ÓÞÅÔÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ;(3) ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÓÞÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á) Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔÉ.



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 111äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ X×X Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ \ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ" Ó�ÏÓÏÂÏÍ:g(x1; x2) := (g(x1); g(x2)), ÇÄÅ g { ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÎÁ X . íÅÒÁ� ÎÁ (X; d) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G, ÅÓÌÉ �◦g−1 = �ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ PG(X) ⊆ P(X) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ (X; d).éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ PG(X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × �. 6 É 7 × [10℄). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÓÉÍ�ÌÅËÓÕ H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÁË ÁÌÇÅ-ÂÒÁ Ainv ×ÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ Q ÎÁ (X;A) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËQ̃(x;A) := limn→∞

1�(Fn) ∫Fn g#(Æx(A))d�(g):úÄÅÓØ (Fn) { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æ£ÌÎÅÒÁ ÇÒÕ��Ù G, � { ÌÅ×ÁÑ ÍÅ-ÒÁ èÁÁÒÁ ÎÁ G, Æx { ÍÅÒÁ äÉÒÁËÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ÔÏÞËÅ x ∈ X .îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ æ£ÌÎÅÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× G, ÞÔÏlimn→∞

�(gFn △ Fn)�(Fn) = 0ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G, ÇÄÅ gFn := {gf : f ∈ Fn}, △ { ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÕ��.
§3. úÁÄÁÞÁ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉðÕÓÔØ (X;A), (Y;B) { Ä×Á �ÏÌØÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P(X), P(Y ), P(X×Y ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ (X;A), (Y;B) É (X×Y;A⊗B) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ × ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: P(X) ⊂ Cb(X)∗, P(Y ) ⊂Cb(Y )∗, P(X × Y ) ⊂ Cb(X × Y )∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÁÂÙÅ∗-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ É ÓÎÁÂÄÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈÍÅÒ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(X), P(Y ), P(X ×Y ) ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ-ÓÑ �ÏÌØÓËÉÍÉ (ÓÍ. [18℄, ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2 É 6.5). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ



112 ä. á. úáå÷ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÅÒ. äÁÌÅÅ �ÏÄ ÓÌÁÂÏÊ∗-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ××ÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÚÄÅÓØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ PrX : P(X × Y ) → P(X),PrY : P(X × Y ) → P(Y ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:PrX(�)(A) = �(A × Y ); A ∈ A; (3.1)PrY(�)(B) = �(X ×B); B ∈ B: (3.2)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Pr: P(X×Y ) → P(X)×P(X) ËÁË Pr(�) =(PrX(�), PrY(�)). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÓÌÁÂÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒ:�(�; �) = {� ∈ P(X × Y ) : Pr(�) = (�; �)}; � ∈ P(X); � ∈ P(Y ):üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÍÉ �ÌÁÎÁÍÉ. ñÓÎÏ,ÞÔÏ, ÔÁË ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Pr ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(�; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÚÁÍËÎÕÔÙÍ. �ÁËÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ (ÓÍ. [1, 2, 4℄).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅC : P(X × Y ) → R ∪ {+∞};ËÏÔÏÒÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏ:�C(�) + (1− �)C() = C(�� + (1− �))ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ [0; 1℄, �;  ∈ P(X × Y ), 0 · (+∞) := 0. ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ,ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÓÌÁÂÕÀ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ (l.s..) ÔÁËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÏ×. ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÁËÏÊ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÎÉ-ÚÕ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ  : X × Y → R { ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ C(�) := ∫  d� {�ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÎÅ ×ÓÅ �ÏÌÕ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, × [22℄ Ï�ÉÓÁÎ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ �ÏÞÔÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ C É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ �ÌÁÎÏ×:�opt(X × Y ) := {� ∈ P(X × Y ) : C(�) 6 C() ÄÌÑ ×ÓÅÈ  ∈ �(Pr(�))};�opt(�; �) := {� ∈ �(�; �) ∩ �opt(X × Y )}:



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 113÷ ÒÑÄÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÁ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ × ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ ÚÁÉÎÔÅ-ÒÅÓÏ×ÁÎÙ × �ÏÉÓËÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ �ÌÁÎÏ×, Á ÔÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ (× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍÓÍÙÓÌÅ). �ÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ (ÉÌÉ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÊ) ÚÁÄÁÞÅÊ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ { ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÁÑ ÚÁ-ÄÁÞÁ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ, ÇÄÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å�ÌÁÎÏ×-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×. èÏÒÏÛÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ É ÏÂÏÂÝÉÔØ�ÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÜÔÏÔ �ÁÒÁ-ÇÒÁÆ.íÎÏÇÉÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ï�ÉÓÁÎÙ × [6℄.òÁÂÏÔÁ [12℄ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ íÏÎÖÁ{ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÓÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÍÁÒÇÉÎÁÌÁÍÉ; × [5℄ É [8℄ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ �Ï-ÎÑÔÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. äÌÑ �ÁÒÙ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (X;A), (Y;B)ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÔÒÏÊËÕ R = (
;MX ;MY ;M), ÓÏÓÔÏ-ÑÝÕÀ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ⊆ L0(X × Y;A ⊗ B) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚÍÅÒÉÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ É ÔÒ£È ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅÒMX ⊆ P(X),MY ⊆ P(Y ),M ⊆ P(X × Y ).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ �ÌÁÎÏ× ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�R(X×Y ):={�∈P(X×Y ) : ∫ !d�=0 ∀!∈
; PrX(�)∈MX ; PrY(�)∈MY}; (3.3)�R(�; �) := {� ∈ �R(X × Y ) : PrX(�) = �; PrY (�) = �}: (3.4)ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R1, R2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ�R1(X × Y ) = �R2(X × Y ).÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ (X;A), (Y;B){ �ÁÒÁ �ÏÌØÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÎÁÄÏ-ÂÉÔÓÑ ÎÁÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚ-ÍÅÒÉÍÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ.



114 ä. á. úáå÷ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. îÁÚÏ×ÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R = (
;MX ;MY )ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ(1) MX , MY ÚÁÍËÎÕÔÙ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ,(2) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ � →
∫ !d� ÓÌÁÂÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÎÁ �(MX ;MY ) ÄÌÑ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ! ∈ 
,(3) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �R(�; �) ÎÅ�ÕÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ MX , � ∈MY .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ R = (
;MX ;MY ) { ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ �R(X×Y ) ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á �R(�; �) ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÙ ÍÅÒ (�; �) ∈ MX×MY . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �R(X×Y )É �R(�; �) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌØÓËÉÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�(�; �) ËÏÍ�ÁËÔÎÏ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. [2℄). �ðÒÉ×ÅÄÅÍ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÌÁÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.4. åÓÌÉ 
 ⊆ Cb(X×Y ),MX ⊆ P(X) ÉMY ⊆ P(Y ) ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙ É ÎÅ�ÕÓÔÙ, Á �⊗� ∈ �R(�; �) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÍÅÒ � ∈MX ,� ∈MY , ÔÏ R = (
;MX ;MY ) { ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ, �ÏÍÉÍÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R, ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÓÔÏ-ÉÍÏÓÔÉ C. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÎÓ-�ÏÒÔÎÙÈ �ÌÁÎÏ×:�optR (X×Y ) := {� ∈ �R(X×Y ) : C(�) 6 C() ∀ ∈ �R(Pr(�))}; (3.5)�optR (�; �) := {� ∈ �R(�; �) ∩ �optR (X × Y )}: (3.6)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ (R;MX ;MY ) ÓÌÁÂÏÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, Á C { ÓÌÁÂÏ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÔÏ�optR (�; �) ÂÕÄÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × P(X×Y ) (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÍÅÒ � ∈ MX , � ∈MY ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÁ ÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÄÕÒÏ×ÎÑ ÚÁÍËÎÕÔÙ. úÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {� ∈�R(�; �) : C(�) 6 a} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. ðÕÓÔØ a =inf {C(�) : � ∈ �R(�; �)}; ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÒÏ×ÎÑÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ �optR (�; �). �ÁË ËÁË ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ × ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ�ÏÌØÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �R(�; �) (�Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.3), ÏÎÏ ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ. �



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 115ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÌÁÂÏÊÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÉÚÍÅÒÉ-ÍÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ �ÌÁÎÏ× × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å �ÌÁÎÏ×. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ-×ÉÞÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1, ÔÏÌØËÏ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.äÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ R :=(
;MX ;MY ) { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, MX , MY { ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÍÙÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ, A0 ⊆ A, B0 ⊆ B { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ �-ÁÌÇÅÂÒÙ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R := (
;MX ;MY ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÒ-ÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ ÍÅÒ M ⊆ P(X × Y ) É ÔÁËÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ (A⊗ B)0 ⊆ A⊗ B, ÞÔÏ
• �R(X × Y ) ⊆ M ,
• A0 ⊗ B0 ⊆ (A⊗ B)0,
• PrX() ∈ �e(MX), PrY () ∈ �e(MY ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ  ∈ �e(M).âÕÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ R := (
;MX ;MY ) { ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, M ⊆ P(X × Y ) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÜÒ-ÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ, QM É (A⊗B)0 ⊆ A⊗B { Ó×ÑÚÁÎÎÙÅÓ ÎÉÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ É H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕ-ÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍÉ ÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔÍÁÒÇÉÎÁÌÙ, É ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÍ ÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÅ �ÌÁÎÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R := (
;MX ;MY ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ M , ÅÓÌÉ ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ� ∈ �R(X × Y ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∫S !d� = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ! ∈ 
, S ∈ (A⊗ B)0.÷ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

{F�}, F� : B(X × Y;A⊗ B)→ B(X × Y;A⊗ B), � ∈ �, ÞÔÏ(1) F�(gf) = gF�(f) ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ B(X × Y; (A⊗ B)0), f ∈ B(X ×Y;A⊗ B), � ∈ �,



116 ä. á. úáå÷(2) ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R = (MX ;MY ;
ont) É Rmeas = (MX ,MY ;
meas) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÇÄÅ 
ont := span{f − F�(f) : f ∈Cb(X×Y ); � ∈ �}, 
meas := span{f−F�(f) : f ∈ B(X×Y; A⊗
B); � ∈ �},ÔÏ R { ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫ IS(f − F�(f))d� = 0ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Cb(X × Y ), S ∈ (A⊗ B)0, � ∈ �R(X × Y ), � ∈ �, ÇÄÅIS { ÉÎÄÉËÁÔÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �R(X × Y ) =�Rmeas(X × Y ) �ÏÌÕÞÁÅÍ ∫ (f − F�(f))d� = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ �R(X × Y ),f ∈ B(X × Y; A ⊗ B), � ∈ �. äÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ∫ IS(f − F�(f))d� = ∫ (ISf − F�(ISf))d� É ISf ∈B(X × Y; A⊗ B) ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Cb(X × Y ), S ∈ (A⊗ B)0, � ∈ �. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.9. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �R(�; �) = �(�; �)∩M ÄÌÑ ×ÓÅÈ (�; �)∈MX × MY ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R, ÜÔÏ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ M . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀM { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï QM -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÉÚ P(X×Y ).äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ F1(f) := QM (f), � = {1}, 
̃ := {f−QM (f); ∀f ∈Cb(X×Y )}. �ÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R̃ := (
̃;MX ;MY ) ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ-×ÁÎÏ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ R.ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ, ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÅÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ É ÓÌÁÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ÍÅÓÔÅ ×ÌÅËÕÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ.ðÕÓÔØ d : X × X → R { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, DomQ ⊆

P(X) { ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ, R = (
;DomQ;DomQ) {ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ p ∈[1;+∞) ÆÕÎË�ÉÀ WRp : DomQ×DomQ → [0;∞℄ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅWRp (�; �) := inf {(∫ dp(x; y)d�) 1p : � ∈ �R(�; �)} : (3.7)÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ,ÏÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ, ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ �Ï ÓÞÅÔÕ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ WRp ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ.



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 117ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R = (
Q;DomQ;DomQ)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ Q, ÅÓÌÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓ DomQ ÓÌÁÂÏ ÚÁÍËÎÕÔ,
Q ⊆ Cb(X × Y ) É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ! ∈ 
Q ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(1) ((Id; Id)#�)(!) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ DomQ,(2) (�⊗ �)(!) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; � ∈ DomQ,(3) �(!) = 0 =⇒ �T (!) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ �(�; �) É �; � ∈ DomQ,ÇÄÅ �T Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
∫ f(x; y)d�T = ∫ f(y; x)d� ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Cb(X × Y ):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.11. åÓÌÉ R { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ,ÔÏ WRp { [0;+∞℄-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË �=(Id; Id)#�∈�R(�; �), ÉÍÅÅÍ ∫ dpd�=0ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ � É WRp (�; �) = 0. ðÏ ÓÈÏÖÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ (dp = 0 ÔÏÌØËÏÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ {(x; x)}, �ÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ �ÌÁÎÙ ×ÉÄÁ (Id; Id)#� ÓÏÓÒÅÄÏ-ÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÎÅÊ) WRp (�; �) 6= 0, ÅÓÌÉ � 6= �. æÕÎË�ÉÑ WRp ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÁ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ � ∈ �R(�; �) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �T ∈ �R(�; �)É ∫ dpd� = ∫ dpd�T . îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2℄) Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÌÅÍÍÙ Ï ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÎÉÖÅ. �ìÅÍÍÁ 3.12. ðÕÓÔØ R = (
Q;DomQ;DomQ) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÅÒ �1; �2; �3 ∈ DomQ, �12 ∈ �R(�1; �2),�23 ∈ �R(�2; �3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ  ∈ P(X × X × X), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ(Pr12)#() = �12, (Pr23)#() = �23, (Pr13)#() ∈ �R(�1; �3).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍ-ÍÙ Ï ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÉ (ÓÍ. [19, ÌÅÍÍÁ 2.2.℄). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV ⊂ Cb(X ×X ×X) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:V := {f12(x1; x2) + f23(x2; x3) + !13(x1; x3) :f12; f23 ∈ Cb(X ×X); !13 ∈ 
Q}: (3.8)ðÕÓÔØ F (f12 + f23 + !13) := �12(f12) + �23(f23). ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ F ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ V : f12+f23+!13 = f̃12+f̃23+!̃13. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ!13(x1; x3) − !̃13(x1; x3) = !1(x1) + !3(x3) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ !1; !3 ∈ 
Q.



118 ä. á. úáå÷�ÏÇÄÁ f12 − f̃12 + !1 = f̃23 − f23 − !3 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x2. ðÏÌÕÞÁÅÍ�12(f12 − f̃12 + !1) = �2(f12 − f̃12) = �2(f̃23 − f23) = �23(f̃23 − f23 − !3);ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ F ÎÁ V . ìÅÇ-ËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ F { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.25× [20℄) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ×Ó£Í Cb(X × X × X).÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Cb(Xk) ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÁ F ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÅÒÁÍ �k,ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ òÉÓÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 7.10.6 × [21℄) ÄÌÑ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÑ F (�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍ�ÁËÔÏ×). ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÔØ ×ÓÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÌÅÍÍÙ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.13. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË (� ⊗ �)(!) = 0, � ⊗ � ∈ �R(�; �) ÄÌÑ ×ÓÅÈ�; � ∈ DomQ, DomQ ÓÌÁÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É 
 ⊆ Cb(X × Y ), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅR = (
;DomQ;DomQ) ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ × ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 3.4. �ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ (�ÒÉ-ÍÅÒ 2.14) ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÅÓÔÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ×ÓÅÍ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.ðÒÉÍÅÒ 3.14 (ïÓÎÏ×ÎÏÊ �ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R = (
;Dom;Dom), ÇÄÅ Dom { ÓÉÍ�ÌÅËÓ ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × �ÒÉÍÅÒÅ 2.14,
 := span({f − f ◦ g : f ∈ Cb(X ×X); g ∈ G}):üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁÌÁÇÁÅÔ ÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÅ �ÌÁÎÙ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁX×X(ÓÍ. [8, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1℄). ðÕÓÔØ M = PG(X × Y ) { ÓÉÍ�ÌÅËÓ ×ÓÅÈ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ X ×Y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, Á (A⊗B)inv{ �-ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ X × Y . ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �R(X × Y ) ⊆ M , Ainv ⊗ Binv ⊆ (A ⊗ B)inv É (A ⊗ B)inv{ H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ M . þÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6), ÎÕÖÎÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÉÚ PG(X×Y ) ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉÍÉ



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 119�ÒÏÅË�ÉÑÍÉ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ ÉÚ PG(X), ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-ÎÉÑ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ 3.7):(1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PG(X) ÚÁÍËÎÕÔÏ É 
 ⊂ Cb(X ×X),(2) (Id; Id)#�(f(x; y) − f(g(x); g(y))) = �(f(x; x) − f(g(x; x))) =�(f(x; x)) − g#�(f(x; x)) = 0, ÅÓÌÉ � ∈ Dom = PG(X), f ∈Cb(X ×X), g ∈ G, �(f) := ∫ fd�,(3) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ(�⊗ �)(f(x; y)− f(g(x); g(y))= ∫ (∫ f(x; y)− f(g(x); y)d�(x)) d�(y)+ ∫ (∫ f(g(x); y)− f(g(x); g(y))d�(y)) d�(x) = 0ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; � ∈ Dom = PG(X); f ∈ Cb(X ×X); g ∈ G;(4) ÔÁË ËÁË ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ f(x; y) − f(g(x); g(y)) ∈ 
 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏf(y; x) − f(g(y); g(x)) ∈ 
 ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Cb(X ×X), �ÏÓÌÅÄÎÅÅÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.îÁÍ ÔÁËÖÅ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ M (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7). íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ �R(�; �) = �(�; �) ∩ P(X × Y ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ (�; �) ∈ MX × MY , É×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 3.9.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.15. ÷ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ Dom(�ÒÉÍÅÒ 2.14) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÈÏÒÏÛÉÈ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ. õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù
G ÎÁ X . íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÇÒÕ�� G⊕G ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅX×X , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(g1; g2)(x1; x2) :=(g1(x1); g2(x2)).úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÏÄÇÒÕ��Õ H ⊆ G ⊕ G Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍÎÁX×X . åÓÌÉ ÜÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÕ��ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ 2.14 É ÅÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ É ×ÔÏÒÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ
G, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R = (
;Dom;Dom),
 := span({f − f ◦ h : f ∈ Cb(X ×X); h ∈ H});



120 ä. á. úáå÷ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÏÇÌÁ-ÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÔÏÊ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÏ×ÅÌÉ ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù.
§4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÊ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1, ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ, ÓÌÁÂÏÊÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ (X;A), (Y;B) { �ÁÒÁ �ÏÌØÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, MX ⊆ P(X) É MY ⊆ P(Y ) { Ä×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ QX É QY ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÉÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ ÑÄÒÁ ÎÁ (X;A), (Y;B), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �e(MX) = {QxX},�e(MY ) = {QyY }. åÓÌÉ A0 ⊆ A É B0 ⊆ B { Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ QX É QY Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÔÒÏÅË (A;A0;MX) É (B;B0;MY ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. âÕ-ÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �(x) := QxX , �(y) := QyY . úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � : X → �e(MX), � : Y → �e(MY ) ÂÕÄÕÔ A0- É

B0-ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÕÓÔØ R = (
;MX ;MY ) { ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÏÅ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ M ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÅ, ÇÄÅ M ⊆ P(X × Y ) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊÓÉÍ�ÌÅËÓ, QM É (A⊗B)0 ⊆ A⊗B { Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏÉ H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �̃(�̃; �̃) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ �̃ ∈ P(X×Y; (A⊗B)0), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ PrX(�̃) = �̃, PrY(�̃) = �̃.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ � ∈MX , � ∈MY . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �(R; �; �) ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ (�;Q�), ÇÄÅ � ∈ �R(�; �), Á Q� { ÔÁËÏÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ�ÅÒÅÈÏÄÎÏÅ ÑÄÒÏ ÉÚ (X×Y;A⊗B) × (X×Y; (A⊗B)0), ÞÔÏ Q�(�̃) = � ÉQ(x;y)� ∈ �R(QxX ; QyY ) ÄÌÑ �̃-�.×. (x; y) ∈ X × Y . úÄÅÓØ �̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍÅÒÙ � Ó A⊗ B ÎÁ (A⊗ B)0.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÏÓÔÉ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 4.3. ÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÙ� ∈ �R(�; �) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÅ ÑÄÒÏ Q�, ÞÔÏ(�;Q�) ∈ �(R; �; �).



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 121äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÙ � ∈ �(�; �) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ �̃ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � ÎÁ (A⊗B)0. åÅ ÍÁÒÇÉÎÁÌÙ, PrX(�̃) É PrY (�̃),ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÍÅÒ � É � ÎÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ A0 É B0 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ � ∈ �(�; �) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)(ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1).ðÏÌÏÖÉÍ Q� := QM , ÇÄÅ QM { ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÒÇÏÄÉ-ÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R. éÚ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏQ(�̃) = � É ÞÔÏ Q(x;y)� ∈ P(X×Y ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Pr(Q(x;y)� ) = (�(x); �(y))ÄÌÑ �̃-�.×. (x; y).ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �̃ ÉÍÅÅÍ Q(x;y)� (!) = 0ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ! ∈ 
. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ
∫ h dQ(x;y)� = E�(h|(A⊗B)0) �-�.×. ÄÌÑ ×ÓÅÈ h ∈ B(X×Y;A⊗B): (4.1)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R �ÏÌÕÞÁÅÍ

∫S (∫ !dQ(x;y)� ) d�̃ = ∫S !d� = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ S ∈ (A⊗ B)0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ∫ !dQ(x;y)� = 0 ÄÌÑ �̃-�.×. (x; y).ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÌÉ,Q(x;y)� ∈ �R(�(x); �(y)) ÄÌÑ �̃-�.×. (x; y).�ÁË ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (x; y) → Q(x;y)� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (A⊗B)0-ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, Q�{ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÅ ÑÄÒÏ ÉÚ (X × Y;A ⊗ B) × (X × Y; (A ⊗ B)0).éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4.1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
∫ Q�(f)d�̃ = ∫ fd� ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ B(X × Y;A⊗ B);�ÏÜÔÏÍÕ (�;Q�) ∈ �(R; �; �), ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Pr(�) :=(PrX(�);PrY(�)).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ X, Y { �ÏÌØÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÏÒÅ-ÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. åÓÌÉ R = (
;MX ;MY ) { ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, Á Cost { ÓÌÁÂÏ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : MX ×MY → �optR (X×Y ), ÞÔÏ Pr(f(�; �)) = (�; �).



122 ä. á. úáå÷÷ ÚÁÄÁÞÅ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÂÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ �ÏÄÏÂÎÙÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ (ÓÍ. [4, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.22℄). óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ×ÅÒÎÙÊ �ÒÉ ÛÉÒÏ-ËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ: -�ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÇÏ�ÌÁÎÁ ×ÌÅÞÅÔ ÅÇÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ. ïÄÎÁËÏ �ÏÄÏÂÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ×Å-ÒÅÎ × ÚÁÄÁÞÅ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ (ÓÍ. [8℄). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚ-ÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÉÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ÷ÏÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÏÂ ÉÚÍÅÒÉÍÏÍ ×ÙÂÏÒÅ × ÚÁÄÁÞÁÈÏ�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.5. ([23, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3℄). ðÕÓÔØ (�;A) É (S;B){ �ÏÌØÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, D ⊆ � × S,u : D → R ∪ {±∞}, Lt := {(�; s) ∈ D : u(�; s) 6 t}; t ∈ R, L+∞ := D.åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t ∈ (−∞;+∞℄ ÉÍÅÅÍ Lt ∈ A⊗B É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t ∈ RÍÎÏÖÅÓÔ×Á Lt(�) := Lt ∩ {(�; s) : s ∈ S} ËÏÍ�ÁËÔÎÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ� ∈ Pr�(D), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : Pr�(D) →S, ÞÔÏ u(�; f(�)) = infs∈D(�) u(�; s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ Pr�(D); ÇÄÅ D(�) :=Pr−1� (�) ∩D.îÁÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � :=MX×MY É S := �R(X×Y ) ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑÍÉÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ.�ÏÇÄÁ ÏÂÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á � É S ÏËÁÖÕÔÓÑ �ÏÌØÓËÉÍÉ; ÚÎÁÞÉÔ, ×ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ ÓÌÁÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÍ. ðÏÌÏÖÉÍD := {(�; �; �) : � ∈ �R(�; �); (�; �) ∈ MX ×MY };u((�; �); �) := Cost(�). �ÏÇÄÁLt = {(�; �; �) : Cost(�) 6 t;� ∈ �R(�; �); (�; �) ∈ MX ×MY }; t ∈ (−∞;+∞℄;Lt(�; �) = {� : Cost(�) 6 t; � ∈ �R(�; �)}; t ∈ R:þÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Lt ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Lt(�; �) ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÁÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, Á�ÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÏ×ÅÒËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 4.6. åÓÌÉ R ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Cost: �R(X×Y )→
R �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Lt := {(�; �; �) : Cost(�)
6 t; � ∈ �R(�; �); (�; �) ∈ MX × MY }; t ∈ (−∞;+∞℄, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �-ÁÌÇÅÂÒÙ Bor(MX ×MY )⊗ Bor(�R(X × Y )).



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 123äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÌÁÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �R(X × Y ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌØÓËÉÍ, Á �R(�; �) { �ÏÌØÓËÉÍ ËÏÍ-�ÁËÔÏÍ. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Cost �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÓÎÉÚÕ, ÅÇÏ ÌÉÎÉÉ�ÏÄÕÒÏ×ÎÑ �t := {� ∈ P(X × Y ) : Cost(�) 6 t} ÚÁÍËÎÕÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕLt(�; �) = �R(�; �) ∩ �t, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Lt(�; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ.ðÕÓÔØ (
;A) := (MX ×MY ;Bor(MX ×MY ));(S;B) := (�R(X × Y );Bor(�R(X × Y )));T : MX × MY → 2�R(X×Y ), T (�; �) = Lt(�; �). �ÏÇÄÁ Lt { ÇÒÁÆÉËÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ T �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ (É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊆ �R(X × Y ).ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ T−1(V ) := {(�; �) : Lt(�; �)∩ V 6= ∅} ÚÁÍËÎÕÔÉ �ÏÔÏÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. éÚ ÔÁËÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [24, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.5℄), ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉËÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍ-ÍÙ.åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V �ÕÓÔÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ×ÅÒÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ�ÕÓÔÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�n; �n) ∈ T−1(V ),n ∈ N, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë (�; �) × MX × MY . �ÏÇÄÁ �n → �, �n → �ÓÌÁÂÏ, �ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (�n), (�n) �ÌÏÔÎÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �Á-ÒÙ (�n; �n) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �n ∈ Lt(�n; �n) ∩ V . éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏPr(�n) = (�n; �n) É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�n) �ÌÏÔÎÁ (ÄÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×Á-ÎÉÑ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍ�ÁËÔÏ×). ðÕÓÔØ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�nk ) ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �. �ÁË ËÁË VÚÁÍËÎÕÔÏ, � ∈ V . éÚ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Pr É ÓÌÁÂÏÊ�ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Cost ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Pr(�) = (�; �)É Cost(�) 6 t. éÚ ÓÌÁÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ R ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ � →
∫ !d� ÓÌÁÂÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ! ∈ 
.úÎÁÞÉÔ, ∫ !d� = 0 É � ∈ Lt(�; �). ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÙ(�; �) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ � ∈ Lt(�; �) ∩ V , (�; �) ∈ T−1(V ) É T−1(V )ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. �ÁË ËÁË MX × MY ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ, ÓÅË×ÅÎ�É-ÁÌØÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ×ÌÅÞÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ, ÔÁË ÞÔÏ T−1(V ) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÚÁÍËÎÕÔÙÍ. �ðÕÓÔØ  : X × Y → R { ÔÁËÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌCost: P(X × Y ) → R ∪ {+∞}, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÁË Cost(�) = ∫  d�,



124 ä. á. úáå÷ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÓÎÉÚÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÓÌÁÂÏÊÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.ìÅÍÍÁ 4.7. ðÒÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒ-ËÏ×ÓËÏÅ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÅ ÑÄÒÏ Qopt ÉÚ (X × Y;A ⊗ B) × (X × Y; (A ⊗ B)0),ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ(1) ∫  dQ(x;y)opt = inf {∫  d� : � ∈ �R(�(x); �(y))} ÄÌÑ ×ÓÅÈ (x; y) ∈X × Y ,(2) ∫ dQopt(�̃) 6
∫ dQ�(�̃) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ (�;Q�) ∈ �(R; �; �),ÇÄÅ �̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � Ó A⊗ B ÎÁ (A⊗ B)0,(3) (Qopt(�̃); Qopt) ∈ �(R; �; �) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÙ �̃ ∈ �̃(�̃; �̃), ÇÄÅ�̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � Ó A ÎÁ A0, �̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÅÒÙ � Ó

B ÎÁ B0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : MX ×MY → �optR (X × Y ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Pr(f(�; �)) =(�; �). ðÕÓÔØ Q(x;y)opt := f(�(x); �(y)). �ÁË ËÁË x → �(x) É y → �(y) { ÉÚ-ÍÅÒÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒ A0 É B0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,Qopt × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÍ ÑÄÒÏÍ ÉÚ(X × Y;A⊗B) × (X × Y;A0⊗B0) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒÅÈÏÄÎÙÍ ÑÄÒÏÍ× (A⊗ B)0. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
∫  dQ(x;y)opt = inf {∫  d :  ∈ �R(�(x); �(y))} :ðÕÓÔØ (�;Q�) ∈ �(R; �; �). �ÏÇÄÁ ∫  dQ�(�̃) := ∫ (∫  dQ(x;y)� ) d�̃. �ÁËËÁË Q(x;y)� ∈ �R(�(x); �(y)) �̃-�.×. É ∫  dQ(x;y)� >

∫  dQ(x;y)opt �̃-�.×., ÉÍÅ-ÅÍ ∫  dQ�(�̃) >
∫  dQopt(�̃).ðÕÓÔØ �̃ ∈ �̃(�̃; �̃), ÇÄÅ �̃, �̃ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÅÒ � ∈ MX , � ∈ MYÎÁ A0, B0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÇÏÑÄÒÁ Qopt(�̃) ∈ P(X × Y ). ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ Qopt(�̃) ∈ �R(�; �). �ÁË ËÁËQ(x;y)opt ∈ �R(�(x); �(y)) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ (x; y) ∈ X × Y , ÍÏÖÎÏ �Ï-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Pr(Qopt(�̃)) = (�; �). ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏÍÁÒÇÉÎÁÌÁ:∫ ∫ f(x̃)dQ(x;y)opt (x̃; ỹ)d�̃(x; y) = ∫ ∫ f(x̃)dQxX (x̃)d�̃(x; y)= ∫ ∫ f(x̃)dQxX (x̃)d�̃(x) = ∫ f(x)d� ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ B(X;A);(4.2)



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 125ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ QX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ (A;A0;MX). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-ÎÉÅ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÁÒÇÉÎÁÌÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∫ ! dQ(x;y)opt = 0 ÄÌÑ×ÓÅÈ (x; y) ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∫ ∫ ! dQ(x;y)opt d�̃ = 0. ðÏÜÔÏÍÕ Qopt(�̃) ∈�R(�; �) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ � ∈ �R(�; �), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ� = Qopt(�̃) ∈ �R(�; �). �óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.8 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ). ðÕÓÔØ (X;A), (Y;B) { Ä×Á �ÏÌØ-ÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ �-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ,  : X×Y → R { ÔÁ-ËÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Cost: P(X×Y ) → R∪{+∞},Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË Cost(�) = ∫  d�, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÓÎÉÚÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, MX , MY { Ä×ÁÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, A0 ⊆ A, B0 ⊆ B { ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ �-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, R = (
;MX ;MY ) { ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ,ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏM ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÇÄÅ M ⊆ P(X×Y ) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÒ-ÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ, QM É (A⊗B)0 ⊆ A⊗B { Ó×ÑÚÁÎÎÙÅÓ ÎÉÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ É H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ. �ÏÇÄÁinf {∫  d� : � ∈ �R(�; �)} = inf {∫ Qopt()d�̃ : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)}= inf {∫ inf {∫  d� : � ∈ �R(�(x); �(y))} d�̃ : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)} :(4.3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ�opt(R; �; �) := {(Qopt(�̃); Qopt) : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)};ÇÄÅ Qopt Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË × ÌÅÍÍÅ 4.7. ðÏ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ �opt(R; �; �) ⊆�(R; �; �); ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,inf{∫ Q�()d�̃ : (�;Q�)∈�(R; �; �)}6 inf{∫ Qopt()d�̃ : �̃∈�̃(�̃; �̃)} :óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 4.3inf {∫  d� : � ∈ �R(�; �)} = inf {∫ Q�()d�̃ : (�;Q�) ∈ �(R; �; �)} :



126 ä. á. úáå÷ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.7 ÉÍÅÅÍ
∫  dQopt(�̃) 6

∫  dQ�(�̃)ÄÌÑ ×ÓÅÈ (�;Q�) ∈ �(R; �; �). úÎÁÞÉÔ,inf {∫ Q�()d�̃ : (�;Q�) ∈ �(R; �; �)}
> inf {∫ Qopt()d�̃ : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)} :�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏinf {∫  d� : � ∈ �R(�; �)} = inf {∫ Qopt()d�̃ : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)} :òÁ×ÅÎÓÔ×Ïinf {∫  d� : � ∈ �R(�; �)}= inf {∫ inf {∫  d� : � ∈ �R(�(x); �(y))} d�̃ : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)}ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÑÄÒÁ Qopt, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÌÅÍÍÅ 4.7. �

§5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÅÔÒÉË ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉÚÁÄÁÞÉ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4.8) Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÍÅÔÒÉËÁÍ ëÁÎÔÏÒÏ-×ÉÞÁ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ d : X × X → R ÉÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ DomQ ⊆ P(X). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ�ÏÄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÆÕÎË�ÉÀWRp : DomQ×DomQ → [0;∞℄ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.7.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ [0;+∞℄-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ �d ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å�eDomQ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á DomQ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅÍ DomQ:d̂p(�; �) := inf {(∫ �dp(�; �)d� : ) 1p � ∈ �(�̃; �̃)} ; (5.1)



ïâ üòçïäéþåóëéè òáúìïöåîéñè 127ÇÄÅ �̃; �̃ ∈ P(�e DomQ),�(�̃; �̃) := {� ∈ P(�eDomQ×�e DomQ) : Pr1(�) = �̃;Pr2(�) = �̃};bar(�̃) = �; bar(�̃) = �:�ÅÏÒÅÍÁ 5.1 (òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ëÁÎÔÏÒÏ-×ÉÞÁ). ðÕÓÔØ (X; d) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌØÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÏÒÅÌÅ×-ÓËÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ A, DomQ ⊆ P(X) { ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÅÍÕ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ Q, ÔÁ-ËÉÍ, ÞÔÏ {Qx} = �eDomQ, A0 { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ�-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, R = (
;DomQ;DomQ) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÍÏÅ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏM ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÅ, ÇÄÅ M ⊆ P(X × Y ) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÍÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ, QM É (A ⊗ B)0 ⊆ A ⊗ B { Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍ ÍÁÒ-ËÏ×ÓËÏÅ ÑÄÒÏ É H-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �d :=WRp |�e DomQ(ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ WRp ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �e DomQ) ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏWRp (�; �) = d̂p(�; �) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �; � ∈ DomQ;ÇÄÅ d̂p ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5.1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, WRp ÅÓÔØ [0;+∞℄-ÚÎÁÞÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ DomQ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ R = (
;DomQ;DomQ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÌÁÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. éÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, ÞÔÏ dp { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÎÉÚÕ É �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁX×X . ðÏÜÔÏÍÕ � →
∫ dpd� { �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ

P(X ×X) (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ). �ÁË ËÁË ×ÓÅÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.8 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍinf {∫ dpd� : � ∈ �R(�; �)}= inf {∫ inf {∫ dpd� : � ∈ �R(�(x); �(y))} d�̃ : �̃ ∈ �̃(�̃; �̃)} :úÄÅÓØ �̃(�̃; �̃) { ËÁË × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 4.1. �ÁË ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(x; y) → {∫ dpd� : � ∈ �R(�(x); �(y))} (5.2)



128 ä. á. úáå÷ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏA0⊗B0 ÉA0⊗B0 ⊆ (A⊗B)0, ÚÁÍÅÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á�̃(�̃; �̃) ÎÁ �(�̃; �̃) ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÆÉÍÕÍÁ:inf {∫ dpd� : � ∈ �R(�; �)}= inf {∫ inf {∫ dpd� : � ∈ �R(�(x); �(y))} d�̃ : �̃ ∈ �(�̃; �̃)} :éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÅÔÒÉË d̂p,WRp É ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏÆÁËÔÁ ÏÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ �-ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÅÒ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.13) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ WRp = d̂p. éÚ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑ 3.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ WRp (�; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ [0;+∞℄-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ DomQ. �íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
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