
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 437, 2015 Ç.ï. ÷. âÕÒÓÉÁÎúáíåîá þéðá ó óïèòáîåîéåí þéóìáðáòïóïþå�áîéê1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÒÁÆ G. þÉ� H { ÜÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄ-ÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÞÉ�Á, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÄÅÔ ÒÅÂÒÏ ÎÁÒÕÖÕ (×ÏÓÔÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÁ G), É ÓÁÍÉ ÜÔÉ ÒÅÂÒÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÒÕÖ-ÎÙÍÉ, Á ×ÔÏÒÙÅ ËÏÎ�Ù ÜÔÉÈ ÒÅÂÅÒ ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ. ðÏÄ ×ÙÒÅÚÁ-ÎÉÅÍ ÞÉ�Á ÍÙ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ:1) ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ G ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉ�Á H ;2) ÄÏÂÁ×ÉÍ \ÎÅÂÏÌØÛÏÊ" ÞÉ� h, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÁÒÕÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ÓÏ-×ÍÅÓÔÉ× ËÏÎÔÁËÔÙ × G Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÞÉ�Á h.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ G′. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÞÉ�Á h, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÍÅÝÁ-ÀÔÓÑ Ó ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ × G, ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ. ðÏÄÂÅÒÅÍÞÉ� h ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏM(G) = xM(G′); (1)ÇÄÅ M(G) É M(G′) { ÞÉÓÌÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÇÒÁÆÏ× G É G′, Á x { ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌØ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÞÉ�Á H . ðÏÄ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÄÒÁÚÕ-ÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ.�ÅÈÎÉËÁ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÞÉ�Ï× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÇÒÁÆÁ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÄÁÞÅ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÍ ÇÒÁÆÅ. ÷ ÄÁÎÎÏÊÚÁÍÅÔËÅ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈÞÉ�Ï× H Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÎÔÁËÔÏ×. îÁ ÇÒÁÆ G �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÉÈÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ. �ÁËÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏ×ÏÇÏÞÉ�Á h, ÅÓÌÉ G { �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÙ, Á ÞÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ ÞÉ�ÏÍ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÎ-ÔÁËÔÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÅÄÎÉÅ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÞÉ�Á ËÏÎÔÁËÔÙ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÌÑÍ.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÉÅË�ÉÉ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ G {ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÒÁÔ-ÎÙÅ ÒÅÂÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G.ðÕÓÔØ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÇÒÁÆ G ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ,ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÞÉÓÌÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ, \Urban renewal", �ÆÁÆÆÉÁÎ.62



úáíåîá þéðá ó óïèòáîåîéåí þéóìá ðáòïóïþå�áîéê 63ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ÒÅÂÅÒ. ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÑÌÉ ÉÈ Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ × G. òÅÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V �ÒÉÓÏ-ÅÄÉÎÉÍ Ë ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ. îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ G1 É G2. ðÒÉÜÔÏÍ ÞÁÓÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �ÁÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ VÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ × G1, Á ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ { × G2. ðÕÓÔØ U { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï× V É UC = V \ U . òÁÚÏÂØÅÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Ù. ÷ ËÁÖÄÏÊÇÒÕ��Å ÒÅÂÒÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á U , �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ G1, Á ÔÅ ÒÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙ ×ÅÒÛÉÎÁÍÍÎÏÖÅÓÔ×Á UC , �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ G2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏM(G) = ∑U : U⊂V M(G1 \ UC)M(G2 \ U): (2)úÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å V ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏËÏÎÔÁËÔÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉ�Á H . þÅÒÅÚ G̃ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊÉÚ G ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ ÞÉ�Á H , ÞÅÒÅÚ G̃U { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G̃ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÞÅÒÅÚ HU { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ HÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÎÁÒÕÖÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó ËÏÎÔÁË-ÔÁÍÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U . ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G1 { ÜÔÏ ÞÉ�H ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÁÒÕÖÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ É ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ, Á G2 ÅÓÔØ G̃. åÓÌÉÍÅÖÄÕ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ ÂÙÌÉ ÒÅÂÒÁ, ÔÏ ÏÎÉ �Ï�ÁÄÕÔ × ÇÒÁÆ G2. íÙ ÉÍÅ-ÅÍ M(G1 \ UC) = M(HU ), ÔÁË ËÁË ÌÉÓÔØÑ ÇÒÁÆÁ G1 ×ÓÅÇÄÁ ÂÅÒÕÔÓÑ ×�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ. ðÏÌÕÞÁÅÍM(G) = ∑U : U⊂V M(HU )M(G̃U ): (3)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G′ �ÏÌÕÞÁÅÍM(G′) = ∑U : U⊂V M(hU )M(G̃U ); (4)ÇÄÅ hU { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ h ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ËÏÎÔÁËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ UC . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆ G1 { ÜÔÏ h (×ÍÅÓÔÅ ÓÒÅÂÒÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ × h), Á ÇÒÁÆ G2 { ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É × �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ.åÓÌÉ ÕÄÁÓÔÓÑ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ �ÏÄÇÒÁÆ h, ÞÔÏ M(HU ) = xM(hU )ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ U , ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍM(G) = ∑U : U⊂V M(HU )M(G̃U ) = ∑U : U⊂V xM(hU )M(G̃U ) = xM(G′):(5)



64 ï. ÷. âõòóéáî�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉÎÁ ÇÒÁÆÅ G É ÎÁ ÇÒÁÆÅ G′ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × urbanrenewal [8℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÞÉ�Á h, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1), × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÞÉ�Á H Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍËÏÎÔÁËÔÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÕËÌÁÄËÁ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÞÉ� H �ÌÏÓËÉÊ É Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ É �ÒÉËÒÅ�ÌÅÎ Ë ÇÒÁ-ÆÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÔÁËÔÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ËÏÎÔÁËÔÏ× × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ ×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉ�ÙÞÉ�Á. åÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÌÑÍ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÞÉ� ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÙÍ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÞÉ� �ÒÉËÒÅ�ÌÅÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÏÎÔÁËÔÏ× ÉÉÍÅÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÙ ×ÓÅÇÏ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÒÁÓ-ËÒÁÓËÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. äÌÑ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÏÇÏ ÞÉ�Á ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ × [1℄ (ÔÅ-ÏÒÅÍÁ 5.3 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÏÓÌÅ ÎÅÅ), �ÒÉ ÜÔÏÍ x = M(H). äÌÑ ÞÉ�Á,× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÁËÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÉ, × [1℄ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1) ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ�ÆÁÆÆÉÁÎÁ ÇÒÁÆÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ([1, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.5℄).óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉ� ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÎÏ×ÙÊ ÞÉ� h ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÆ G ÎÉËÁËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ÎÁËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÞÉ�H Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÕËÌÁÄËÁ ÇÒÁÆÁ GÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÁËÔÏ× × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏ-ÄÁ ×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉ�Ù ÞÉ�Á ÅÓÔØ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅÏÄÎÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ (ÒÉÓ. 1). ðÕÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � = M(H), �ABCD =M(H \{A;B;C;D}), �uv =M(H \{u; v}), ÇÄÅ u; v ∈ {A;B;C;D} É ÜÔÉ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÌÑÍ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G′�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G ÚÁÍÅÎÏÊ ÞÉ�Á H ÎÁ ÎÏ×ÙÊ ÞÉ� h (ÒÉÓ. 2), ×ÅÓÁÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÙ ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. �ÏÇÄÁM(G) =M(H)M(G′):
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C1D1òÉÓ. 1: ðÒÉÍÅÒ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ �ÌÁ-ÎÁÒÎÏÇÏ ÞÉ�Á H .
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C1òÉÓ. 2: îÏ×ÙÊ ÞÉ� h.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉ� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÉÉÍÅÅÔ �ÏÒÏ×ÎÕ ËÏÎÔÁËÔÏ× × ËÁÖÄÏÊ ÄÏÌÅ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÕÍ-ÍÙ (3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ U Ó ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÏÎÔÁËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ 0, 2 ÉÌÉ 4×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÚÑÔÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎËÁÖÄÏÊ ÄÏÌÉ. úÁ�ÉÛÅÍ x { ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÇÒÁÆÅHU Ë ÞÉÓÌÕ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÇÒÁÆÅ hU ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ U . ä×ÁÓÌÕÞÁÑ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 3 É 4. îÁ ËÁÖÄÏÍÒÉÓÕÎËÅ ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÞÉ� H × ÇÒÁÆÅ G (ÓÌÅ×Á) É ÞÉ� h ×ÇÒÁÆÅ G′ (Ó�ÒÁ×Á). öÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÒÅÂÒÁ, ×ÚÑÔÙÅ × �ÁÒÏÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÅ. îÁ ÒÉÓ. 3 × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × H ×ÚÑÔÙ ÒÅÂÒÁ (A1; A) É (C1; C),Á ÒÅÂÒÁ (B1; B) É (D1; D) ÎÅ ×ÚÑÔÙ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÎÔÁËÔÙ A1 ÉC1 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÚÑÔÙ × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × h, Á ËÏÎÔÁËÔÙ B1 É D1 {× G̃. üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ { ×ÚÑÔØ × �Á-ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÒÅÂÒÁ (A1; E) É (C1; F ). îÁ ÒÉÓ. 4 Ó�ÒÁ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ä×ÅËÁÒÔÉÎËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ä×ÕÍ Ó�ÏÓÏÂÁÍ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÇÒÁÆ h \ {B1; C1}.�Å�ÅÒØ ÎÕÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ x ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ




x = �=wEF ;x = �ABCD=(wA1D1 · wB1E · wC1F );x = �AC=(wA1E · wC1F );x = �BD=(wD1F · wB1E);x = �BC=(wB1E · wC1F );x = �AD=(wA1E · wD1F + wA1D1 · wEF ):



66 ï. ÷. âõòóéáîäÌÑ ÞÉ�Ï× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ×ÉÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ëÕÏ ([6,ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3℄) �AD�BC = �AC�BD + �ABCD�: (6)ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ�ÒÉ x = M(H) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ wEF = 1, wA1D1 = �ABCD�BC , wB1E = 1� �AC ,wC1F = �AC �BC , wA1E = 1� �BC , wD1F = �AC �BD. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ G { �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ÎÅ-ÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÞÉ� h ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ×ÎÅ ÞÉ�Á ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, Á ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ G′ ÔÏÖÅÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÔÁËÔÙ ÂÙÌÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÁÍÉ ×ÇÒÁÆÅ G, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÞÉ�Á Ë ÉÈ ×ÅÓÕ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.3. ðÌÁÎÁÒÉÚÁ�ÉÑ É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÎÁ ÎÏ-×ÏÍ ÞÉ�Å. ÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÉÅË�ÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏÎÁÊÔÉ ÞÉ� h, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ É ÎÏ×ÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ
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C1òÉÓ. 3: x = �ACwA1EwC1F .
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C1òÉÓ. 4: x = �ADwA1EwD1F+wA1D1wEF .



úáíåîá þéðá ó óïèòáîåîéåí þéóìá ðáòïóïþå�áîéê 67ÒÅÛÅÎÉÅ, É �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÏÎÔÁËÔÏ×ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÔÁËÏÊ ÞÉ� �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÓÌÏÖÎÏ.ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ�ÆÁÆÆÉÁÎÁ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × [5℄. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.4 ÉÚÒÁÂÏÔÙ [2℄, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1)ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÆÁÆÆÉÁÎÁ ÇÒÁÆÁ, Á × ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÌÉÞÉÑ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÉ { É ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ H { ÞÉ� Ó ÎÁÒÕÖÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ vi1 , vi2 ; : : : ; vik ,ËÏÔÏÒÙÅ ËÒÅ�ÑÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ËÏÎÔÁËÔÁÍ vj1 , vj2 , . . . , vjk .ðÕÓÔØ ir < is, É �ÕÓÔØ ×ÅÓ ÚÁ�ÌÁÔËÉ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ vjr É vjs ÚÁ-ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊw(vjrvjs) = (−1)ir+iswirjrwisjs PfH \ {vir ; vis}PfH : (7)�ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ádet(Ã(G)) = det(Ã(H)) · det(Ã(G′)) É Pf G = PfH · Pf G′;ÇÄÅ Ã { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉ� h ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÆÁÆÆÏ×Õ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÀ. îÉÖÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÞÉ� hÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎ × �ÌÁÎÁÒÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÒÏ-ÉÔÓÑ �ÆÁÆÆÏ×Á ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ�ÅÒÅÓÔÒÏÅË ÇÒÁÆÁ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ �ÆÁÆÆÉÁÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. üÔÉ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÍÙ �ÒÏ×ÅÄÅÍÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÒÅÂÅÒ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÆÁG′, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÈÒÁÎÉÌÁÓØ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÍÅÓÔÏ�ÆÁÆÆÉÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÓÎÏ×Á ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÉËÌ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ É �ÒÉ ÅÇÏ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØÇÒÁÆÁ ÉÍÅÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ, ÅÓÌÉ×ÓÅ ÈÏÒÏÛÉÅ �ÉËÌÙ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ-ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÂÈÏÄÁ�ÉËÌÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ �ÕÔØ p(a; b) ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ a × ×ÅÒÛÉÎÕ b ÎÁÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ H. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ d(p(a; b)) ÒÁ×ÎÏÊ 1,



68 ï. ÷. âõòóéáîÅÓÌÉ �ÒÉ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ �ÕÔÉ ÏÔ a Ë b ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ, É ÒÁ×ÎÏÊ
−1, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÚÁÄÁÎÁ �ÆÁÆÆÏ×Á ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ, Á �ÕÔØp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ �ÉËÌÏÍ, ÔÏ d(p) = −1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÅÞÅÔÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÎÅÛÎÅÊ,ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÎÅÞÅÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [4℄).ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ ÇÒÁÎÉ �ÌÏÓËÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ. ðÕÓÔØ p1(a; b) É p2(a; b) { Ä×Á �ÕÔÉ × G, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ËÒÏÍÅ a É b. ðÕÓÔØ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ×ÎÕÔÒÉ�ÉËÌÁ p1+ �p2 ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ �ÕÔÉ p2, ÇÄÅ �p2{ �ÕÔØ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ �ÕÔÉ p2. �ÏÇÄÁ d(p1) = d(p2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8.3.3 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [4℄ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÂÈÏÄÁ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, × ÌÀÂÏÍ �ÒÏ-ÓÔÏÍ �ÉËÌÅ É ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÞÅÔ-ÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ. úÎÁÞÉÔ, d(p1+ �p2) =(−1)(v+1), ÇÄÅ v { ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ×ÎÕÔÒÉ �ÉËÌÁ p1+�p2. éÍÅÅÍ d(p1+�p2) =d(p1)d(�p2), d(�p2) = (−1)ed(p2), ÇÄÅ e { ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ �ÕÔÉ p2. éÚ ÜÔÉÈ ÒÁ-×ÅÎÓÔ× �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G �ÏÓÔÒÏÅÎ �Ï �ÁÒÏÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÑÍ M1 É M2 ÇÒÁÆÏ× G1 É G2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ V (G) =V (G1) ∪ V (G2) É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÒÅÂÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ M1 É M2.ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ H { �ÌÏÓËÉÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ-ÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ×ÅÒÛÉÎ ÉÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ num(v) ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙ v × ÜÔÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ.ðÕÓÔØ Hab { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÇÒÁÆÁ H ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎa É b, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, É num(a) < num(b). ðÕÓÔØH É Hab ÉÍÅÀÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ. �ÏÇÄÁ sgn (PfHabPfH ) =(−1)num(a)+num(b)d(p(a; b)), ÇÄÅ p(a; b) { �ÕÔØ ÏÔ a Ë b × ÇÒÁÆÅ, �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÏÍ �Ï �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍ ÇÒÁÆÏ× H É Hab.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ H ′ { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÇÒÁ-ÆÕ H ÒÅÂÒÁ a → b (ÅÓÌÉ × H ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÒÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ,



úáíåîá þéðá ó óïèòáîåîéåí þéóìá ðáòïóïþå�áîéê 69�ÏÌÁÇÁÅÍH = H ′). ðÕÓÔØM1 { �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÇÒÁÆÅ H ′, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÅ ÒÅÂÒÁ (a; b). �ÏÇÄÁ M1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ ÔÁËÖÅ É × ÇÒÁÆÅH . ðÕÓÔØ M2 { �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÇÒÁÆÅ H ′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÅÂÒÏ (a; b).ðÕÓÔØ M3 { �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ M2 ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ (a; b).�ÏÇÄÁ M3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ ÔÁËÖÅ É × ÇÒÁÆÅ Hab.ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ H �ÆÁÆÆÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ�ÏÄÇÒÁÆ Hab, ÇÄÅ a É b �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, ÔÏÖÅ, ×ÓÅ �ÁÒÏ-ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÚÎÁË É sgn (PfHabPfH ) = sgn(M3)sgn(M1) .íÙ ÉÍÅÅÍ sgn(M2) = sgn(M3)(−1)num(a)+num(b)+1 sgn(ab) (ÓÍ., ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, [5, p. 9, Observation 4℄).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, sgn(M1) sgn(M2) = (−1)k, ÇÄÅ k { ÞÉÓÌÏ ÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÉËÌÏ× × ÇÒÁÆÅ M1(H) ∪M2(H), �Ï ÌÅÍÍÅ 8.3.1 ÒÁÂÏÔÙ [4℄.÷ÓÅ �ÉËÌÙ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ ÒÅÂÒÏ (a; b), ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ H ÚÁÄÁÎÁ �ÆÁÆÆÏ×Á ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ. úÎÁÞÉÔ,k ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Å × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÉËÌÁ, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ ÒÅÂÒÏ (a; b), É sgn(M1) sgn(M2) = −d(p(a; b)) sgn(ab). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ 3.3 É ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1. �Ï-ÇÄÁ ÚÎÁË ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ Ä×Á ËÏÎ-ÔÁËÔÁ vj1 É vj2 × G′, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙsgn(vj1vj2 ) = −d(p(vj1 ; vj2));ÇÄÅ p(vi1 ; vi2 ) { �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ �Ï �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍ ÇÒÁÆÏ×H É H \ {vi1 ; vi2}, Á �ÕÔØ p(vj1 ; vj2) ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ÒÅÂÒÏÍ (vj1 ; vi1), �ÕÔÅÍp(vi1 ; vi2) É ÒÅÂÒÏÍ (vi2 ; vj2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ vj1 É vj2 ÂÙÌÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ë ÞÉ-�Õ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÁÒÕÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ (vi1 ; vj1) É (vi2 ; vj2 ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1sgn(vj1vj2) = (−1)i1+i2 sgn(vi1vj1 ) sgn(vi2vj2) sgn(Pf(H \ {vi1 ; vi2})Pf(H) ) :ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁH É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ H \ {vi1 ; vi2}, �Ï ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÕÔØ ÏÔ vi1 Ë vi2 . ÷ÙÒÁÖÁÑ ÚÎÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÆÁÆÆÉÁÎÏ× �ÏÌÅÍÍÅ 3.3, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ 3.3 É ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1. ðÕÓÔØC(j1; j2) { �ÉËÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÕÔÅÍ p(j1; j2) É ÎÏ×ÙÍ ÒÅÂÒÏÍ, ÓÏÅÄÉ-ÎÑÀÝÉÍ ËÏÎÔÁËÔÙ j1 É j2. �ÏÇÄÁ �ÉËÌ C(j1; j2) ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ.



70 ï. ÷. âõòóéáîðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏ×Á ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ �ÏÄÇÒÁÆÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 3.1, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÌÁÎÁÒÅÎ, Á ÞÉ� ÂÙÌ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÙÍ É ÉÍÅÌn ËÏÎÔÁËÔÏ×.ðÕÓÔØ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÕËÌÁÄËÁ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ×ÅÓØÞÉ� H ÉÍÅÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÒÕÖÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ a É b, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÌÑÍ, ÇÒÁÆ Hab ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÞÉ� ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑÎÁ ÇÒÁÆ Kn;n, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÓÁ ÒÅÂÅÒ ÚÁÄÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7) (�ÒÉ ÜÔÏÍÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅ-ÒÏÍ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ). åÓÌÉ ×ÅÓ ÒÅÂÒÁ Kn;n �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ, �ÏÍÅÎÑÅÍ ÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Kn;n Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÒÅÂÅÒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ K.ëÒÁÊÎÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ K, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅÄ×Á ËÏÎÔÁËÔÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ ÇÒÁÎÉ�ÙÞÉ�Á × ÇÒÁÆÅ G. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁÇÒÁÆÁ K.
òÉÓ. 5: òÉÓ. 6:ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ G { �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ É ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÙ. ðÕÓÔØ Q { �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÊÎÉÅÒÅÂÒÁ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÕÓÔÏÅ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ Q ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÙ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÒÉÓ. 5 �ÏËÁÚÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÇÒÁÆÁ K4;4, Á ÎÁ ÒÉÓ. 6 {×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ×ÉÄ �ÏÄÇÒÁÆÁ Q × ÇÒÁÆÅ K4;4.
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òÉÓ. 8:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÌÏÓ-ËÉÈ ÇÒÁÆÏ×. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÉ� H ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÁÒÕÖÎÙÍÉÒÅÂÒÁÍÉ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÇÒÁÆÅ G. äÏÂÁ×ÉÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ ËÒÁÊ-ÎÉÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ Q ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÇÒÁÎÉ�Õ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ P0. çÒÁÆ Pi+1 �ÏÌÕÞÉÍ ÉÚÇÒÁÆÁ Pi ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ Q ×Ï ×ÎÅÛ-ÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÇÒÁÆÁ Pi. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ Q ÂÕÄÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ.ðÏÓÔÒÏÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ë ÇÒÁÆÕ Q. õÄÁÌÉÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ T . äÏÂÁ×ÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÅÂÒÕ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÄÅÒÅ×Á T , ËÏÔÏÒÏÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ ÌÀÂÏÍÕÌÉÓÔÕ × T . õÄÁÌÉÍ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔ ÉÚ T . äÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏÄÅÌÉÔ ×ÎÅÛÎÀÀ ÇÒÁÎØ Pi ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ Q, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ÌÉÓÔÕ. âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÇÒÁÆÁ Pi+1 ÄÒÕÇÕÀ ÞÁÓÔØ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ Pi, i = 0; 1; : : : ; k, ÇÄÅ k { ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ Q, ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ (×ËÌÀÞÁÑ ×ÎÅÛÎÀÀ ÇÒÁÎØ).çÒÁÆ Q �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Pk ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÞÉ�Á H É ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÉËÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ Q ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊÓÔÒÅÌËÉ, ÎÅÞÅÔÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ Q Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ, ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ É ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁ-ÎÉ ÔÏÖÅ ÎÅÞÅÔÎÏ.



72 ï. ÷. âõòóéáîäÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ P0 ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ. �Å ÅÇÏÇÒÁÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÇÒÁÎÑÍÉ ÇÒÁÆÁ H , ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÙ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÎØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ Ä×ÕÍÑÎÁÒÕÖÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ (a; ) É (b; d), ËÒÁÊÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ (; d) ÍÅÖÄÕ Ä×Õ-ÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ É ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÞÉ�Á H ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a Éb. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÉËÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÅ ÏËÒÕÖÁÅÔ, ÞÅÒÅÚ CF . ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÉËÌC(; d) �Ï Ä×ÕÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ H É Hab ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÚÁÍÅÞÁ-ÎÉÉ �ÏÓÌÅ ÌÅÍÍÙ 3.3. îÁ ÒÉÓ. 7 �ÏËÁÚÁÎ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ×ÉÄ �ÉËÌÁ C(; d)× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÞÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÁÆÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÔØ p(; d), ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ �ÉËÌÁ C(; d), É�ÕÔØ p′(; d), ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ �ÉËÌÁ CF . òÁÚÏÂØÅÍ ËÁÖÄÙÊÉÚ ÜÔÉÈ �ÕÔÅÊ ÎÁ l ËÕÓËÏ×: p = l∑i=1 pi, p′ = l∑i=1 p′i, ÇÄÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ iÌÉÂÏ ÒÅÂÒÁ p′i + �pi ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÞÁÓÔÅÊ p′iÉ pi ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. åÓÌÉ ÒÅÂÒÁ p′i + �pi ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ, ÔÏ ÏÎÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 3.2, �ÏÓËÏÌØËÕ H \p(a; b) ÉÍÅÅÔ ÓÏ×ÅÒ-ÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ. ïÔÓÀÄÁ d(p′i) = d(pi) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i, Á ÚÎÁÞÉÔ,d(p′) = d(p). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÉËÌÁ C(; d)ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÉËÌÁ CF . ÷ÎÅÛÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÇÒÁÆÁ P0ÔÁËÖÅ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 8.3.3 ÒÁÂÏÔÙ [4℄.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ Pi ÎÅÞÅÔÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ Pi+1 ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÙ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ (; d) ÍÅÖÄÕ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ. ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÉËÌ CF , ËÏÔÏÒÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÉ-×ÁÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÏ×ÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, É �ÉËÌ C(; d), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÎÔÁËÔÁÍ É d. îÁ ÒÉÓ. 8 �ÏËÁÚÁÎ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ×ÉÄ �ÉËÌÁ C(; d) �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉÇÒÁÆÁ P1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÔØ p(; d) × �ÉËÌÅ C(; d) É �ÕÔØ p′(; d)× �ÉËÌÅ CF . éÍÅÅÍ d(p(; d)) = d(p′(; d)) �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÍÙ ÓÎÏ×Á ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÉËÌÁC(; d) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÉËÌÁ CF . �4. ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÇÒÁÆÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÎÉ ÍÅÎÑÀÔ �ÆÁÆÆÉÁÎ(ÜÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÆÁÆÆÉÁÎÁ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ).Op 1. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ n ×ÅÒÛÉÎ, ×ÅÒÛÉÎÅ vi ÉÎ�ÉÄÅÎÔ-ÎÙ ÒÅÂÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ



úáíåîá þéðá ó óïèòáîåîéåí þéóìá ðáòïóïþå�áîéê 73ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ S1 É S2. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G′ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ viÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i, n+1, n+2,ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ä×ÕÍÑ ÎÏ×ÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ vi → vn+1, vn+1 → vn+2, ÉÍÅÀ-ÝÉÍÉ ×ÅÓ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S1 �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ vi,Á ÒÅÂÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S2 { Ë ×ÅÒÛÉÎÅ vn+2. �ÏÇÄÁ Pf(G) = Pf(G′).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ vertex splitting (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [8℄).Op 2. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G′ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÊ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅ v. �ÏÇÄÁ Pf(G) = −Pf(G′).Op 3. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ G ×ÅÓ ÒÅÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ u É v ÒÁ×ÅÎÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G′ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ u → v Év → u Ó ×ÅÓÏÍ w > 0 ËÁÖÄÏÅ (ÉÌÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÏ Ä×ÁÒÅÂÒÁ u → v, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ w, Á ÄÒÕÇÏÅ { ×ÅÓ −w). �ÏÇÄÁPf(G) = Pf(G′).Op 4. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G′ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ,ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ d > 0. �ÏÇÄÁ Pf(G) =1d Pf(G′). áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏM(G) = 1dM(G′).�ÅÏÒÅÍÙ 2.1 É 3.1 �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÀÔ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÍÅÎÙ Ä×ÕÈ �ÅÒÅËÒÅÝÉ×Á-ÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒ ÎÁ �ÌÁÎÁÒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ G1 ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ×ÅÒÛÉÎÙ A1 ÉB1 ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÅ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ C1 É D1 { ÄÒÕ-ÇÏÊ (ÒÉÓ. 11). ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÒÅÂÅÒ A1D1, B1C1, C1A1, D1B1. ðÕÓÔØ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÔÁ-ËÏ×Á, ÞÔÏ num(A1) < num(B1) < num(C1) < num(D1). ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G2�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ G1 ÚÁÍÅÎÏÊ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ ÎÁ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ ÛÅÓÔÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÈ A2, B2, C2, D2, E É F (ÒÉÓ. 9), ×ÅÓÁ ÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ



74 ï. ÷. âõòóéáîÆÏÒÍÕÌÁÍÉ vA2D2 = wA1D1wB1C1 − wC1A1wD1B1wB1C1 ;vFE = 1wB1C1 ;vEA2 = wC1A1wB1C1 ;vFD2 = wD1B1wB1C1 ;vB2E = 1; vC2F = 1: (8)
�ÏÇÄÁ Pf G1 = ±wB1C1 Pf G2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÎÉÍ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ ÛÅÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ × ÇÒÁÆÅ G2ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÄÇÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 10, Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÉOp 1. �Å�ÅÒØ ÚÁÍÅÎÉÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÞÉ� Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ. ðÏ-ÌÕÞÉÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ G1, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÓÁ ÒÅÂÅÒ ÚÁÄÁÀÔÓÑ �Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 3.1, Á ÚÎÁËÉ ÒÅÂÅÒ { �Ï ÌÅÍÍÅ 3.3. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ×ÅÓÁ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G2:





wA1D1 = vEA2vFD2+vA2D2vFEvFE ;wB1C1 = vC2F vB2EvFE ;wC1A1 = vC2F vEA2vFE ;wD1B1 = vB2EvFD2vFE :îÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ × ×Ï�ÒÏÓÙ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ,�ÏÌÏÖÉÍ vB2E = vC2F = 1. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8) É Pf G2 =
±vFE ·Pf G1, ÇÄÅ ÚÎÁË ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁËÁ �ÆÁÆÆÉÁÎÁ ÞÉ�Á ÎÁ ÒÉÓ. 10. ��ÅÏÒÅÍÁ 4.1 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÕ ÇÒÁ-ÆÁ, ËÏÔÏÒÁÑ \ÞÉÎÉÔ" �ÆÁÆÆÏ×Õ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÌÉÞÉÑ �ÅÒÅ-ËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒ.Op 5. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ-ÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 11. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G′ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G ÚÁÍÅÎÏÊ ÅÇÏ ÎÁ �ÏÄÇÒÁÆ,ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 9. �ÏÇÄÁPf G′ = ±wB1C1 Pf G;ÇÄÅ ÚÎÁË ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ×ÅÒÛÉÎ.
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C1D1 òÉÓ. 11:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÎÉ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÙ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G′ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ G �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 �ÏÓÌÅ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÏÇÏ ÞÉ�Á. �ÏÇÄÁ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁÍÉ Op 1{5 ÇÒÁÆ G′ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑË �ÌÁÎÁÒÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 �ÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆG′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆK.òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁK ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÄÒÕ-ÇÉÈ ÒÅÂÅÒ. äÏÂÁ×ÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒ Ä×Å ÎÏ×ÙÅ



76 ï. ÷. âõòóéáî×ÅÒÛÉÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ Op 1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉÓØ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. äÏÂÁ×ÉÍ (Op 3) Ä×Á ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ÎÏ×ÙÍÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÄÇÒÁÆ, �ÒÉÇÏÄÎÙÊ ÄÌÑ Op 5, É ÚÁÍÅ-ÎÉÍ ÜÔÏÔ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ �ÌÁÎÁÒÎÙÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ,ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × [7, VI.A℄, Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÈÏÖÉÈ �ÅÒÅÓÔÒÏÅË �ÏÄÇÒÁÆK �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × �ÌÁÎÁÒÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍK ′. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÇÒÁÆÁ K ′ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ. �ÏÇÄÁ�ÏÓÔÒÏÉÍ �ÆÁÆÆÏ×Õ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ K ′ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É × ÔÅÏ-ÒÅÍÅ 8.3.4 ÒÁÂÏÔÙ [4℄. îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×Ï ÎÁ ÇÒÁÆÅ, ÒÅÂÒÁËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÏÚØÍÅÍ × ÜÔÏÄÅÒÅ×Ï ×ÓÅ ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ K ′, ÓÏÈÒÁÎÉ× ÉÈ ÏÒÉÅÎ-ÔÁ�ÉÀ, É �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÆÁÆÆÏ×Õ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑËÒÁÊÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8.3.3 ÒÁÂÏÔÙ [4℄× ÓÉÌÕ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ × K ×ÅÒÛÉÎ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 3.4, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ G ×ÙÒÅÚÁÎÉÅÍ ÞÉ�Á H É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉ-ÅÍ ×ÓÅÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ K, ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ G′ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÌÁÎÁÒÉÚÁ�ÉÉ, ÎÅÞÅÔÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ.5. úÁÍÅÎÁ ÞÉ�Á Ó ÛÅÓÔØÀ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÌÏÓËÉÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÞÉ� Ó ÛÅÓÔØÀ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÌÑÍ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÞÉ�Á. ðÒÉ×ÙÒÅÚÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÞÉ�Á �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 �ÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆ K3;3. åÓÌÉ ÞÉ�ÂÙÌ ×ÙÒÅÚÁÎ ÉÚ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÇÒÁÆÁ K3;3 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.4.îÁ ÒÉÓ. 12 �ÏËÁÚÁÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ K3;3 Ë �ÌÁÎÁÒÎÏÍÕ ÞÉ�Õ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÎÉ ÎÏ×ÏÇÏ�ÌÏÓËÏÇÏ ÞÉ�Á ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ Ë ÞÉ-�Õ × G′, ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÒÅÂÅÒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁG ×ÎÅ ÞÉ�Á H ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ.îÁ ÒÉÓ. 12 �ÅÒ×ÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ { �ÒÉÍÅÒ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÏÇÏ ÞÉ�Á Ó ÛÅÓÔØÀËÏÎÔÁËÔÁÍÉ, a ×ÔÏÒÏÊ { �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÇÒÁÆ K3;3 Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Op 2. �ÒÅÔÉÊ �ÏÄÇÒÁÆ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÑ Op 5 É Op 1, ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ { �ÏÓÌÅ Op 2, Op 3 É Op 5. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑÜÔÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÎÏ×Á �ÅÒÅÊÔÉ ËÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÓÁ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÔ-ÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ É ÞÉ� ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ
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t1

t2
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t4t5òÉÓ. 13:

òÉÓ. 14:ÞÉ� ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎ Ë ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ ×ÉÄÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÅÒÅ-ÓÔÒÏÅË vertex splitting, urban renewal É Op 4 ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÇÒÁÆÁ (ÒÉÓ. 13). ïÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ ÉÓÞÅÚÁÀÔ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ËÒÁÔÎÙÈÒÅÂÅÒ. ðÏÌÕÞÁÅÍM(G) = xM(G′), ÇÄÅ |x| { �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÓÏ× ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÊ ×ÓÅÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÎÙÈ Op 4 É Op 5, Á sgn(x) { �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ×ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÓÅÈ �ÒÉÍÅÎÎÙÈ Op 2 É Op 5.äÏËÁÖÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÉÅË�ÉÉ,ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G.�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÙÊ ÞÉ� H Ó ÛÅÓÔØÀËÏÎÔÁËÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ vi { ÎÁÒÕÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉ�Á × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉ�Ù, i = 0; 1; : : : ; 5. ðÕÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � =M(H), �ij =M(H\
{vi; vj}), ÇÄÅ vi, vj Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÅÊ, É �ijkl =M(H\
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{vi; vj ; vk; vl}), ÇÄÅ Ä×Å ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÅ, Á Ä×Å{ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ ÎÏ×ÙÊ ÇÒÁÆ G′ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÇÒÁÆÁ GÚÁÍÅÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÞÉ�Á ÎÁ ÎÏ×ÙÊ ÞÉ� h (�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÇÒÁÆ ÎÁ ÒÉÓ. 13), ×ÅÓÁÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉP2i = �2i;2i+1;2i+3;2i+4�2i+3;2i+4 ; P2i+1 = 0;t2i = �2i+2;2i+5 · �2i+3;2i+4 · �p ; t2i+1 = �2i+3;2i+4 · �2i+5;2i · �p ;i = 0; 1; 2; p = �12 · �50 · �34 + �25 · �41 · �03; (9)ÓÌÏÖÅÎÉÅ × ÉÎÄÅËÓÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 6, ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÅÂÒÁÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅÓ. �ÏÇÄÁM(G) = p2�2 · �50 · �34 · �12M(G′):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ × ÇÒÁ-ÆÅ G É × ÇÒÁÆÅ G′ É �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ,ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊÎÁ ÇÒÕ��Ù × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ËÏÎÔÁËÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ. ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÏÌÏ Ä×ÕÈ ÄÅÓÑÔËÏ× ÔÁËÉÈ ÇÒÕ��. ä×ÁÓÌÕÞÁÑ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 14. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÓÌÕÞÁÑ ÓÌÅ×Á ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × H . öÉÒÎÙÍÉÌÉÎÉÑÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÎÁÒÕÖÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÚÑÔÙ × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ.ó�ÒÁ×Á ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÞÉ�Å h. öÉÒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÏÔÍÅ-ÞÅÎÙ ÒÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÚÑÔÙ × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ. ÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÔÏÒÙÊÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÌÅ×Á, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x = �12=(t3 · t5), ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ Ó�ÒÁ×Á { ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x = �1234=((t2P2 + 1) · t5). óÏÂÉÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÅÓØÍÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÂÏÒ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÎÅ-ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÓÁ ÞÉ�Á h. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ A;B;C;D;E; F×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {vi}, i = 0; : : : ; 5. äÌÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈÞÉ�Ï× Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6) É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï��ABCD = �AB�CD + �AD�BC ;ÇÄÅ A É C �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ, Á B É D { ÄÒÕÇÏÊ ( [6,ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1℄). äÌÑ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÏÇÏ ÞÉ�Á Ó ÛÅÓÔØÀ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï��ABCDEF = �AB�CDEF + �AF�BCDE + �AD�BCEF ; (10)



úáíåîá þéðá ó óïèòáîåîéåí þéóìá ðáòïóïþå�áîéê 79ÇÄÅ A, C É E �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ, Á B, D É F { ÄÒÕÇÏÊ. ðÏ-ÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 2.1 ÒÁÂÏÔÙ [3℄ É ÔÅÏÒÅÍÙ 2.3 ÒÁÂÏÔÙ [6℄. äÏÂÁ-×É× Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ× ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÁÂÏÒ ×ÅÓÏ× ÒÅÂÅÒ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁÍÉ ÇÒÁÆÁ K3;3,ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ [5, Corollary 7℄ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (10) ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍÏ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ) ÇÒÁÆÁÈ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÏÇÏ ÞÉ�Á ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÅÓÁ ÎÏ×ÏÇÏ ÞÉ�Á h ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ,ÞÔÏ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÁÎÁÒÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÙ. ïÄÎÁËÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁÌÁÇÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÞÉ�H , Á ÇÒÁÆ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. áËÓÅÎÏ×, ë. ëÏÈÁÓØ, õÄÁÌÅÎÉÅ ÞÉ�Ï×. Urban Renewal revisited. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ.ÓÅÍÉÎ. ðïíé 432 (2014), 5{29.2. ÷. áËÓÅÎÏ×, ë. ëÏÈÁÓØ, õÄÁÌÅÎÉÅ ÞÉ�Ï× �ÒÉ �ÏÄÓÞÅÔÅ �ÆÁÆÆÉÁÎÏ×. | úÁ�.ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé (2015).3. ë. ëÏÈÁÓØ, òÁÚÂÉÅÎÉÅ Á�ÔÅËÓËÉÈ ÄÉÁÍÁÎÔÏ× É Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. | úÁ�.ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 360 (2008), 180{230.4. ì. ìÏ×ÁÓ, í. ðÌÁÍÍÅÒ. ðÒÉËÌÁÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×. í.: íÉÒ, 1998.5. M. Fulmek, Graphial ondensation, overlapping pfaÆans and superpositions ofmathings. | Eletron. J. Combin. 17, No. 1 (2010), Researh Paper 83.6. E. Kuo, Appliation of graphial ondensation for enumerating mathings. | The-oret. Comput. Si. 319 (2004), 29{57.7. G. Kuperberg, An exploration of the permanent-determinant method. Eletron. J.Combin. 5 (1998), #R46.8. J. Propp, Generalized domino-shu�ing. | Theoret. Comput. Si. 303, No. 2{3(2003), 267{301.Bursian O. V. Chip removal for omputing the number of perfet math-ings.We onsider a transformation of a graph G that replaes an induedsubgraph H of arbitrary size by a little new subgraph h. We hoose h insuh a way that the equality M(G) = xM(G′) holds (where G′ is the newgraph and the fator x depends on the numbers of mathings of H andits subgraphs). We desribe how one an onstrut h when G is a planar



80 ï. ÷. âõòóéáîgraph and H is a bipartite graph (with some restrition on the oloring ofverties onneting it with the other part of the graph G). For a planarbipartite graph H with a small number of suh verties, we prove that theequality holds for an arbitrary graph G. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 23 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2015 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ,õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ �Ò., Ä. 28,óÔÁÒÙÊ ðÅÔÅÒÇÏÆ,198504 ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : obursian�gmail.om


