
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 436, 2015 Ç.á. ì. þÉÓÔÏ×÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé:�åïòå�éþåóëïå ïâïóîï÷áîéå÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ k { �ÏÌÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ É a1; : : : ; a� { ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× (ÉÌÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÎÁÄ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ A
�(k) ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁ-ÍÙËÁÎÉÅÍ k ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ k Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ a1; : : : ; a� .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× R = k[a1; : : : ; a� ℄.ëÏÇÄÁ ÒÅÛÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ó ×ÈÏÄÎÙ-ÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, �ÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÚÉ-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W�, � ∈ A, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÒÁÔÁW� ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ (ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÜÔÉÈÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉÉÚ ËÏÌØ�Á R, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ.éÍÅÀÔÓÑ ÓÔÁÔØÉ ÎÁ ÄÁÎÎÕÀ ÔÅÍÕ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1,2℄. ïÄÎÁËÏ ÄÏ ÓÉÈ�ÏÒ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÅÊ ÂÙÌÉ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍÉ É ÉÍÅÌÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ Ä×ÁÖÄÙ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ×Ó£ ÜÔÏ × ÆÏÒÍÅ ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ. úÄÅÓØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ó×ÅÖÉÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ×ÅÝÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ×ÒÅÍÑ ÎÁÛÁ �ÅÌØ { ÄÁÔØ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÔÁËÉÈ, ËÁË ×ÙÛÅ) ÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÍÏÄÅÌØ,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-ÍÏÅ, ÌÅÓÁÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ,ÔÅÏÒÅÍÕ 1 �ÁÒÁÇÒÁÆÁ 4, ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. ÷ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈÒÁÂÏÔÁÈ ÍÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ:ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ { ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÄÅÒÅ×ØÑ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ, ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. 219



220 á. ì. þéó�ï÷ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ �ÅÌØ { ÉÚÂÅÖÁÔØ Ä×ÁÖÄÙ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÎÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ { ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ, ÓÍ. §1. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ �ÅÌÅÊ ÎÅÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. �ÁË ÞÔÏ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ××ÅÓÔÉ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÍÅÔËÉ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë×ÅÒÛÉÎÁÍ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÓÍ. §2), Á ÚÁÔÅÍ ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ (ÓÍ. § 3). üÔÉ ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ Ó×ÏÂÏÄÕÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.
§1. äÅÒÅ×ØÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÎÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ { ÄÅÒÅ×ØÑ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ a1; : : : ; a� { �ÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ. îÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ R = k[a1; : : : ; a� ℄. ðÏÌÏÖÉÍ K ÒÁ×ÎÙÍ �ÏÌÀ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ-�Á R.äÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a1; : : : ; a� ÎÁÄ ÏÓÎÏ-×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. üÔÏ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÄÅÒÅ×ÏÓ ËÏÒÎÅÍ v0 = v0(T ); ÔÁË ÞÔÏ v0 { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á T .ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ v ÕÒÏ×ÎÑ κ ÄÅÒÅ×Á T ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ v = vi0;:::;iκ , ÇÄÅ i0 = 0,ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j, 0 6 j 6 κ, ÔÁËÖÅ vi0;:::;ij Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÄÅÒÅ×Á TÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j, 1 6 j 6 κ, ×ÅÒÛÉÎÁ vi0;:::;ij Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÙÎÏÍ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ vi0;:::;ij−1 (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ i0; : : : ; iκ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ×ÅÒÛÉÎÏÊ v, �ÏÓËÏÌØËÕ T { ÄÅÒÅ×Ï). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÒÏ×ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙv ÒÁ×ÅÎ κ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ l(v) = κ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ii0;:::;iκ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ i, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ vi0;:::;iκ ;i Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÔÏÍËÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v = vi0;:::;iκ . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ii0;:::;iκ { ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÔÏÍËÏ× ÕÒÏ×ÎÑ 1 (ÉÌÉ ÓÙÎÏ×ÅÊ) ×ÅÒÛÉÎÙ v. åÓÌÉ v =vi0;:::;iκ , ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ Iv = Ii0;:::;iκ . åÓÌÉ Iv = ∅, ÔÏ v Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍÄÅÒÅ×Á T . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(T ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÓÔØÅ× ÄÅÒÅ×Á T .ðÏÌÏÖÉÍ l(T ) = maxv∈L(T ) l(v). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ l(T ) ÅÓÔØÕÒÏ×ÅÎØ ÄÅÒÅ×Á T . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ l(v) = l(T ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ L(T ).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÉÅ Av = Ai0;:::;iκ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ v. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ('v;1 = 0)∧ : : :∧ ('v;�v;1 = 0)∧ (('v;�v;1+1 6= 0)∨ : : :∨ ('v;�v;2 6= 0)); (1)



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 221ÇÄÅ ∧, ∨ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÀ É ÄÉÚßÀÎË�ÉÀ, Á ×ÓÅ'v;� ∈ k[a1; : : : ; a� ℄, 1 6 � 6 �v;2, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �v;2 > �v;1 > 0. íÙ ÉÍÅÅÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �v0;2 = 0 É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Av0 = true. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ËÁË ÂÕÌÅ-×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ A
�(k). éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ A

�(k) ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ Av(a∗1; : : : ; a∗�) ∈ {true; false} Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ(ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ (a∗1; : : : ; a∗�) × (1)).äÁÌÅÅ, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Cv = Ci0;:::;iκ = {v;j}16j6mv ÉÚ ËÏÌØ-�Á R ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÅ v, ÇÄÅ mv > 0 { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÔÁË, ÞÔÏ×ÓÅ v;j ∈ R; ÅÓÌÉ mv = 0, ÔÏ Cv �ÕÓÔÏ). üÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Cv Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ×ÙÈÏÄÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ v (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ,ÚÄÅÓØ ÌÕÞÛÅ ÓËÁÚÁÔØ \×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ v Ó ×Ù-ÈÏÄÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ v", ÎÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÕÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ Cv0 = {ai}16i6� , Ô.Å. v0;i = ai ÄÌÑ ×ÓÅÈ i,1 6 i 6 � = mv0 .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Jv= {vi0 ; vi0;i1 ; : : : ; vi0;:::;iκ−1} ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÅ-ÄËÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÒÏ×ÅÎÅÊ > 1 ×ÅÒÛÉÎÙ v. ÷ÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ v, { ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {w;i}16i6mw;w∈Jv .ðÕÓÔØ Zv = {Zw;i}16i6mw;w∈Jv { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÏ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉR[Zv℄ { ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j, 1 6 j 6 mv, ÚÁÄÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Cv;j ∈ R[Zv ℄,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v;j = Cv;j |Zw;i=w;i ∀(w;i); (2)Ô.Å. v;j �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ Zw;i = w;i × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Cv;j ÄÌÑ×ÓÅÈ w ∈ Jv, 1 6 i 6 mw. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÈÏÄ× ×ÅÒÛÉÎÅ v, ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÏÌÉÎÏÍÙ Cv;j , 1 6 j 6 mv, ÂÅÒÑÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ×ÅÒÛÉÎÅ v.åÓÌÉ v ∈ L(T ), ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Cv Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÈÏÄÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍ ÌÉÓÔÕ v.íÙ ÔÒÅÂÕÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ k�ÅÓÌÉ κ > 1 É
∧06�6κ−1Ai0;:::;i� (a∗1; : : : ; a∗�) = true; (3)ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ iκ ∈ Ii0;:::;iκ−1 , ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ

Ai0;:::;iκ (a∗1; : : : ; a∗�) = true.



222 á. ì. þéó�ï÷äÁÌÅÅ, ÍÙ ××ÏÄÉÍ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
Wv = Wi0;:::;iκ , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÅ v. ðÏÌÏÖÉÍ

Av = Ai0;:::;iκ = ∧06�6κ

Ai0;:::;i� :ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
Wv =Wi0;:::;iκ = {(a∗1; : : : ; a∗�) ∈ k� : ∧06�6κ

Ai0;:::;i� (a∗1; : : : ; a∗�) = true}= {(a∗1; : : : ; a∗�) ∈ k� : Av(a∗1; : : : ; a∗�) = true}(ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÎÁÄ k). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
Wv =Wi0;:::;iκ = Z('w;i; w ∈ Jv ∪ {v}; 1 6 i 6 �w;1)

\
⋃w∈Jv∪{v}Z('w;i; �w;1 + 1 6 i 6 �w;2) ⊂ A

�(k); (4)ÇÄÅ Z(: : :) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× × A
�(k).äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T É ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ v �ÏÌÏÖÉÍ

W ′v = Z('v;1; : : : ; 'v;�v;1); W ′′v = Z('v;�v;1+1; : : : ; 'v;�v;2 ):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W ′v;W ′′v Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ × A
�(k). ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
Wv = ⋂w∈Jv∪{v}W ′w \

⋃w∈Jv∪{v}W ′′w:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(T ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÓÔØÅ× ÄÅÒÅ×Á T . ðÏÌÏÖÉÍ
S(T ) = ⋃v∈L(T )Wv: (5)�ÏÇÄÁ S(T ) { ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÁÆÆÉÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A

�(k), É (5) { ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S(T ) × ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊWv, v ∈ L(T ).�Å�ÅÒØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï S(T ) = A
�(k) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ k� ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v = vi0;:::;iκ−1 6∈ L(T )ÄÅÒÅ×Á T ÅÓÌÉ κ > 1 É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï (3), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ ÉÎÄÅËÓ i ∈ Ii0;:::;iκ−1 , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ai0;:::;iκ−1;i(a∗1; : : : ; a∗�) = true.



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 223ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÅÒÅ×Ï T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ S(T ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓ-ÓËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A
�(k).äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ××ÅÓÔÉ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÍÅÔËÉ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

§2. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÍÅÔËÉ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÙðÕÓÔØ 
′ { ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍ:(i) 
′ ⊃ Z,(ii) ÅÓÌÉ �1; : : : ; �N ∈ 
′, N > 1, ÔÏ (�1; : : : ; �N ) ∈ 
′.íÎÏÖÅÓÔ×Ï 
′ ÓÞ£ÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ q1; : : : ; qN ,ÇÄÅ qj ∈ Z ∪ {)} ∪ {(} ∪ {; }. úÁÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏ Z
N ⊂ 
′ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏN > 1 É Z

N1 × Z
N2 ÎÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó Z

N1+N2 , Ô.Å. ÅÓÌÉ �1 ∈ Z
N1 ,�2 ∈ Z

N2 , ÔÏ (�1; �2) ∈ Z
N1 × Z

N2 , ÎÏ (�1; �2) 6∈ Z
N1+N2 .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ! ∈ 
′, ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ ! = (!1; : : : ; !N ), ÇÄÅ 1 6 N ∈ Z (ÅÓÌÉ N = 1, ÔÏ ! = !1), ×ÓÅ!i ∈ 
, 1 6 i 6 N , É 0 6 !1 ∈ Z.åÓÌÉ ! = (!1; : : : ; !N ) ∈ 
, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ j(!) = !1.ðÕÓÔØ T { ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ÄÅÒÅ×Á T ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ r(v) ∈ 
. ïÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕÓ×ÏÊÓÔ×Õ:

• j(r(v)) = mv .ðÕÓÔØ v0 { ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á T . ðÏÌÏÖÉÍ r(T ) = r(v0). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀr(T ) { �ÏÌÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T .îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÌÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ r(v) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ �ÒÉÒÏÄÕ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ
{v;j(a∗)}16j6mv ÄÌÑ a∗ ∈ Wv (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÁÔÒÉ�Á-ÍÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ k, ÉÌÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ-ÍÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ k, ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁ-ÍÉ). æÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÇÒÁÀÔ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ,ÎÏ ÏÎÉ Õ�ÒÏÝÁÀÔ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ 
, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ, ÏÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ. íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÔÁËÏÅ



224 á. ì. þéó�ï÷ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ Ó×ÏÂÏÄÕ ÄÌÑ �ÏÌÎÙÈÓÉÇÎÁÔÕÒ.îÁ �ÒÁËÔÉËÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÎÅÅ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÙÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÔËÉ ×ÍÅÓÔÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉÓÅÍÅÊÓÔ×Á {v;j(a∗)}16j6mv ÄÌÑ a∗ ∈ Wv �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ XÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÍÅÔ-ËÕ \ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ X ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d" ×ÅÒÛÉÎÅ v ×ÍÅÓÔÏ �ÏÌÎÏÊÓÉÇÎÁÔÕÒÙ r(v). �ÁË ÞÔÏ ÚÄÅÓØ \ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ X ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d"{ �ÒÏÓÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ r(v). üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ É ÎÅ �ÒÉ-×ÅÄ£Ô Ë Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ! ∈ 
ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ.÷×ÅÄ£Í ÔÁËÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. íÙ ÎÅ ÄÁ£ÍÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÇÎÁÔÕÒÙ ÂÕÄÕÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ËÁÖÄÙÊÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× É ÉÈ×ÅÒÛÉÎ. úÄÅÓØ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÅ. íÅÔËÁ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ v ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÓËÁÖÅÍ n1; : : : ; n� (ÏÂÙÞÎÏÏÎÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ; ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ ÉÈ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉa1; : : : ; a� , ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ k). �ÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ÉÚ � ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× (n1; : : : ; n�) ÜÔÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v.ðÏÌÏÖÉÍ �(v) = (n1; : : : ; n�).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(v) ÍÅÔËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ v. ðÕÓÔØ �(v) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ n1; : : : ; n� �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÓÍ. ×ÙÛÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �(v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÔÒÏËÏÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÔÒÏËÅÎÉËÁËÏÊ ÍÅÔËÉ, ÓËÁÖÅÍ •. óÔÒÏËÁ �(v) ÓÏÄÅÒÖÉÔ n1; : : : ; n� (ÚÄÅÓØ ÍÙÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉ-ÍÉ; ÜÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ). úÁÍÅÎÉÍ ni ÎÁ • ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏi, 1 6 i 6 �, × ÓÔÒÏËÅ �(v). íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ �(v). óÔÒÏËÁ�(v) ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÍÅÔËÉ �(v). ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ v1; v2 ÄÅÒÅ×ÁT ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �(v1) = �(v2), Ô.Å.× ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÅÔËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á T .íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ V ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ i : �(V) → Z, Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÉÇÎÁÔÕÒ �(v), v ∈ V , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ∈ V ÍÙ ÉÍÅÅÍ mv = i(�(v)),ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, i(�(v)) = j(r(v)). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ i ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ V .



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 225÷ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÔËÁ \ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ X ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×Ù-ÛÅ d" ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ d. üÔÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒ d Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v. ïÓÎÏ×Á ÜÔÏÊ ÍÅÔËÉ { \ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ X ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ •". íÙ ÉÍÅÅÍ mv = i(d) = d+ 1.äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ v ÉÍÅÅÔ ÍÅÔËÕ \ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁn×m", ÔÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÒÁ×ÎÁ (n;m). ïÓÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊÍÅÔËÉ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ \ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ • × •". íÙ ÉÍÅÅÍ mv =
i(n;m) = nm.äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÉÍ, ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕ-ÞÁÑÈ, Ï�ÉÓÙ×ÁÑ ÄÅÒÅ×ØÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ×ÅÒÛÉÎ ×ÍÅÓÔÏ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÇÎÁÔÕÒ É ÍÅÔÏË, ÅÓÌÉ ×ÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÑ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÁÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÜÔÉÈ ÄÅ-ÒÅ×ØÅ×, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ. üÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ,�ÏÓËÏÌØËÕ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ×ÅÒÛÉÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ.÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë �ÏÌÎÙÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁÍ. ðÕÓÔØ �i ∈ 
, 1 6 i 6 N . òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ�(N) : 
N → 
; (�1; : : : ; �N ) 7→ 



∑16i6N j(�i); (�1; : : : ; �N ) :ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ T1; : : : ; TN { ÄÅÒÅ×ØÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁÍÉ a1; : : : ; a� ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ r(Ti) = r(Tj) ÄÌÑ×ÓÅÈ i,j, 1 6 i; j 6 N (Ô.Å. �ÏÌÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÜÔÉÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ). íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N ÄÅÒÅ×ØÅ× 〈T1; : : : ; TN 〉.üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÁÍÉ a1; : : : ; a� ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÇ-ÎÁÔÕÒÏÊ, Ô.Å. r(〈T1; : : : ; TN 〉) = r(T1). ðÕÓÔØ vi;0 { ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á Ti,1 6 i 6 N . ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á 〈T1; : : : ; TN〉 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (v1; : : : ; vN ),ÇÄÅ vi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÄÅÒÅ×Á Ti, 1 6 i 6 N , É (v1; : : : ; vN ) ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ.(*) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ j, 1 6 j 6 N + 1, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
• vi ∈ L(Ti) �ÒÉ 1 6 i 6 j − 1,
• ÅÓÌÉ j < N + 1, ÔÏ vj 6∈ L(Tj),
• vi = vi;0 �ÒÉ j + 1 6 i 6 N .ëÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á 〈T1; : : : ; TN〉 ÅÓÔØ (v1;0; : : : ; vN;0). åÓÌÉ (v1; : : : ; vN ) ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*) É 1 6 j 6 N , ÔÏI(v1;:::;vN ) = {v1} × : : :× {vj−1} × Ivj × {vj+1;0} × : : :× {vN;0}:



226 á. ì. þéó�ï÷åÓÌÉ j = N + 1, ÔÏ I(v1;:::;vN ) = ∅, Ô.Å. (v1; : : : ; vN ) ∈ L(〈T1; : : : ; TN〉).åÓÌÉ w = (v1; : : : ; vN ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ j,ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ mw = ∑16u6min{j;N}

mvu :åÓÌÉ 1 6 i 6 mw, ÔÏ w;i = v�;� , ÇÄÅ i = � +∑16u6�−1mvu ÄÌÑ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �; �, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 6 � 6 min{j;N},1 6 � 6 m�. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ{w;i}16i6mwÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ× {v�;�}16�6mv� �Ï ×ÓÅÍ �, 1 6 � 6min{j;N}. ðÏÌÏÖÉÍ Aw = Avj , j′ = min{j;N} Ér(w) = �(j′)(r(v1); : : : ; r(vj′ )):�Å�ÅÒØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Cw;i, mw − mvj + 1 6 i 6 mw, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Cvj ;�, 1 6 � 6 mvj .íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Cw;i Ó 1 6 i 6 mw − mvj Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. úÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ 〈T1; : : : ; TN〉. íÙ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.äÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T1 ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a1; : : : ; a� ÎÁÄ ÏÓ-ÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÄÅÒÅ×ÏÍ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T2 ÓÏ ×ÈÏÄ-ÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÉ a1; : : : ; a� ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á T1 ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á T2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ(a){(d).(a) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á T1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ Cv = C�(v) É r(v) =r(�(v)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, mv = m�(v).(b) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á T1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ �(Iv) ⊂ I�(v). óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á T1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï �(Jv) = J�(v) É Zv ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Z�(v). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Zv  Z�(v).() äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á T1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ Cv;j = C�(v);j �ÒÉ1 6 m 6 v.(d) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á T1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ �v;1 = ��(v);1, �v;2 =��(v);2 É 'v;j = '�(v);j �ÒÉ 1 6 j 6 �v;2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Av =
A�(v), Av = A�(v).ðÒÉ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÅÓÌÉ �(L(T1)) ⊂ L(T2), ÔÏ S(T1) ⊂ S(T2).åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ v ∈ L(T2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÌÉÓÔ w ∈ L(T1),



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 227ÞÔÏ �(w) ∈ Jv (Ô.Å. ×ÅÒÛÉÎÁ �(w) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄËÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v), ÔÏ
S(T1) ⊃ S(T2).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÅÓÌÉ T1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÄÅÒÅ×ÏÍ ÄÅÒÅ×Á T2, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ v ÄÅÒÅ×Á T1 ÍÙ ÂÕ-ÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ v É �(v) ÄÅÒÅ×ØÅ× T1 É T2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ′ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ v ∈ L(T ′) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ Wv ÎÅ�ÕÓÔÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ IRD(T ), ËÏÔÏ-ÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÄÅÒÅ×ÏÍ × T , ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ L(IRD(T )) = {v ∈ L(T ) :
Wv 6= ∅}. íÙ ÉÍÅÅÍ S(T ) = S(IRD(T )).ðÕÓÔØ kp−∞ { ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ k. ðÕÓÔØ v { ×ÅÒÛÉÎÁÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T É Iv { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÇÏ �ÏÔÏÍËÏ× ÕÒÏ×ÎÑ 1.íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÅ v (ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ:ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÅ v, ××ÅÄ£ÎÎÏÅ ×Ù-ÛÅ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Wv ÎÁ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ kp−∞ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.

• äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ w ∈ Iv ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ WwÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÎÁÄ kp−∞ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ Wv. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË < ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ Iv É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅWv = ⋃w∈Iv Wv;w ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Wv ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ kp−∞ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ Wv;w, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Ww =Wv;w \
⋃w′<wWv;w′ .

• äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ w ∈ Iv ÍÙ ÉÍÅÅÍ mw = mv É Cw = Cv , Ô.Å.
Cw = Cv = {v;j}16j6mv .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅ-ÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ′, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÄÅÒÅ×ÏÍ × T ′, ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× L(T ′) ÅÓÔØ ⋃v∈L(T ) Iv (ÚÄÅÓØ Iv Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ�ÏÔÏÍËÏ× ÕÒÏ×ÎÑ 1 ×ÅÒÛÉÎÙ v × ÄÅÒÅ×Å T ′) É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ × ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ v ∈ L(T ) (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á T ′) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑWv ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄkp−∞ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. �Å�ÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ w ÄÅÒÅ×Á T ′ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ww Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÎÁÄ �ÏÌÅÍ kp−∞ .



228 á. ì. þéó�ï÷÷ ËÏÎ�Å ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑË ÄÅÒÅ×ØÑÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ a′1; : : : ; a′� { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ k �ÁÒÁÍÅÔÒÙ É b1; : : : ; b� ∈ k[a′1; : : : ; a′�℄. ðÕÓÔØ T {ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ××ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ. �ÏÇÄÁ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÄÅÒÅ×Ï T (b)ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a′1; : : : ; a′� ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÍÅÎÉÍ ×ÅÚÄÅ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÅÒÅ×Á T ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1; : : : ; a�ÎÁ b1; : : : ; b� . íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÂßÅËÔÙv; r(v); b;v;j ; 'b;v;j ;Ab;v;Ab;v;ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂßÅËÔÁÍ v; r(v); v;j ; 'v;j ;Av ;Av . íÙ ÉÍÅÅÍb;v;j ; 'b;v;j ∈ k[a′1; : : : ; a′�℄É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
Wb;v = {(a′1; : : : ; a′�) ∈ k� : Ab;v(a′1; : : : ; a′�)} :÷ �ÅÌÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï (×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎÏ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ b1; : : : ; b� ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k). ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ T ′(b). äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÎÅ�ÏÌÎÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ T ′(b) ÎÏ×ÙÊËÏÒÅÎØ v0;0, �ÏÌÏÖÉÍ v0;0;i = a′i, 1 6 i 6 � = mv0;0 , É �ÏÌÏÖÉÍ r(v0;0)ÒÁ×ÎÙÍ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ×ÅËÔÏÒÁ (a′1; : : : ; a′�) ∈ R�. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊÓÙÎ ËÏÒÎÑ v0;0 ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ v0 ÄÅÒÅ×Á T ′(b). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÄÅÒÅ×Ï T (b) ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a′1; : : : ; a′� ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ�ÏÌÅÍ k, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï T ′(b).

§3. ìÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍÁÌÇÏÒÉÔÍÙðÕÓÔØ � { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × 
, ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ. ðÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ { ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊT = {T�}�∈�;ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ r(T�) = � ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ �. ðÕÓÔØ � = (�1; : : : ; �m′) ∈ �.�ÏÇÄÁ T� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó �1 ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÞÅÒÅÚ a1; : : : ; a�1 .ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T = {T�}�∈� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ × ÔÏÍÉ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ �, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ S(T�) 6= ∅,ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ.



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 229ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T = {T�}�∈� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÙÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T� Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ �.ðÏÌÏÖÉÍ K = ∐!∈
 kj(!). üÔÏ ËÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ
K = ⋃!∈
(kj(!)

× {!}) (6)É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏÌÏÖÉÍ S(T ) =∐�∈� S(T�). éÍÅÅÍ S(T ) ⊂ K.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ K ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÇÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (⋃j>0 kj)×
. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÏÅË-�ÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: p1 : K →
⋃j>0 kj É p2 : K → 
. áÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÅË�ÉÉ p1 É p2 ÂÕÄÕÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÄÌÑÄÒÕÇÉÈ ËÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÄÌÑ ÎÉÈ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ).ðÕÓÔØ v { ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á T� É a∗ = (a∗; : : : ; a∗�1) ∈ k�1 . �ÏÇÄÁ �ÏÌÏ-ÖÉÍ v = (v;1; : : : ; v;mv );v(a∗) = (v;1(a∗1; : : : ; a∗�1); : : : ; v;mv (a∗1; : : : ; a∗�1))(ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ v ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Cv, ÓÍ. §1).�Å�ÅÒØ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F : S(T ) → K, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ (a∗; �) ∈ S(T ). óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ∈ �, a∗ = (a∗; : : : ; a∗�1) ∈ S(T�). �ÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÌÉÓÔ v ∈ L(T�), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a∗ ∈ Wv. �ÏÇÄÁ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

F(a∗; �) = (v(a∗); r(v)) ∈ K:íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ F(T ) ÆÕÎË�ÉÀ F, ÞÔÏÂÙ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÚÁ-×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÌÅÓÁ T .ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÑ F ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅÓÕ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T . ëÁÖÄÙÊ ×ÈÏÄ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ
S(T ), ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ×ÙÈÏÄ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ F(S(T )) ⊂ K.ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅÓ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

Q = F(T ): (7)



230 á. ì. þéó�ï÷ðÏÌÏÖÉÍ
f(T ) = p1 ◦ F(T ); r(T ) = p2 ◦ F(T ):�Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÌÅÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.ïÎÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÓÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ T1 É T2 { Ä×Á ÌÅÓÁ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ T2 ◦ T1 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ

F(T1)(S(T1)) ⊂ S(T2) (8)Ô.Å. × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ
F(T2) ◦ F(T1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

F(T2 ◦ T1) = F(T2) ◦ F(T1):äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØT = T2 ◦ T1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (8). ðÕÓÔØ T1 =
{T1;�}�∈�1 . �ÏÇÄÁ T = {T�}�∈�1 É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ �1 ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ T� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ v ∈ L(T1;�) { �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ ÌÉÓÔ ÄÅÒÅ×Á T1;� . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎ-ÎÙÅ v = (v;1; : : : ; v;mv ) É �ÏÌÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ r(v), ÓÍ. §1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T2;r(v)(v), ÓÍ. ËÏÎÅ� §1 (ÄÅÒÅ×ØÑ T2;r(v) É T2;r(v)(v)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (8)). íÙ ÕÄÁÌÑÅÍ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T2;r(v)(v) É�ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï T ′2;r(v)(v). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ v ∈ L(T1;�) ÍÙ ÓËÌÅ-É×ÁÅÍ ËÏÒÅÎØ ÎÅ�ÏÌÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T ′2;r(v)(v) É ×ÅÒÛÉÎÕ v. ðÏÓÌÅ ÓËÌÅÉ-×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ×ÎÏ×Ø �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂß-ÅËÔÙ: ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ v, ÕÓÌÏ×ÉÅ Av É �ÏÌÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ r(v). ïÎÉÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ÄÅÒÅ×Á T1;�. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ � ∈ �1 ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T� É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÌÅÓ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T . íÙ ÉÍÅÅÍ l(T�) = maxv∈L(T1;�)(l(v) + l(T2;r(v)).ðÕÓÔØ Ti = {Ti;�}�∈�; 1 6 i 6 N;{ N ÌÅÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÏÌÏÖÉÍ

〈T1; : : : ; TN 〉 = {〈T1;�; : : : ; TN;�〉}�∈�;ÇÄÅ 〈T1;� ; : : : ; TN;�〉 { ÎÁÂÏÒ ÉÚ N ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T1;�; : : : ; TN;�,ÓÍ. §1. �ÁË ÞÔÏ 〈T1; : : : ; TN〉 { ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍN ÌÅÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T1; : : : ; TN .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ S(〈T1;� ; : : : ; TN;�〉�) = ⋂16i6N S(Ti;�) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ � ∈ � É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, S(〈T1;� ; : : : ; TN;�〉) = ⋂16i6N S(Ti).äÁÌÅÅ, ÆÕÎË�ÉÑ F(〈T1;� ; : : : ; TN;�〉) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 231ðÕÓÔØ (a∗; �)∈S(〈T1;� ; : : : ; TN;�〉) É fj= f(Tj), rj= r(Tj) �ÒÉ 1 6 j 6 N .�ÏÇÄÁ
F(〈T1;�; : : : ; TN;�〉)(a∗; �)=((f1(a∗; �); : : : ; fN (a∗; �)); �(N)(�1; : : : ; �N ));�ÒÉÞ£Í ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÚÄÅÓØ k�1;1 × : : :× k�N;1 Ó k�1;1+:::+�N;1 .îÁ �ÒÁËÔÉËÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÉÍ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÅÓÁÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (É ÄÒÕÇÉÅÏÂßÅËÔÙ, ××ÅÄ£ÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ), ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ×ÍÅÓÔÏ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÇÎÁÔÕÒ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ËÏÇÄÁ ÄÒÕÇÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÑ ÏÂ ÜÔÉÈ ÌÅÓÁÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ T = {T�}�∈� { ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÔÁËÏÊ, ËÁË É ×ÙÛÅ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ××ÅÌÉ ÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ-×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÉÈ ÏÓÎÏ×Ù. ðÕÓÔØ V(T ) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ×ÓÅÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á T . ëÁË É × §2, Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ v1; v2 ∈ V(T )ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �(v1) = �(v2), Ô.Å. ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÏÓÎÏ×Õ ÍÅÔÏË. ðÏ-ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ L ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V(T ).äÁÌÅÅ, ËÁË × §2, ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ V ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ L ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ i : �(V) → Z, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÉÇÎÁÔÕÒ �(v), v ∈ V , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Õ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ∈ V ÍÙ ÉÍÅÅÍ mv = i(�(v)), ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ, i(�(v)) = j(r(v)). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ i ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ V .ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ(i) ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ � ËÏÒÎÉ v�;0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅËÌÁÓÓÕ V0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ L,(ii) ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ � É ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ L(T�) ÌÉÓÔØÑ v �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ËÌÁÓÓÕ V1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ L.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i0 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ i1) ÆÕÎË�ÉÀ i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ
V0 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ V1). ðÏÌÏÖÉÍR0 = {�(v�;0) : � ∈ �} ⊂ V0; R1 = {�(v) : v ∈ L(T�)&� ∈ �}:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÍÅÔËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ �ÏÌÎÏÊÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÅÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �0 ∈ R0ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ �, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �0 = �(v�;0).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ s0 : R0 → �, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �0 =�(vs0(�0);0) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �0 ∈ R0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ s1 :



232 á. ì. þéó�ï÷R1 → 
, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �1 ∈ R1 ÉÍÅÅÍ s1(�1) ∈ ⋃�∈� L(T�) É�1 = �(vs1(�1)).ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (i) É (ii) ÁÌÇÏÒÉÔÍ F(T ), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ T , ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
F′(T ) : ∐q∈R0 ki0(q)

→
∐q∈R1 ki1(q); (9)ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ (a∗; �0) ∈∐q∈R0 ki0(q) ÍÙ ÉÍÅÅÍ

F′(T )(a∗; �0) = (v(a∗); �(v));ÇÄÅ ÌÉÓÔ v ∈ L(Ts0(�0)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÕÓÌÏ×ÉÅÍ a∗ ∈ Wv, ÓÍ.Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ F(T ).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ (a∗; �) ∈ ∐�∈� kj(�)
F(T )(a∗; �) = (p1(F′(a∗; �(v�;0))); r(s1(p2(F′(a∗; �(v�;0)))))):ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (i) É (ii) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (9) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÖÅ T = {Tq}q∈R0 , ÇÄÅ T�(v�;0) = T� ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ� ∈ �. üÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ(iii) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ i0|R0 É i1|R1 ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÑ F′(T ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ⋃ ×ÍÅÓÔÏ ∐(ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ⋃q∈R1 ki(q)

⊂
⋃j>0 kj .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (i){(iii) ÁÌÇÏÒÉÔÍ F(T ), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

F′′(T ) : ⋃q∈R0 ki0(q)
→
⋃j>0 kj : (10)ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (i){(iii) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F′′(T ) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T . üÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ£Ô ËÄ×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ F′(T ) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ F′′(T )) ×ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.�ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q = F′(T ) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Q = F′′(T )).üÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ,ÓÍ. (7), ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ×Ó£ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 233íÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏ \ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T", \ÅÇÏ ×ÈÏÄ" É \ÅÇÏ ×ÙÈÏÄ", \ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ", Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁÚÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÅÒÍÉÎÁÍÉÉÚ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (É ÎÉÞÅÍ ÂÏÌØÛÉÍ).÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÉÖÅ × ËÏÎ�Å ÜÔÏÇÏ �Á-ÒÁÇÒÁÆÁ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÅÓÁÍ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ. üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÔÁË ÞÔÏÜÔÉÍ Ï�ÒÁ×ÄÁÎ ÔÅÒÍÉÎ \ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ". ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÁÍÉ ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. üÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÄÁÎÎÏÅ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÅ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÜÔÉÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÉÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.ðÒÉÍÅÒ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ g = ∑06j6d gjXj ∈ k[X ℄, d = degX g, ÚÁÄÁ-£ÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (g0; : : : ; gd) ∈ kd+1 É ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊd > −1 (ÅÓÌÉ g = 0, ÔÏ degX g = −1 É (g0; : : : ; gd) = () Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ-ÂÏÒÏÍ ÉÚ 0 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pd ⊂ k[X ℄ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ðÏÌÏÖÉÍ C(g;X) = (g0; : : : ; gd). íÙ ÂÕ-ÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Pd Ó �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × kd+1, g 7→ C(g;X). éÍÅÅÍk[X ℄ = ⋃d>−1 Pd ⊂
⋃d>−1 kd+1.�Å�ÅÒØ �ÕÓÔØ f = (f0; : : : ; fd) ∈ kd+1, d > −1. üÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÓÉÇÎÁÔÕ-ÒÙ d. ðÏÌÏÖÉÍ RDPX(f) = ∑06i6d fiX i ∈ k[X ℄ É d′ = degX f . �ÏÇÄÁ

−1 6 d′ 6 d, É �ÏÜÔÏÍÕ ∑06i6d fiX i { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀRDPX : ⋃d>−1 kd+1 → ⋃d′>−1Pd′ :íÙ ÉÍÅÅÍ RDPX(f) = (f0; : : : ; fd′) É d′ > 0 × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ fd = : : : = fd′+1 = 0 É fd′ 6= 0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, RDPX(f) = ()ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ fd = : : : = f0 = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË-�ÉÑ RDPX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ
{Td}d>−1. ëÁÖÄÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÌÅÓÁ ÉÍÅÅÔ ÕÒÏ×ÅÎØ 1, Ô.Å. ËÁÖÄÙÊÓÙÎ ÅÇÏ ËÏÒÎÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ. äÅÒÅ×Ï Td ÉÍÅÅÔ d + 2 ÌÉÓÔØÅ×. ïÎÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ −1 6 d′ 6 d.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g = ∑06i6d giX i ∈ k[X ℄, degX g =d, É �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d′ > −1 ÕÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ C(g;X; d′) =(g0; : : : ; gd′) ∈ kd′+1, ÇÄÅ g� = 0 ÄÌÑ d < � 6 d′ (ÅÓÌÉ d′ > d).



234 á. ì. þéó�ï÷ðÒÉÍÅÒ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÕÓÔØ g ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ degX1;:::;Xn g = d ÄÌÑ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d > −1.úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ n ËÁË ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ×ÉÄÅg = ∑i1;:::;in>0;i1+:::+in6d gi1;:::;inX i11 · : : : ·X inn ;ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ gi1;:::;in ÌÅÖÁÔ × k. �ÁË ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ g ÚÁÄÁÎ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ C(g;X1; : : : ; Xn) = {gi1;:::;in}i1;:::;in>0;i1+:::+in6d ÅÇÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ k É ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ d.ðÏÌÏÖÉÍ gi1;:::;in = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ i1; : : : ; in > 0, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏi1 + : : :+ in > d, É �ÕÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ d′ > −1C(g;X1; : : : ; Xn; d′) = {gi1;:::;in}i1;:::;in>0;i1+:::+in6d′:÷ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pn;d ⊂ k[X1; : : : ; Xn℄�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d. íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ Pn;d Ó �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × kNd , g 7→ C(g;X1; : : : ; Xn), ÇÄÅ N = (n+dn ). �Å�ÅÒØk[X1; : : : ; Xn℄ = ⋃d>−1Pn;d ⊂
⋃d>−1 kNd

⊂
⋃j>0 kj :ðÕÓÔØ f = {fi1;:::;in}i1;:::;in>0;i1+:::+in6d: { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÑ ⋃d>−1 kNd . �ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ RDPX1;:::;Xn(f) ÒÁ×ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÉÚk[X1; : : : ; Xn℄, ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ f = C(RDPX1;:::;Xn(f);X1; : : : ; Xn; d). ðÏÌÏ-ÖÉÍ degX1;:::;Xn RDPX1;:::;Xn(f) = d′:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, −1 6 d′ 6 d. ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑRDPX1;:::;Xn : ⋃d>−1 kNd

→
⋃d′>−1Pn;d′ :íÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ RDPX1;:::;Xn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ {Td}d>−1. äÅÒÅ×Ï Td ÉÍÅÅÔÕÒÏ×ÅÎØ l(Td) = 1 É d+2 ÌÉÓÔØÅ× (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅ-ÌÀ).



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 235ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ g ∈ k[X1; : : : ; Xn℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉ-ÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ degX1 g = d′′, degX2;:::;Xn g = d′′′. ðÏÌÏÖÉÍRDPX1(g) = {gi1;:::;in}i1;:::;in>0; i16d′′i2+:::+in6d′′′ ;LCX1(g) = RDPX2;:::;Xn ({gd′′;i2:::;in}i2;:::;in>0;i2+:::+in6d′′′) ;ÇÄÅ gi1;:::;in { ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ C(g;X1; : : : ; Xn; d′′ + d′′′).�ÏÇÄÁ RDPX1 É LCX1 { ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÅÓÁÍ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ. ÷ÓÅ ÄÅÒÅ×ØÑ ÜÔÉÈ ÌÅÓÏ× ÉÍÅÀÔ ÕÒÏ×ÅÎØ 2. äÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ (ÉÌÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) d ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (d + 2)2 ÌÉÓÔØÅ× (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �Ï-ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).
§4. ìÅÍÍÁ Ï �ÏËÒÙÔÉÉ É ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁÎÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ.ðÕÓÔØ A

�(k) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ a1; : : : ; a� . ðÕÓÔØ W ⊂
A
�(k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÉW { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑW× ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A

�(k). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏW = ⋃06a6� Wa {ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑW ÎÁ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a, 0 6 a 6 �,ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ E ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Wa ÒÁ×ÎÁ a É E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W . ðÕÓÔØ degWa = Da (ÓÔÅ�ÅÎØ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀDa(W ) = Da. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d > 2 �ÏÌÏÖÉÍÆ(W;d) = ∑06a6�Da(W )da+1 − 1d− 1 :÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ Z(f (i)1 ; : : : ; f (i)mi) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f (i)1 ; : : : ; f (i)mi ∈ k[a1; : : : ; a� ℄, mi > 0, ×ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A
�(k); × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÖÅÄÒÕÇÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.



236 á. ì. þéó�ï÷ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ W ⊂ A
�(k) { Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÕÓÔØ Wi, i ∈ I, { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × A

�(k). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏi ∈ I ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Wi × ×ÉÄÅ
Wi =W ′i \ Z(f (i)1 ; : : : ; f (i)mi);ÇÄÅ W ′i ⊂ A

�(k) { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É f (i)1 ; : : : ;f (i)mi ∈ k[a1; : : : ; a� ℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ dega1;:::;a� f (i)j 6 d �ÒÉ 1 6j 6 mi É d > 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏW ⊂
⋃i∈IWi:�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× I ′ ⊂ I, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ#I ′ 6 Æ(W;d) É W ⊂

⋃i∈I′ Wi:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,ÞÔÏW Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï dimW . âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉdimW = 0 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.ï�ÉÛÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dimW = � > 0É ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k Ë×Á-ÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊW ′ ⊂ A
�(k) Ó dimW ′ <�. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ I , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ W ∩ W� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W . ïÞÅ×ÉÄÎÏ,W ⊂ W ′�, dim(W ∩ Z(f (�)1 ; : : : ; f (�)m�)) < � ÉW = (W ∩W�) ∪ (W ∩ Z(f (�)1 ; : : : ; f (�)m�)):íÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ W ∩ Z(f (�)1 ; : : : ; f (�)m�) = ⋃j∈JWj ;ÇÄÅ Wj , j ∈ J , { ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÚÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �ÁË ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ Wj ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÏÅ ÎÁÄ k Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × A

�(k)Ó dimWj = �j < �. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ×ÓÑËÏ-ÇÏ j ∈ J ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ′j Ó #I ′j 6 Æ(Wj ; d), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏWj ⊂
⋃i∈I′j Wi. ðÏÌÏÖÉÍ I ′ = {�} ∪⋃j∈J I ′j . �Å�ÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ #I ′ 6 Æ(W;d).



÷ùþéóìåîéñ ó ðáòáíå�òáíé 237ðÕÓÔØ h1; : : : ; h� { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f (�)1 ; : : : ; f (�)m�× ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ (ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÄÅÓØ \ÏÂÝÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ" ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (11) ÄÌÑ � = 1; 2; : : : ; �, ÓÍ. ÎÉÖÅ; ÍÙÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �,1 6 � 6 �,W ∩ Z(h1; : : : ; h�) =  ⋃

{j∈J :�j>�−�}Wj ∪
⋃j∈J′�W ′j ; (11)ÇÄÅ W ′j , j ∈ J ′� , { ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, �ÕÓÔÏÅ) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ dimW ′j = � − � ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈ J ′� É W ′j1 6= Wj2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ j1 ∈ J ′� ,j2 ∈ J .ðÏÌÏÖÉÍW ′� = ⋃j∈J′� W ′j . ïÂÏÚÎÁÞÉÍW ′0 =W . �ÏÇÄÁ ÉÚ (11) ÓÌÅÄÕ-ÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �, 1 6 � 6 �,W ′�−1 ∩ Z(h�) =W ′� ∪

⋃

{j∈J :�j=�−�}Wj : (12)ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕd degW ′�−1 > degW ′� + ∑

{j∈J :�j=�−�}degWj ; � = 1; 2; : : : ; �: (13)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï �, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (13), ÞÔÏd� degW >
∑166� ∑

{j∈J :�j=�−} d�− degWj + degW ′� :óÕÍÍÉÒÕÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �Ï � = 1; 2; : : : ; �, �ÏÌÕÞÁÅÍÆ(W;d)− degW >
∑j∈J Æ(Wj ; d) + ∑16�6� degW ′� :îÏ degW > 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Æ(W;d) > 1 +∑j∈J Æ(Wj ; d) > 1 +∑j∈J#I ′j > #I ′:ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ W ⊂ A
�(k) { Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÕÓÔØ Wi, i ∈ I, { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉ�ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × A

�(k). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ



238 á. ì. þéó�ï÷ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ∈ I ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Wi × ×ÉÄÅ
Wi = W ′i \ ⋃16j6wi Z(fi;j;1; : : : ; fi;j;mi;j );ÇÄÅ W ′i ⊂ A

�(k) { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Éfi;j;1; : : : ; fi;j;mi;j ∈ k[a1; : : : ; a� ℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ dega1;:::;a� fi;j;v
6 d �ÒÉ 1 6 j 6 wi ∈ Z, 1 6 v 6 mi;j ∈ Z É 2 6 d ∈ Z. ðÕÓÔØw = max{wi : i ∈ I}. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏW ⊂

⋃i∈IWi:�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× I ′ ⊂ I, ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ #I ′ 6 Æ(W;wd) É W ⊂
⋃i∈I′ Wi:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ

⋃16j6wi Z(fi;j;1; : : : ; fi;j;mi;j ) = Z(f (i)1 ; : : : ; f (i)mi);ÇÄÅ mi > 0 É f (i)1 ; : : : ; f (i)mi ∈ k[a1; : : : ; a� ℄ Ó deg f (i)j 6 wd �ÒÉ 1 6 j 6 mi,i ∈ I . ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ. ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ T { ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉa1; : : : ; a� ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k É l(T ) = w. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á T ÕÓÌÏ×ÉÅ Av ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (1) É dega1;:::;a� 'v;�
6 d ÄÌÑ ×ÓÅÈ �, �1;v < � 6 �2;v, ÓÍ. (1), ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁd > 2. ðÕÓÔØ S(T ) = ⋃16j6N Sj , ÇÄÅ ×ÓÅ Sj { Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × A

�(k). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔØÅ× ÎÅÓÏËÒÁÔÉ-ÍÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á IRD(T ) (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔØÅ× v ÄÅÒÅ×ÁT , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Wv 6= ∅) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ#L(IRD(T )) 6
∑16j6N Æ(Sj ; wd):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ S(T ) = A

�(k), ÔÏ#L(IRD(T )) 6
(wd)�+1 − 1wd− 1 :
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