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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ1.1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ�ÏÎÑÔÉÑ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÂÏÔ.÷ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÓÔÁÔØÅ, ÂÕÄÕÔ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ìÅÂÅ-ÇÁ{òÏÈÌÉÎÁ). ÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ Ó ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ, ÏÄÎÁËÏ ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁ, Ô.Å. �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔØ ÁÔÏÍÙ. íÙ �ÏÚ×ÏÌÉÍ ÓÅÂÅ Ï�ÕÓËÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒÙ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ (É ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊÔÒÏÊËÉ) É ÅÅ "-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ. ðÏÎÑÔÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å Ó ÍÅÒÏÊ ××ÅÌ á. í. ÷ÅÒÛÉË × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ (�ÏÄÒÏÂÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÄÏ-�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [7, 10℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÕÍÅÔÒÉËÕ � ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X;�) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X2; �2) ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉÏÎÁ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å X1 ⊂ X �ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ.�ÒÏÊËÕ (X;�; �) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÕÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ �Ï-ÌÕÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚÍÅÒÉÍÕÀ (ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ) �ÏÌÕÍÅ-ÔÒÉËÕ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X;�) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ) ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï X2 ⊂ X �ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÞÔÏ � ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ X2.óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ (ÓÍ. [8℄, ÁÔÁËÖÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ × [10℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÌÑ " > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ "-ÜÎÔÒÏ�ÉÀ H"(X;�; �) �ÏÌÕ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÒÏÊËÉ (X;�; �) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÜÎÔÒÏ�ÉÑ, ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òîæ 14-11-00581.167



168 ð. â. úá�éãëéê, æ. ÷. ðå�òï÷ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X0; X1; : : : ; Xk,ÞÔÏ �(X0) < " É �ÒÉ j = 1; : : : ; k ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xj × �ÏÌÕ-ÍÅÔÒÉËÅ � ÍÅÎØÛÅ ". ðÏÌÏÖÉÍ
H"(X;�; �) = log k(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ log = log2). åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ k ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÌÏÖÉÍ

H"(X;�; �) = +∞: ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ "-ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ É ÆÕÎË�ÉÀ" 7→ H"(X;�; �).óÌÅÄÕÑ á. í. ÷ÅÒÛÉËÕ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, 3{5, 9℄), Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÕÀÝÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��.éÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏ×£Í ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G ×ÙÄÅÌÅÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× G1; G2; : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊlim |Gn| =∞. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a = (an) Éb = (bn) ÏÄÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÅÓÌÉ an ≍ bn, ÔÏ ÅÓÔØ an = O(bn), bn = O(an).âÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ an = 
(bn), ÅÓÌÉ bn = O(an).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á G Ó ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ (Gn) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X;�). äÌÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ �ÎÁ (X;�) �ÏÌÏÖÉÍ dn(x; y) := |Gn|−1 ∑g∈Gn �(gx; gy). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h = (hn) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÓÎÁ-ÝÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G, ÅÓÌÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
H"(X;�; dn) ≍ hn (1)ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ".ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀ-ÝÅÊ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÏÓÔÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ-ËÏ×ÏÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÕÍÅÓÔÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ËÌÁÓÓÅ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |Gn�G′n| = o(|Gn|), ÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÕÀÝÉÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÏÓÎÁÝÅÎÉÊ (Gn)É (G′n) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [6℄, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.



ïâ üî�òïðéêîïê ðïóìåäï÷á�åìøîïó�é 169çÒÕ��Á G = Z ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ Gn = {0; 1; : : : ; n− 1}.åÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ X ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ T ; ÍÁÓÛÔÁ-ÂÉÒÕÀÝÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ-ÚÏ×ÅÍ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ T .
§2. ä×Å Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ "-ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÊìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ �1; �2; : : : ; �k { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ (X;�)É maxi �i 6 1. ðÕÓÔØ " ∈ (0; 1) ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ H"(X;�; �i) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.�ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

H2√"(X;�; k
∑i=1 �ik )

6 2 k
∑i=1 H"(X;�; �i):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ n(i) É ÔÁËÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á X i0; : : : ; X in(i), ÞÔÏ �(X i0) < ", H"(X;�; �i) = logn(i) É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁX ij × �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ �i ÉÍÅÀÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÅÎØÛÅ " �ÒÉ j=1; :::; n(i).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X0 = {x ∈ X : k

∑i=1�Xi0(x) > k√"}. ðÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ þÅÂÙÛÅ×Á ÉÍÅÅÍ �(X0) 6

k
∑i=1�(Xi0)k√" < √". íÎÏÖÅÓÔ×Ï X \ X0ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ×ÉÄÁ ⋂ki=1X ij(i) \ X0. ïÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ x; y ∈ X \X0 �Ï�ÁÌÉ × ÏÄÎÕ ÔÁËÕÀ ÞÁÓÔØ, ÔÏ�1(x; y)+ · · ·+�k(x; y) 6 k"+k√"maxi �i(x; y) < 2k√". �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÅÎØÛÅ 2√" × �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ k

∑i=1 �ik .ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
H2√"(X;�; k

∑i=1 �ik )

6

k
∑i=1 log(1 + ni) 6 2 k

∑i=1 log(ni) = 2 k
∑i=1 H"(X;�; �i):

�ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ �1; �2; : : : ; �k { ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ (X;�),Á ~� = k
∑i=1 �ik . ðÕÓÔØ " ∈ (0; 1). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i, 16 i6k,



170 ð. â. úá�éãëéê, æ. ÷. ðå�òï÷×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
H2√"(X;�; �i) 6 H"(X;�; ~�):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÊÄÅÍ ÞÉÓÌÏ n É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X0; : : : ; Xn, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ �(X0) < ", H"(X;�; ~�) = logn É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xj × �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ ~�ÉÍÅÀÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÅÎØÛÅ " �ÒÉ j = 1; : : : ; n. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å XjÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ xj . äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ X �ÕÓÔØ j(y) {ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÔ 0 ÄÏ n, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ y ∈ Xj(y). �ÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ X \X0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∣

∣

∣

{i ∈ {1; : : : ; k} : �i(y; xj(y)) > √"}∣

∣

∣
6 k√";ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i ÏÔ 1 ÄÏ k ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁY = {y ∈ X \X0 : �i(y; xj(y)) > √"}×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(Y ) 6

√". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(Y ∪X0) < 2√",É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xj \ Y , 1 6 j 6 n, × �ÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ �i ÉÍÅÀÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÎÅÂÏÌÅÅ 2√". �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H2√"(X;�; �i) 6 logn = H"(X;�; ~�). �

§3. ìÅÍÍÙ Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈìÅÍÍÁ 3. äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a(n) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ:(i) (ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ n > k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a(n) > a(k);(ii) (ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ) a(nk) 6 Cka(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k; n É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C.åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÌÉÏÂÏÉÍÉ ÓÒÁÚÕ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a′(n) ≍ a(n) ÔÏÇÏÖÅ ÒÏÓÔÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (ÏÄÎÏÍÕÉÚ ÎÉÈ ÉÌÉ ÏÂÏÉÍ ÓÒÁÚÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (i), ÔÏ ÍÙ �ÏÌÏÖÉÍa′(n) = infk>n a(k). �ÏÇÄÁ a′(n) 6 a(n) 6 −1a′(n) É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ a′(n) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (ii), �Ï-ÌÏÖÉÍ a′(n) = supk>1 k−1a(nk). �ÏÇÄÁ a(n) 6 a′(n) 6 Ca(n) É �ÒÉk > 1 ÉÍÅÅÍa′(nk) = supm>1m−1a(mnk) = k supm>1(mk)−1a(mnk)
6 k supM>1M−1a(Mn) = ka′(n):



ïâ üî�òïðéêîïê ðïóìåäï÷á�åìøîïó�é 171åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÂÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁ-ÍÅÎÉÍ ÅÅ ÎÁ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÏÓÔÁ, Á ÚÁÔÅÍÕÖÅ ÄÌÑ ÎÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï ÒÅ�Å�ÔÕ, ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÍÕ ×ÙÛÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ. �ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ h = (hn) { ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ hkn 6 khn �ÒÉ ×ÓÅÈn. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØh′ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÏÓÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ h′n = n supm>n hm=m. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÑÓÎÏ,ÞÔÏ h′n > hn. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m > n ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ k > 1,ÞÔÏ m 6 nk 6 2m; ÔÏÇÄÁ hm=m 6 hkn=m 6 khn=m 6 2hn=n, ÔÏ ÅÓÔØh′n 6 2hn. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏh′a+b = a supm>a+b hmm + b supm>a+b hmm 6 a supm>a hmm + b supm>b hmm = ha + hb:
�ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ N { ÌÀÂÏÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ a(n) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ n ∈ N , �ÒÉÎÉÍÁ-ÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ a(n) =O(a(m)), a(m)=m = O(a(n)=n) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï n;m ∈ N , n < m. �Ï-ÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÀ a(n) ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ-ÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ a �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁ-ËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ a(n), ÔÁË É ÆÕÎË�ÉÉa(n)=n ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÏÎ�Ï×, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ. �

§4. õÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G { ÔÁËÁÑ ÏÓÎÁÝÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n; k×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(i) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Gn ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ �ÒÁ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ Gkh, h ∈ G,ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Gk × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å O(1 + |Gn|=|Gk|);(ii) ÎÁÊÄÅÔÓÑ O(1) �ÒÁ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Gn, × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ 
(1 + |Gn|=|Gk|) ÓÄ×ÉÇÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Gk ÔÁË,ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏËÒÙÔ O(1) ÒÁÚ.



172 ð. â. úá�éãëéê, æ. ÷. ðå�òï÷ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ (hn) { ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ (X;�). �ÏÇÄÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÞÔÏ hn ≍ f(|Gn|).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ �ÎÁ (X;�). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ N ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ |Gn|; n ∈ N.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ∈ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅÓËÏÌØ-ËÏ) n, ÞÔÏ |Gn| = k. ðÏÌÏÖÉÍ a(k) = hn. æÕÎË�ÉÑ a(k) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 5, ÞÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÁÛÉÈ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÊ ÏÂ ÏÓÎÁÝÅÎÉÉ É ÌÅÍÍ 1, 2 (Á ÔÁËÖÅ ÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ"-ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ�ÒÉ �ÒÁ×ÏÍ ÓÄ×ÉÇÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á). ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ÎÁ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÁÍÉ 3, 4. �äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ G = Z ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ Gn = {0; : : : ; n − 1} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ T { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;�), Á h=(hn){ ÅÇÏ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h′ ÔÏÇÏ ÖÅÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T .á×ÔÏÒÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ á. í. ÷ÅÒÛÉËÕ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕÚÁÄÁÞÉ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. í. ÷ÅÒÛÉË, äÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÒÏÓÔÁ × ÇÒÕ��ÁÈ: ÜÎÔÒÏ�ÉÑ, ÇÒÁÎÉ�Ù,�ÒÉÍÅÒÙ. | õíî 59, ×Ù�. 334(4) (2000), 59{128.2. á. í. ÷ÅÒÛÉË, óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï õÒÙÓÏÎÁ. ÷ ÓÂ.: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÅÇÏÄÎÑ. í.,íãîíï, 2003, ÓÓ. 54{88; arXiv:math/0205086.3. á. í. ÷ÅÒÛÉË, éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÜÎÔÒÏ�ÉÑ, ÄÉÎÁÍÉËÁ. ÷ ÓÂ.: íÁÔÅÍÁÔÉËÁ èè ×ÅËÁ.÷ÚÇÌÑÄ ÉÚ ðÅÔÅÒÂÕÒÇÁ. í.: íãîíï, 2010, ÓÓ. 47{76.4. á. í. ÷ÅÒÛÉË, íÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ É Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ó ÞÉÓÔÏ ÔÏ-ÞÅÞÎÙÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 23, ×Ù�. 1 (2011), 111{135.5. á. í. ÷ÅÒÛÉË, á. ä. çÏÒÂÕÌØÓËÉÊ, íÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÊ�-ÁÌÇÅÂÒ. | �ÅÏÒ. ×ÅÒÏÑÔÎ. É �ÒÉÍ. 52, ×Ù�. 3 (2007), 446{467.6. ð. â. úÁÔÉ�ËÉÊ, ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÏÓÔÁ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÀÝÅÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 436 (2015), 136{166.
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