
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 435, 2015 Ç.ä. ä. ëÉÓÅÌÅ×õìø�òáòáúòåûéíùå îáëòù�éñ çòõððù Z2çòõððáíé Z8; Z16 é Q81◦. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ 1 → A→ G '→ F = Gal(K=k) → 1 (1)ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��, ÇÄÅ ÇÒÕ��Á F ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ K=k, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ L ÓÇÒÕ��ÏÊ G ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ K ⊂ L É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ L ÎÁ �ÏÌÅ K ÓÏ×�ÁÄÁÌÏ ÂÙ Ó '.�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÉÝÅÔÓÑ × ËÌÁÓÓÅ ÁÌÇÅÂÒçÁÌÕÁ, �ÒÉÎ�É�ÉÁÌÅÎ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ: ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ ÉÓËÁÔØÒÅÛÅÎÉÅ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÅÊ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ,ÞÅÍ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ; ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÏÉÓË ÒÅÛÅÎÉÑ × ËÌÁÓ-ÓÅ ÁÌÇÅÂÒ çÁÌÕÁ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÁÂÅ-ÌÅ×Á ÑÄÒÁ) �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÚ×ÉÔÙÊ Á��ÁÒÁÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ; ×-ÔÒÅÔØÉÈ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÏ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ É �ÏÌÅ, ÒÅÛÁ-ÀÝÅÅ ÅÅ. ë ÔÁËÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ �ÏÌÑ K ÎÁÄ Q Á ÔÁËÖÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ A(ÓÍ. [1℄).÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 3℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ËÌÁÓÓ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕ-ÖÅÎÉÑ, Ô.Å. ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ×ÏÏÂÝÅ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÔ) Á�ÒÉÏÒÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÏÄÎÏ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ: ÑÄÒÏ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÇÒÕ��Å æÒÁÔÔÉÎÉ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù (ÓÍ. [4, ÇÌ. 1, §6,ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5℄). ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ: ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÓÁÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ-ÎÏÊ Ë ÎÅÊ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÞÅÎØ ÎÅ�ÒÏÓÔÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÁÂÅÌÅ×Á ÑÄÒÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ á.÷. ñËÏ×ÌÅ×ÙÍ (ÓÍ. [5, 6℄).ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ, ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ.47



48 ä. ä. ëéóåìå÷÷ [2,3℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÒÉÉ �ÒÉÍÅÒÏ× ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Õ æÒÁÔÔÉÎÉ.ïÄÎÁËÏ, ÑÄÒÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÅ: �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ ÑÄÒÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å �ÏÒÑÄËÁ 4, ÌÉÂÏÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ p-ÇÒÕ��Å ÒÁÎÇÁ 2 (�ÒÉ p > 2).÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÌÑ n ∈ {3; 4} ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÑÄÒÏÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ Z2n , ÎÏÓ×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Õ æÒÁÔÔÉÎÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÑÄÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕ��Å Ë×ÁÔÅÒÎÉ-ÏÎÏ× Q8.2◦. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��1 → A→ G '→ F → 1 (2)ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ K=k Ó ÇÒÕ��ÏÊçÁÌÕÁ F , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (1) ÕÌØÔÒÁ-ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 2 ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÕÀ ÇÒÕ��Õ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ Ó×ÏÉÍ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍQ2n+1 = 〈a; b | a2n = 1; b2 = a2n−1 ; b−1ab = a−1〉: (3)æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��ÕMn = 〈a〉 �ÏÒÑÄËÁ 2n Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 2. ðÕÓÔØ d ∈ k∗ \ k∗2.�ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ F = Gal(k(√d)=k) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�É-ÅÊ f , ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ1→Mn → Q2n+1 '→ F = Gal(k(√d)=k) → 1; (4)ÇÄÅ '(b) = f .÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ (4).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ H { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù Q2n+1, ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Õ Mn. �ÏÇÄÁ �ÒÉ n > 2 ÇÒÕ��Á H ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ�-�Å Q2n . ðÒÉ n = 2 ÇÒÕ��Á H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 4.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÕÞÁÊ n = 2 ÏÞÅ×ÉÄÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ n > 2. �ÁË ËÁË H { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��ÙQ2n+1 , ÔÏ ÅÅ ÉÎÄÅËÓ × Q2n+1 ÒÁ×ÅÎ 2. ðÏÜÔÏÍÕ H ∩ Mn = 〈a2〉, Ô.Å.H ∩Mn ∼= Mn−1. �.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ a2 ÌÅÖÉÔ × H . åÓÌÉ b ∈ H , ÔÏ H ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ 〈a2; b〉, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ Q2n É �ÏÔÏÍÕ H ∼= Q2n . ðÕÓÔØ



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 49ÔÅ�ÅÒØ b =∈ H . �ÁË ËÁË a =∈ H �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÉÄÁasb ∈ H , �ÒÉÞÅÍ 2n ∤ s. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÏÄÇÒÕ��ÙH �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ s = 2, ÌÉÂÏ s = 1. îÏ ÅÓÌÉ s = 2, ÔÏ b ∈ H .ðÏÜÔÏÍÕ × H ÅÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á 〈a2; ab〉, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,Q2n . ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (4) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÅÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÚÁÄÁÞÁ (4) ÕÌØÔÒÁ-ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (k(√d)=k; Q2n+1 ; ') ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ, Á ÚÁÄÁÞÁ (k(√d)=k; Q2n ; ') ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÄÌÑ n > 2). äÌÑ n = 2ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁÄÁÞÁ (k(√d)=k; Z4; ').ó�Å�ÉÆÉËÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ p-ÇÒÕ�� Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ, �ÒÏ-Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ (K=k; G; ') { ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅ-ÎÉÑ Ó p-ÇÒÕ��ÏÊ G É �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ A �ÏÒÑÄËÁ ×ÙÛÅ p, �ÒÉÞÅÍhark 6= p. äÌÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ É ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ A 6 �(G), ÔÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅÔ, Ô.Å.ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ A 
 �(G). ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÑ-ÍÁÑ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (K=k; G=A1; '1), ÇÄÅ A1 = �(A), Á '1 {Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ '. ÷ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ×ÉÄ K̃ = K ⊗k L, ÇÄÅ L { ÁÌÇÅÂÒÁ çÁÌÕÁ ÎÁÄ k Ó ÇÒÕ��ÏÊ A=A1. åÓÌÉÁÌÇÅÂÒÁ K̃ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (K̃=k; G; '0) Ó ÑÄÒÏÍ A1.�ÁË ËÁË (L : k) = p, ÔÏ �ÏÌÅ-ÑÄÒÏ ÁÌÇÅÂÒÙ K̃ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó K. ðÕÓÔØH = '−10 (F ), ÇÄÅ F = Gal(K=k). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÉÓ-ÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (K=k; H; '0).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G. ðÏÌÏÖÉÍF = Gal(K=k). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A 
 H . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ h ∈ Z2(F; A){ ËÏ�ÉËÌ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ 1→ A → G '→ F → 1:



50 ä. ä. ëéóåìå÷÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Á G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÁÒ {(uf ; a) | a ∈ A; f ∈ F} Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ(uf1 ; a1)(uf2 ; a2) = (uf1f2 ; h(f1; f2)af21 a2):÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ' �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÁÒÕ (uf ; a) × ÜÌÅÍÅÎÔ f .çÒÕ��ÁG=A1 × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ {(uf ; a)},ÇÄÅ a { ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a × ÇÒÕ��Å A=A1. ðÏÓËÏÌØËÕ '1'0 = ', ÔÏ'1((uf ; a)) = f , Á '0((uf ; a)) = (uf ; a). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÒÕ��Á HÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ {(uf ; a1) | f ∈ F; a1 ∈ A1}, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏA 
 H .ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (K=k; H; '). �ÁËËÁË '0((uf ; x)) = (uf ; 1) ÄÌÑ x ∈ A1, Á '((uf ; x)) = f , ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁ (uf ; x) ∈ H �ÒÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÅ ' É �ÒÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÅ '0 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ�ÏÌÅK ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (K=k; H; '0) ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (K=k; H; '). éÔÁË, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ(K=k; G; ') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑÚÁÄÁÞÁ (K=k;H; ') ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØÚÁÄÁÞÉ (K=k; G; '). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. �3◦. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ �ÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÔÅ ÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÙÅ d, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ (4) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ.óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2. óËÒÅÝÅÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Q8 ×k(√d) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�Ï-ÔÅÎÔÙ E0 = 1 + a22 ; E1 = 1− a22 ; (5)�ÒÉÞÅÍ E0+E1 = 1. áÌÇÅÂÒÁ (Q8×k(√d))E0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓËÒÅÝÅÎÎÏÍÕ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ V4 × k(√d), Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÏÒÑÄËÁ2 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ (Q8 × k(√d))E1 ÜÌÅÍÅÎÔ a√dE1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ, �ÒÉÞÅÍ (a√dE1)2 = −dE1. �ÁË ËÁË (aE1)2 =(bE1)2 = −E1 É (aE1)(bE1) = −(bE1)(aE1), ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ (Q8 × k(√d))E1ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÎÁÄ k ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×Á-ÔÅÒÎÉÏÎÏ× k[−1; −1℄ É ÁÌÇÅÂÒÙ k[x℄=(x2 + d). åÓÌÉ −d =∈ k∗2, ÔÏ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× k(√−d)[−1; −1℄, 8-ÍÅÒÎÕÀÎÁÄ k. åÓÌÉ ÖÅ −d ∈ k∗2, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ (k ⊕ k) ⊗k k[−1; −1℄.üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÏÌÖÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÒÑÄ-ËÁ 2 ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 51k(√−d)[−1; −1℄ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÄ k(√−d). �.Å. −1 ÄÏÌÖÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÔØÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ k(√−d) (×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ k(√−d) = k)1. åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ k{ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.éÍÅÎÎÏ (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÉ n = 3) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ −1× ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌk(√−d) ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁk(√−d) · R = C; ((k(√−d) · Q2) : Q2) ≡ 0(mod 2): (6)òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 3. ðÏÌÏÖÉÍ G = Q16 É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓËÒÅÝÅÎÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ � = G× k(√d).áÌÇÅÂÒÁ � ÉÍÅÅÔ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙE0 = 1 + a42 · 1 + a22 ; E1 = 1 + a42 · 1− a22 ; E2 = 1− a42 ;�ÒÉÞÅÍ E0 +E1 +E2 = 1. ðÏÌÏÖÉÍ �j = �Ej .éÚÕÞÉÍ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (aE0)4 = E0, (bE0)2 = E0.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a2E0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏa2 1 + a22 E0 = a2E0 + a2E02 E0 = a2E0 +E02 E0 = 1 + a22 E0:îÏ ÔÏÇÄÁ a2E0 = E0. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ aE0 É bE0 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.éÔÁË, ÁÌÇÅÂÒÁ �0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓËÒÅÝÅÎÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Q16=〈a2〉 ×k(√d), Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ k[x℄=(x2 − 1) ∼= k ⊕ k.éÚÕÞÉÍ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �1. �ÁË ËÁË (aE1)4 = E1, ÔÏ (bE1)2 = E1.òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ �0, �ÏÌÕÞÁÅÍ (aE1)2 =
−E1. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ aE1 É bE1 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÎÉ�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× k[−1; 1℄, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀMat(2; k). äÁÌÅÅ, ÜÌÅÍÅÎÔ a√dE1 ÌÅÖÉÔ × �ÅÎÔÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �1 × ÓÉÌÕÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× aE1; bE1 Á ÔÁËÖÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕ-ÅÍÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× bE1; √dE1. �ÁË ËÁË (a√dE1)2 = −dE1, ÔÏ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÁ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a√dE1, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ �ÏÌÀ k(√−d)�ÒÉ −d =∈ k∗2, ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÅ çÁÌÕÁ k ⊕ k �ÒÉ −d ∈ k∗2. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅÁÌÇÅÂÒÁ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ.1íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÅÝÅ É ÔÁËÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ: d �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ k. îÏ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.



52 ä. ä. ëéóåìå÷òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÁÌÇÅÂÒÕ �2. éÍÅÅÍ (aE2)4 = −E2, (bE2)2 =
−E2, �ÒÉÞÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a2E2 É bE2 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. �.Å. �ÏÄÁÌÇÅ-ÂÒÁ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a2E2 É bE2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× k[−1; −1℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a2√dE2É (a+a−1)E2 ÌÅÖÁÔ × �ÅÎÔÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �2. ðÒÉ ÜÔÏÍ (a2√dE2)2 = −dE2,Á ((a + a−1)E2)2 = 2E2. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ �2 ÎÁÄ k ÒÁ×ÎÁ 16, ÉÂÏdimk � = 32, Á dimk �0 = dimk �1 = 8. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �2 ÅÓÔØÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁÄ k ÁÌÇÅÂÒÙ k[−1; −1℄ É 4-ÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a2√dE2 É (a + a−1)E2, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ k[x℄=(x2 + d) ⊗k k[x℄=(x2 − 2). åÓÌÉ −d =∈ k∗2; 2 =∈ k∗2 É �ÒÉÜÔÏÍ �ÏÌÑ k(√−d) É k(√2) ÌÉÎÅÊÎÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ k, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÁ ÅÓÔØ �ÏÌÅ k(√−d; √2). äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÅÂÒÁ �2 ÂÙÌÁ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× k[−1; −1℄ ÎÁÄk[x℄=(x2 + d) ⊗k k[x℄=(x2 − 2). �.Å. −1 ÄÏÌÖÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ × ×É-ÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ k(√−d; √2) (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ(k(√−d; √2) : k) < 4). îÏ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓ ûÕÒÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏÈÁÒÁËÔÅÒÁ � ÇÒÕ��Ù Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Q8 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k(√−d; √2) ÒÁ×ÅÎÅÄÉÎÉ�Å. åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ k { �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ mQ2(�) = mR(�) = 2, Á ÔÁËÖÅ Q(�) = Q, ÔÏÁÌÇÅÂÒÁ �2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁk(√−d; √2) · R = C; ((k(√−d; √2) · Q2) : Q2) ≡ 0(mod 2): (7)�ÁË ËÁË 2 =∈ Q∗22 , ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (7) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀk(√−d) · R = C: (8)�Å�ÅÒØ ÍÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ × ÚÁÄÁÞÅ (4) k { �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÚÁ-ÄÁÞÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (4) �ÒÉ n > 2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÅ k ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (8). úÁÄÁÞÁ (4)�ÒÉ n = 2 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÅ k ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (6).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË �ÒÉ n = 2 ÑÄÒÏ ÚÁÄÁÞÉ (4) ÅÓÔØ �ÉËÌÉ-ÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 4, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÄÌÑ �ÏÇÒÕÖÁÅ-ÍÏÓÔÉ. óÌÕÞÁÊ n = 3 ÕÖÅ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ n > 3. éÚ



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 53ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (4) �ÒÉ n = 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ (4) �ÒÉ n > 3 (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ × �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ×ÌÅÞÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ É × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (ÓÍ. [7, ÌÅÍÍÁ℄). âÕÄÅÍ �Ï-ÜÔÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (6) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏk(√−d) · R = R. îÏ ÔÏÇÄÁ k · R = R, É √
−d ∈ R. îÏ √d = √

−1 · √−d,�ÏÜÔÏÍÕ √d ∈ C \ R. �.Å. k(√d) · R = C. �ÁË ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÇÒÕ��ÙF = Gal(k(√d)=k) ÄÏ ÇÒÕ��Ù Q2n+1 Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÄÒÁ �Ï-ÒÑÄËÁ 2n ÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ R-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (4) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ-ÓÔÉ2 × ÚÁÄÁÞÅ (4) �ÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ n > 3. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÅÔÒÕÄÎÏ, ×�ÒÏÞÅÍ, �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ ×ÚÁÄÁÞÅ (4) É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÔÌÉÞ-ÎÏÊ ÏÔ Ä×ÕÈ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {�n}n>2 ÔÁËÏ×Á,ÞÔÏ �2 = 0; �3 = √2; �n = √2 + �n−1 ∀n > 3:�ÏÇÄÁ × ÚÁÄÁÞÅ (4) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓ-ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× k(√−d; �n)[−1; −1℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑÎÁÄ k(√−d; �n).4◦. îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ k É ÔÁËÏÅd =∈ k∗2, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (4) �ÒÉ n = 2 ÂÙÌÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, Á �ÒÉ n = 3ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (6) É (8), ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÑ k · Q2 ÎÁÄ Q2 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅÞÅÔÎÏÊ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, −d ∈(k · Q2)∗2, ×-ÔÒÅÔØÉÈ, k(√−d) · R = C, ×-ÞÅÔ×ÅÒÔÙÈ, × ÚÁÄÁÞÅ (4) �ÒÉn = 3 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÇÒÕÖÁÅÍÏÓÔÉ.ðÏÌÏÖÉÍ k = Q(√−7), d = −1. �ÁË ËÁË −7 ∈ Q∗22 , ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (6)ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ; × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (8) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë�ÏÌÀ k(√−1) �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ "8. �ÁË ËÁË �ÏÌÑ k É Q("8) ÌÉÎÅÊ-ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ Q, ÔÏ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ Gal(k("8)=k) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å(Z=8Z)∗. �ÁË ËÁË ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÑ k("8) · Q2 ÎÁÄ k · Q2 = Q2 ÒÁ×ÎÁ 4, ÔÏ2ðÒÉÓÏÅÄÉÎÑÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n Ë �ÏÌÀ k(√d), ÍÙÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍ �ÏÄßÅÍ ËÌÁÓÓÁ ËÏ�ÉËÌÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (4). �ÁË ËÁË ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄßÅÍÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÄßÅÍÁ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ \ÎÅ�ÏÄÎÑÔÏÊ" ÚÁÄÁÞÉ.



54 ä. ä. ëéóåìå÷H3(Gal(k("8)=k); (k("8)∗)) = {1}. îÏ ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ [6, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÇÒÕÖÁÅÍÏÓÔÉ ÉÓÞÅÚÁÅÔ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ k = Q(√−7), n = 3, d = −1. �ÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕ-ÖÅÎÉÑ (4) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ×ÙÑÓÎÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉÚÁÄÁÞÉ (4) �ÒÉ n = 3 ÌÉÛØ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ har k 6= 2.ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, �ÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ (k(√d)=k; Q16; ') ËÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (k(√d)=k; Q16=〈a2〉; '1), �ÏÌÕÞÉÍ�ÒÑÍÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ k, ÞÔÏ × ÚÁÄÁÞÅ(L=k; Q16; '0; 〈a2〉), ÇÄÅ L = k(√d) ⊗k k(√x) { ÁÌÇÅÂÒÁ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ�-�ÏÊ V4 ÎÁÄ3 k, ÂÙÌÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ (Ô.Ë. ÑÄÒÏ 〈a2〉 ÅÓÔØ�ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 4).ðÕÓÔØ '0(a) = g; '0(b) = f , ÇÄÅ f; g { �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ�-�Ù Gal(L=k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
√df = −

√d; √dg = √d; √xf = √x; √xg = −
√x: (9)ðÕÓÔØ � = Q16 × L, �j = �Ej , ÇÄÅ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕE0 = 1 + a42 · 1 + a22 ; E1 = 1 + a42 · 1− a22 ; E2 = 1− a42 :éÚÕÞÉÍ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �0. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ√dE0É bE0 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, �ÒÉÞÅÍ (bE0)2 = E0. üÌÅÍÅÎÔÙ √xE0 ÉaE0 ÔÁËÖÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (aE0)2 = E0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A1 = 〈

√dE0; bE0〉k ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×Á-ÔÅÒÎÉÏÎÏ× k[1; d℄, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Mat(2; k).áÌÇÅÂÒÁ A2 = 〈√xE0; aE0〉k ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ k[1; x℄, Ô.Å. ÍÁÔÒÉÞ-ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Mat(2; k). áÌÇÅÂÒÙ A1 É A2 �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Ádimk �0 = 16, �ÏÜÔÏÍÕ�0 ∼= Mat(2; k)⊗k Mat(2; k) ∼= Mat(4; k):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ �1. úÄÅÓØ (aE1)2 = −E1, (bE1)2 = E1. üÌÅ-ÍÅÎÔÙ aE1; bE1 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Á �ÏÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a√dE1 É bE1ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÙ B1 = 〈a√dE1; √xE1〉k É B2 =3úÄÅÓØ �ÏÄ k(√d) Á ÔÁËÖÅ �ÏÄ k(√x) �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k[t℄=(t2 − d)É k[t℄=(t2 − x).
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〈bE1; √d〉k �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, B1 ∼= k[−d; x℄, Á B2 ∼=k[1; d℄ ∼= Mat(2; k). �ÁË ËÁË dimk �2 = 16, ÔÏ�1 ∼= Mat(2; k)⊗k k[−d; x℄:ðÏÜÔÏÍÕ �2 ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÒÑÄËÁ 4 ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k[−d; x℄ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÄ k.éÚÕÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ �2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ dimk �2 = 32 (Ô.Ë. dimk Q16×L = 64,Á dimk �0 = dimk �1 = 16). üÌÅÍÅÎÔ a2√dE2 ÌÅÖÉÔ × �ÅÎÔÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ�2. áÌÇÅÂÒÁ C1 = 〈(a+a−1)E2; √xE2〉k ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ k[2; x℄, ÉÂÏ((a+ a−1)E2)2 = 2E2, �ÒÉÞÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a+ a−1)E2 É √xE2 ÁÎÔÉËÏÍ-ÍÕÔÉÒÕÀÔ. áÌÇÅÂÒÁ C2 = 〈bE2; √dE2〉k ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ k[−1; d℄, ÔÁË ËÁËÜÌÅÍÅÎÔÙ bE2 É √dE2 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Á (bE2)2 = −E2. áÌÇÅÂÒÙC1 É C2 �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ�2 ∼= k[t℄=(t2 + d)⊗k k[2; x℄⊗k k[−1; d℄:áÌÇÅÂÒÁ �2 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 4 ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ, Ô.Å. ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Mat(4; k[t℄=(t2 + d)).�.Å. ÁÌÇÅÂÒÁ �2 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å × ÇÒÕ��Å âÒÁÕÜÒÁB(k(√−d)).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k[−1; d℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k(√−d). �ÏÇÄÁ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ k(√−d)[2; x℄ ÎÁÄ k(√−d).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k[−1; d℄ ÎÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k(√−d). �ÏÇÄÁ ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒk(√−d)[2; x℄ É k(√−d)[−1; d℄ (ÉÂÏ ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ �2 ËÁËk(√−d)-ÁÌÇÅÂÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å × ÇÒÕ��Å B(k(√−d))). éÔÁË, ÍÙÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. úÁÄÁÞÁ (4) × ÓÌÕÞÁÅ n = 3 É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �Ï-ÌÑ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 2, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ k, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÁÌÇÅ-ÂÒÁ k[−d; x℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k, Á, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÁÌÇÅÂÒÙ k(√−d)[2; x℄ Ék(√−d)[−1; d℄ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ k = Q(√−7), Á d = −1 ÁÌ-ÇÅÂÒÁ k[−1; −1℄ ÎÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ (ÉÂÏ ÕÖÅ × Q2 = k(√−d) · Q2 ÓÉÍ×ÏÌçÉÌØÂÅÒÔÁ [−1; −1℄ = −1), ÁÌÇÅÂÒÁ k[1; x℄ = 1 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÌÀ-ÂÙÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 2. áÌÇÅÂÒÁ k[−1; −1℄ ÅÓÔØÔÅÌÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÎÁÄ k. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, × �ÏÌÅ k ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ x, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ k[2; x℄ ∼= k[−1; −1℄. íÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ x = 3. ÷ ÔÁËÏÍ



56 ä. ä. ëéóåìå÷ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ k[2; 3℄ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ èÁÓÓÅ ×Ï ×ÓÅÈ p-ÌÏËÁÌØÎÙÈ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑÈ4 �ÏÌÑ k, ËÒÏÍÅ p = 2. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔèÁÓÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Q3[2; 3℄ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, ÔÁË ËÁË ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ
(23) = (−1)(32−1)=8 = −1;Á −7 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × �ÏÌÅ Q3; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ

Q3(√−7)[2; 3℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Q2[2; 3℄ ÎÅ ÒÁÓ�Á-ÄÁÅÔÓÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÙ k[−1; −1℄ É k[2; 3℄ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.5◦. òÁÚÂÏÒ ÓÌÕÞÁÑ n = 4 × ÚÁÄÁÞÅ (4) ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÇÏ-ÔÏ×ÌÅÎÉÑÈ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ k { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÔÌÉÞÎÏÊÏÔ Ä×ÕÈ. úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ5 k(√d; √x)=k Ó ÇÒÕ��ÏÊ V4 ×ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ��ÏÊ D4 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× k[dx; x℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ D4 = 〈a; b | a4 = b2 = 1; b−1ab = a−1〉,�ÒÉÞÅÍ
√db = −

√d; √xb = √x; √da = √d; √xa = −
√x:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ L = k(√d; √x) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓËÒÅÝÅÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ� = D4×L. áÌÇÅÂÒÁ � ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙE1 = 1 + a22 ; E2 = 1− a22 ;ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å. áÌÇÅÂÒÁ �E1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 4 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, ÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓËÒÅÝÅÎÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÀ Gal(L=k)× L, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ�ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å 〈a2〉. áÌ-ÇÅÂÒÁ �E2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-�ÒÏÓÔÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 16.îÁÊÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (aE2)2 = −E2, (bE2)2 = E2. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ �E2ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A1 = 〈

√dE2; bE2〉 É A2 =
〈a√dE2; √x〉, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k[d; 1℄ É k[−d; x℄. ðÏÜÔÏÍÕ4÷ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É × ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÔÏÞËÁÈ.5÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ k(√d; √x) ÎÅ �ÏÌÅ, Á ÁÌÇÅÂÒÁ çÁÌÕÁ.



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 57�E2 ∼= Mat(2; k)⊗k k[−d; x℄. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ �E2 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔ-ÓÑ ÎÁÄ k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ k[−d; x℄.îÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÁÌÇÅÂÒÁ k[−x−1; x℄ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k,Á �ÏÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ k[−d; x℄ É k[dx; x℄ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÇÒÕ��Å âÒÁÕÜÒÁB(k). �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. òÅÛÅÎÉÑ6 ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑk(√d; √x)=k Ó ÇÒÕ��ÏÊ V4 × ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁ D4 ÉÍÅÀÔ×ÉÄ L = k(√d; √x; √y(�+ �√x)), ÇÄÅ �; � { ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ k, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ dx = �2 − �2x, Á y { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑk(√d; √x)=k × ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ��ÏÊ D4 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× k[dx; x℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑÎÁÄ k. ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k[dx; x℄ ∼= Mat(2; k). îÏÔÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ dx Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ k(√x)=k.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �; � ∈ k Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ dx = �2−�2x.úÁÄÁÞÁ (k(√d; √x); D4; ') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉk(√d; √x; √) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ  { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÉÚ k(√d; √x), ÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ [4, ÇÌ. 3, §1℄ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄk(√d; √x; √y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ k∗. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ  = �+ �√x.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �1 = √�+ �√x, �2 = √�− �√x. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù D4 ÎÁ �1; �2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�a1 = �2; �a2 = −�1; �b1 = �1; �b2 = −�2: (10)�ÁË ËÁË �1�2 = √d√x, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b Ñ×ÌÑÀÔÓÑ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉÁÌÇÅÂÒÙ k(√d; √x; �1), �ÒÉÞÅÍ (�21)a = �22, Á (�22)b = �22 , Ô.Å. ÄÅÊÓÔ×ÉÅÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ÎÁ �1, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × (10), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ a; bÎÁ√d É √x. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �a41 = �1, �b21 = �1. îÁËÏÎÅ�, �b−1ab1 =
−�2, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �a−11 = −�2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁçÁÌÕÁ k(√d; √x; �1) ÉÍÅÅÔ ÎÁÄ k ÇÒÕ��Õ çÁÌÕÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ D4. �âÕÄÅÍ ÓÎÏ×Á ÓÞÉÔÁÔØ k �ÏÌÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ7. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ ËÚÁÄÁÞÅ (4) �ÒÉ n = 4. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ × Ä×Á6åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.7üÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ �ÏÌÑÍÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÄÄÅÅ×Á{ûÏÌØ�Á (ÓÍ. [4, ÇÌ. 3, §6℄).



58 ä. ä. ëéóåìå÷ÜÔÁ�Á: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑk(√d)=k × ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁD4, Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÏÇÒÕÖÁÀÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ��ÏÊ Q32.óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3, ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅ-ÎÉÑ (k(√d)=k; D4; ') ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ L = k(√d; √x; √y�1), ÇÄÅ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ,�1 = √�+ �√x, x ∈ k∗, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ �; � ∈ k ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀdx = �2 − �2x.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ (L=k; Q32;  ), ÇÄÅ Q32 ÚÁÄÁÎÁ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉ-ÅÍ (3) �ÒÉ n = 4, Á  { ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÊÓ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ (10). ñÄÒÏ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ { �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄ-ËÁ 4, �ÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ � = Q32 × L É ÎÁÊÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ � × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÒÑÄËÁ 8 ÎÁÄÓ×ÏÅÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ. áÌÇÅÂÒÁ � ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙE0 = 1 + a82 · 1 + a42 ; E1 = 1 + a82 · 1− a42 ; E2 = 1− a82 : (11)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �i = �Ei ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ {0; 1; 2}. �ÁË ËÁË (aEi)8 = Ei ÄÌÑi ∈ {0; 1}, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �0 ⊕ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÒÅÝÅÎÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÁ D8, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÇÒÕ��Ù Q32 �ÒÉÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÅ Ó ÑÄÒÏÍ 〈a8〉, É �ÏÌÑ L. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÁÌÇÅÂÒÁ �0 ⊕ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÒÅÝÅÎÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×-ÓËÏÊ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (L=k; Q32=〈a8〉;  1). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÓËÒÅÝÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑQ32=〈a8〉×L × ×É-ÄÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÒÑÄËÁ 8 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÀ ÎÁÄ k �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-�ÒÏÓÔÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ �1.ìÅÍÍÁ 3. áÌÇÅÂÒÁ �1 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, k[dx; x℄ ∼= Mat(2; k), Á, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔz ∈ k∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ k[dx; 2℄ ∼= k[−d; z℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ k[dx; x℄ ∼= Mat(2; k)ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L=k × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÒÅÝÅÎÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ LÉ ÇÒÕ��Ù D8 Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÁËÔÏÒÏ×, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÇÒÕ�-�Å {±1}. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ �1 ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ ûÕÒÁ ÎÅ ×ÙÛÅ



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 592. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌ-ÇÅÂÒ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ A1 = 〈(a+a−1)E1; √xE1〉. �ÁË ËÁË ((a+ a−1)E1)2 = 2E1, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a+ a−1)E1É √xE1 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ A1 ∼= k[2; x℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ �1 ∼= A1 ⊗kC�1(A1). üÌÅÍÅÎÔÙ bE1 É √dE1 ÌÅÖÁÔ × �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÅ C�1(A1) ÁÌ-ÇÅÂÒÙ A1 É ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, �ÏÜÔÏÍÕ 〈bE1; √dE1〉 ∼= k[1; d℄. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �1 ∼= A2 ⊗k C�1(A2), ÇÄÅ A2 ∼= k[2; x℄⊗k k[1; d℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �̃1 = √y(�+ �√x), Á ÔÁËÖÅ �̃2 = √y(�− �√x). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ! = (�̃2+a2�̃1)√dxE1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ! ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó √dE1É Ó √xE1. äÁÌÅÅ,(�̃2+a2�̃1)√dxE1 ·bE1 = −(�̃2+a2�̃1)b√dxE1 = −(�̃2b+a2b�̃1)√dxE1 == (b�̃2 + ba2�̃1)√dxE1 = bE1 · (�̃2 + a2�̃1)√dxE1;Ô.Å. ! ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó bE1. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ! É (a+a−1)E1.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ (�̃2+a2�̃1)E1É (a+ a−1)E1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ(a+ a−1)(�̃2 + a2�̃1)E2 = (a�̃2 + a−1�̃2 + a3�̃1 + a�̃1)E2; (12)Á Ó ÄÒÕÇÏÊ {(�̃2 + a2�̃1)(a+ a−1)E1 = (�̃2a+ a2�̃1a+ �̃2a−1 + a2�̃1a−1)E1 == (−a�̃1 + a3�̃2 − a3�̃1 − a�̃2)E1: (13)éÚ (12) É (13) Ó ÕÞÅÔÏÍ a3E1 = −a−1E1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. éÔÁË,ÜÌÅÍÅÎÔ ! ÌÅÖÉÔ × �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÅ C�1(A2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a2√dE1ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × C�1 (A2) É ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó !. �ÁË ËÁË(�̃2 + a2�̃1)(�̃2 + a2�̃1)E1 = (�̃22 + �̃2a2�̃1 + a2�̃1�2 + a2�̃1a2�̃1)E1= (�̃22 + �̃21)E1 = 2y�E1;ÔÏ !2 = 2y�dx. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ C�1(A2) ∼= k[2y�dx; −d℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, �1 ∼= k[x; 2℄⊗k k[1; d℄⊗k k[2y�dx; −d℄:8�ÁË ËÁË k { �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-�ÒÏÓÔÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÅÎËÉÉÎÄÅËÓÁ ûÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ �1.



60 ä. ä. ëéóåìå÷îÁÊÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ ÎÁÄ k ÁÌÇÅÂÒÙ �1. ÷ ÇÒÕ��Å âÒÁÕÜÒÁB(k) ÉÍÅÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ�1 ∼ k[dx; 2℄⊗k k[−d; y�℄⊗k k[−d; x℄;ÉÂÏ k[−d; d℄ ∼ 1, Á ÔÁËÖÅ k[−1; 2℄ ∼ 1. îÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØÔÁËÖÅ k[dx; x℄ ∼ 1, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k[−x−1; x℄ ∼ 1 ×ÌÅÞÅÔÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ k[−d; x℄ ∼ 1. éÔÁË, ÁÌÇÅÂÒÁ �1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ × ÇÒÕ��ÅâÒÁÕÜÒÁ B(k) ÁÌÇÅÂÒÅ k[dx; 2℄⊗k k[−d; y�℄. �ÁË ËÁË y { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ k, ÔÏ, ÚÁÍÅÎÉ× y� ÎÁ z ∈ k∗, �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ. �éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ �2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a4√dE2 ÌÅÖÉÔ × �ÅÎÔÒÅÁÌÇÅÂÒÙ �2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ �2 × ×ÉÄÅÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÒÑÄËÁ 8 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �2 ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÅÎ k(√−d). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �2 ÎÁÄk(√−d) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ(L̃=k(√−d); Q32; Æ), ÇÄÅ L̃ = k(√−d)(√−1; √x; �̃1), Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; bÇÒÕ��Ù Q32 ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ9 ÎÁ �ÏÌÅ L̃ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
√
−1b = −

√
−1; √xa = −

√x; √xb = √x; √
−1a = √

−1;�̃b1 = �1; �̃a1 = �̃2: (14)íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k = Q, d = 7, x = 2, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �2 ÒÁÓ�Á-ÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k(√−d) �ÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ10 ÜÌÅÍÅÎÔÁ y ∈ k∗ (ÎÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ �̃1 = √y(�+ �√x), Á �; � { ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ k, ÞÔÏdx = �2 − �2x).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = 4, Á � = 1. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �1 ÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. éÚ ÌÅÍÍÙ 3 �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ Q[14; 2℄ É Q[−7; 4y℄ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3ÒÁ×ÅÎ y�) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. áÌÇÅÂÒÁQ[14; 2℄ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÁÌ-ÇÅÂÒÅ Q[2; 2℄⊗Q Q[7; 2℄ × ÇÒÕ��Å âÒÁÕÜÒÁ Br(Q). �ÁË ËÁË 2-ÌÏËÁÌØÎÙÊÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ [2; 2℄ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Q[2; 2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÊ. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Q[7; 2℄. �ÁË ËÁË Q2[7; 2℄ ∼= Q2[−1; 2℄, ÔÏ2-ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ [7; 2℄ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ9óÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ Ó Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Æ.10�.Å. ËÏÇÄÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ É ÁÌÇÅÂÒÁ �1.



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 61ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ
(27) = (−1)(72−1)=8 = 1;�ÏÜÔÏÍÕ 7-ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ [7; 2℄ ÔÁËÖÅ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. òÅÚÀ-ÍÉÒÕÑ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Q[14; 2℄ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �1 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑÁÌÇÅÂÒÙ Q[−7; y℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ Q∗.�ÁË ËÁË �ÏÌÅ L̃ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ √

−1, ÔÏ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕ-ÞÅÎÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m̃ = √�√x Ë �ÏÌÀ Q(√−7; √−1; √x),ÇÄÅ � ∈ Q(√−7)∗. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 4√x ÒÅÛÁÅÔÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q(√−7; √−1; √x)=Q(√−7) × �ÏÌÅ ÓÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁ D4. îÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ [4, ÇÌ. 3,§1℄, ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �.îÁÊÄÅÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ y É �. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ11, ÞÔÏ �̃1 =√(�−1m̃2 + 4)y. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ (�−1m̃2 + 4)y ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØË×ÁÄÒÁÔÏÍ × �ÏÌÅ L̃. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(�−1m̃2 + 4)y = (1 + 2m̃+ 3m̃2 + 4m̃3)2; (15)ÇÄÅ i { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Q(√−7; √−1). �ÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ
{m̃j}3j=0 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÏÌÑ L̃ ÎÁÄ �ÏÄ�ÏÌÅÍ Q(√−7; √−1), ÔÏ ÉÚÕÓÌÏ×ÉÑ (15) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ4y = 21 + 424�2 + 223�2;12 + 234�2 = 0;y�−1 = 213 + 22 + 224�2;14 + 23 = 0: (16)éÔÁË, ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �2 �ÒÉ k = Q, d = 7, x = 2ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ Q(√−7) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ �̃, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a; b É �ÏÌÅÍ L̃, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍa4 = √

−1; b2 = −1; b−1ab = a−1; ua = aua; ub = bub; ∀u ∈ L̃; (17)11îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ � = 4; � = 1.



62 ä. ä. ëéóåìå÷ÇÄÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ÎÁ �ÏÌÅ L̃ ÚÁÄÁÎÙ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (14). ðÒÉ ÜÔÏÍ,�ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ Q[−7; y℄ ∼ 1 ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �̃ ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ � × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÒÑÄËÁ 8 ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �̃ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ�. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅ-ÎÉÑ (Q(√−7; √2; √−1)=Q(√−7); Q32; ) Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄ-ËÁ 8.ìÅÍÍÁ 4. úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (Q(√−7; √2; √−1)=Q(√−7); Q32; )ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ × ÄÁÎ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØM = Q32×K, ÇÄÅK=Q(√−7;√−1;√2).ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ k = Q(√−7). áÌÇÅÂÒÁ M ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØ-ÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙE0 = 1 + a82 · 1 + a42 · 1 + a22 ; E1 = 1 + a82 · 1 + a42 · 1− a22 ;E2 = 1 + a82 · 1− a42 ; E3 = 1− a82 :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Mi =MEi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 3.áÌÇÅÂÒÁ M0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓËÒÅÝÅÎÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Q32=ker ×K,ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 4 ÎÁÄ k.áÌÇÅÂÒÁM1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÄ k �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍ-ÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ A1 = 〈aE1; √2E1〉k É A2 = 〈b√2E1; √−1E1〉k,�ÒÉÞÅÍ A1 ∼= k[−1; 2℄, Á A2 ∼= k[2; −1℄. �ÁË ËÁË 2 = 12 + 12, ÔÏM1 ∼= Mat(4; k).ãÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ M2 �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a2√−1E2, �Ï-ÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ M2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÅÎÔÒÁ ÎÁÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ A1 = 〈(a +a−1)E2; √2E2〉k É A2 = 〈bE2; √−1E2〉k. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ M2ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ (k ⊕ k) ⊗k k[2; 2℄ ⊗k k[1; −1℄. ðÏÓËÏÌØËÕ 2 = 22 − 2 · 12, ÔÏM2 ∼= Mat(4; k ⊕ k).ãÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙM3 �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a4√−1E3 É (a2+a−2)E3, �ÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁM3 ËÁË Z(M3)-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏ-ÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒA1 = 〈(a+ a−1)E3; √2E3〉Z(M3) É A2 = 〈bE3; √−1E3〉Z(M3):



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 63ðÏÓËÏÌØËÕ Z(M3) ∼= k(√2) ⊗k (k ⊕ k), ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ M3 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ×ÇÒÕ��Å âÒÁÕÜÒÁB(k(√2)) ÁÌÇÅÂÒÅ k(√2)[2+√2; 2℄⊗k(√2)k(√2)[−1; −1℄,Ô.Å. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å × B(k(√2)), ÉÂÏ k · Q2 = Q2, Á (Q2(√2) :
Q2) = 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁM3 ∼= Mat(4; k(√2)⊗k (k⊕k)). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, × ÚÁÄÁÞÅ (K=k; Q32; ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÉÓÞÅÚÁÅÔ. óÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÑ Q(√−7)(√2) É Q(√−7)(√−1) ÌÉÎÅÊÎÏÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ Q(√−7), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉÔ Q(√−7)(√2; √−1) ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ×ÏÓØÍÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÏÓËÏÌØËÕ
−7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × �ÏÌÅ Q2, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ 2; −1 �ÏÒÏÖÄÁÀÔ 2-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × 3-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Q∗2=Q∗22ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2, ÔÏ ÇÒÕ��Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ Q(√−7)("8)=Q(√−7) ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ V4. îÏ ÔÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÍÕÛËÉÎÁ{ûÁÆÁÒÅ×ÉÞÁ [6,ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÉÓÞÅÚÁÅÔ. �ðÕÓÔØ k = Q, L = k(√7; √2; √y(4 +√2)), Á  ×ÙÂÒÁÎÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó (10).ìÅÍÍÁ 5. óÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (L=k(√7); 〈a〉;  ) ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁy = y1 ∈ Q∗.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 〈a〉 { �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 16.õËÁÚÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ k(√7;√2)=k(√7)× �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ çÁÌÕÁ �ÏÒÑÄËÁ 16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ó�ÏÍÏ-ÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (Q(√2)=Q; Z16; �) Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ�ÏÒÑÄËÁ 8 É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ × ÄÁÎÎÏÊ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. ðÏÌÏÖÉÍ� = Z16 × Q(√2) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ �:E1 = 1 + a82 · 1 + a42 · 1 + a22 ;E2 = 1 + a82 · 1 + a42 · 1− a22 ;E3 = 1 + a82 · 1− a42 ; E4 = 1− a82 :ðÏÌÏÖÉÍ �j = �Ej ÄÌÑ ×ÓÅÈ j = 1; 4.



64 ä. ä. ëéóåìå÷áÌÇÅÂÒÁ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÒÅÝÅÎÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �ÏÑÄÒÕ, É �ÏÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Q.áÌÇÅÂÒÁ �2 �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ aE2 É√2E2, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Q[1; 2℄, Ô.Å. ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Q.áÌÇÅÂÒÁ �3 ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÎÁÄ Q �ÅÎÔÒ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏÍ a2E3; �ÒÉ ÜÔÏÍ Z(�3) ∼= Q(√−1). áÌÇÅÂÒÁ 〈(a+a−1)E3; √2E3〉ËÁË Z(�3)-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×
Q(√−1)[2; 2℄, ËÏÔÏÒÁÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ �3ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ.áÌÇÅÂÒÁ �4 ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÎÁÄ Q �ÅÎÔÒ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ a4E4 É (a2 + a−2)E4; �ÒÉ ÜÔÏÍ Z(�4) ∼= Q(√−1; √2). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ �4 �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉ-ÒÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (a+a−1)E4 É √2E4. éÔÁË, �4 ∼= Q(√−1; √2)[2+√2; 2℄, Á �ÏÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ�ÏÇÒÕÖÁÅÍÏÓÔÉ ÉÓÞÅÚÁÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë �ÏÌÀ Q(√2)�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉ 8 ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÏÌÕÞÉÍ �ÏÌÅQ(√2;√−1),ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ �ÏÌÑ Q Ó ÇÒÕ��ÏÊ V4. ñÓÎÏ, ÞÔÏGal(Q2(√2; √−1)=Q2) ∼= V4. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ [6, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÉÓÞÅÚÁÅÔ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÑ Q(√7; √2)=Q(√7) × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ16 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Q(√7)-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁ-ÞÉ. �ìÅÍÍÁ 6. óÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (L=k(√2); 〈a2; b〉;  )ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁ y = y2 ∈ Q∗.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á 〈a2; b〉 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ�-�ÅQ16. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (Q(√7;√2)=Q(√2); Q16; �),ÇÄÅ Q16 �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a2; b, Á � { ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÓ ÑÄÒÏÍ 〈a2〉. îÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ×�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2. éÍÅÎÎÏ, ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÊÔÉÓØ ÜÌÅÍÅÎÔ y2 ∈ Q∗, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ,×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÁÌÇÅÂÒÁ Q(√2)[−7; y2(4 + √2)℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ, Á, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ,



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 65ÁÌÇÅÂÒÙ Q(√2; √−7)[2; y2(4 + √2)℄ É Q(√2; √−7)[−1; −1℄ ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙ. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ Q(√2; √−7)[−1; −1℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ (Ô.Ë. ÁÌ-ÇÅÂÒÁ Q[−1; −1℄ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ èÁÓÓÅ ÌÉÛØ × ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É × 2-ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ Q, Á (Q2(√2) : Q2) = 2), ÔÏÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÉÓËÕ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y2 ∈ Q∗,ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ Q(√2; √−7)[2; y2(4 + √2)℄ ∼ 1 É Q(√2)[−7; y2(4 + √2)℄ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. �.Å. ÄÏÌÖÎÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÁÌÇÅÂÒÁ
Q(√2)[−7; y2(4 +√2)℄. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y2 ∈ Q∗ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË �ÏÌÑ
Q(√2), × ËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁ Q(√2)[−7; 4+√2℄ ÎÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ× ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁ Q(√2)[−7; 4 +√2℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ. ðÕÓÔØT { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ ÉÚ S.åÓÌÉ p ∈ T ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ p =∈ {2; 7}, �ÒÉÞÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ ( 2p) =
−1, ÔÏ ÞÉÓÌÏ p ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ × ËÏÌØ�Å Z(√2). �ÁË ËÁË ËÏÌØ�ÏZ(√2)Å×ËÌÉÄÏ×Ï, ÔÏ ÉÚ-ÚÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ12 4+√2 = √2(1+2√2) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏp ÎÅ ÄÅÌÉÔ 4 + √2. îÏ ÔÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Q(√2)[−7; 4 + √2℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑp-ÌÏËÁÌØÎÏ13.åÓÌÉ p ∈ T , ÎÏ p =∈ {2; 7}, ÔÏ �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏp2 ≡ 1(mod 16). îÏ ÔÏÇÄÁ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Q(√2)[−7; 4 + √2℄ �ÏÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ �ÏÌÑ Q(√2), ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁÄ p, ÄÁÓÔ ÁÌÇÅÂÒÕ Qp[−7; 4 + u℄,ÇÄÅ u ∈ Qp, �ÒÉÞÅÍ u2 = 2. äÌÑ ÔÁËÉÈ p ×ÙÂÅÒÅÍ (y2)p ∈ Q∗p ÔÁË, ÞÔÏÂÙÁÌÇÅÂÒÁ Qp[−7; (y2)p(4 + u)℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÌÁÓØ.ðÕÓÔØ p = 2. �ÁË ËÁË −7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Q2, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ
Q2(√2)[−7; 4 +√2℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ.ðÕÓÔØ p = 7. �ÁË ËÁË 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Q7, ÔÏ 7-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑÁÌÇÅÂÒÙ Q(√2)[−7; 4 + √2℄ ÄÁÓÔ ÁÌÇÅÂÒÕ Q7[−7; 4 + v℄, ÇÄÅ v ∈ Q7,�ÒÉÞÅÍ v2 = 2. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÂÅÒÅÍ (y2)7 ∈ Q∗7 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÅÂÒÁ
Q7[−7; (y2)7(4 + v)℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÌÁÓØ.÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ þÅÂÏÔÁÒÅ×Á Ï �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ y2, p-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ14 Ó (y2)p ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ T ,�ÒÉÞÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ (

−7y2 ) = 1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ y2 { ÉÓËÏÍÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ p �ÏÌÑ Q(√2) ÎÅ ÌÅÖÉÔ × S ∪ {y2}, ÔÏ12ñÓÎÏ, ÞÔÏ √2 { �ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á Z(√2), Á ÉÄÅÁÌ (1+2√2) ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ 7.13éÂÏ −7 É 4 +√2 { ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏÌØ�Á Zp(√2).14ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.



66 ä. ä. ëéóåìå÷ÁÌÇÅÂÒÁ Q(√2)[−7; y2(4+√2)℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ p-ÌÏËÁÌØÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁ-ÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ Qy2(√2)[−7; y2(4+√2)℄, ËÏÔÏÒÁÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ y2. �÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y ∈ Q∗ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ ×ÚÁÄÁÞÅ (L=k; Q32;  ), ÇÄÅ  ×ÙÂÒÁÎÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (10), k = Q, ÁL = k(√7; √2; √y(4 +√2)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÄÌÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÁË-ÖÅ, ÞÔÏ Q32 �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a; b, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍ (3).óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË �ÏÌÑ k, ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÈ ×L0 = k(√7; √2; √4 +√2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈÔÏÞÅË15. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p =∈ S, ÔÏ p-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (L0=k; Q32;  )ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ × ÓÉÌÕ [4, ÇÌ. 3, §14, ÌÅÍÍÁ 3.14℄. ðÕÓÔØ p ∈ S, ÔÏÇÄÁ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.åÓÌÉ p = 2, ÔÏ (ÔÁË ËÁË −7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × �ÏÌÅ Q2) L0 ·Q2 =
Q2(√−1; √2), Ô.Å. 2-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (L0=k; Q32;  ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ-�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ë ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ y ∈ Q∗ É � ∈ Q(√−7)∗, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÉ �ÏÍÏ-ÝÉ (16), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ 2-ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÅÂÒÙ �1 É �̃2-ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÁÌÉÓØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÓ�Á-ÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �1 ÎÁÊÄÅÎÙ × ÌÅÍÍÅ 3, Á �̃ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �2 = (Q32 ×L)E2, Á ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ E2×ÙÂÒÁÎ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (11)). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ y ∈ Q∗ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ2-ÌÏËÁÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎ ÔÁË, ÞÔÏ 2-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ16 (L=k; Q32;  ) ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÁ.åÓÌÉ p = 7, ÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÌÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × �ÏÌÅ Q7, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 7-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁ-ÄÁÞÉ (L0=k; Q32;  ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ËÚÁÄÁÞÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6, Á �ÏÔÏÍÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ 7-ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ×ÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y ∈ Q∗ É �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ L0 ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÌÅ L.15÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÂÏ k = Q, Á ÔÁËÖÅÓÉÍ×ÏÌ ∞.16L �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ L0 ÚÁÍÅÎÏÊ √4 +√2 ÎÁ √y(4 +√2), �ÒÉÞÅÍ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ�Ï×ÅÄÅÎÉÅ y ×ÙÂÒÁÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 4.



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 67åÓÌÉ p ∈ S \ {2; 7}, ÔÏ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Z(√2) { Å×ËÌÉÄÏ×Ï ËÏÌØ�Ï, Á4+√2 = √2(1+2√2), ÉÍÅÅÍ: ÎÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏÌÑ Q(√2), ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄp, ÎÅ ÄÅÌÉÔ17 4+√2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L0=k ÎÅÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÏ �Ïp. åÓÌÉ p =∞, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ y > 0.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ S (×ËÌÀÞÁÑ ÓÉÍ×ÏÌ p = ∞) ÍÙ ÍÏÖÅÍ×ÙÂÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ yp, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (L=k; Q32;  )ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ S { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙþÅÂÏÔÁÒÅ×Á Ï �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y ∈ Q∗,p-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó yp ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ S, �ÒÉÞÅÍ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Qy. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ q { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÌÅÖÁÝÅÅ × S ∪ {y}, ÔÏ q-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (L=k; Q32;  ) ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ, ÔÁË ËÁË L=k ÎÅÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÏ �Ï q. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÛØ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ y-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (L=k; Q32;  ). �ÁË ËÁË ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØq-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ q-ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÀ ÁÌ-ÇÅÂÒ �1 É �2 ÎÁÄ Ó×ÏÉÍÉ �ÅÎÔÒÁÍÉ, Á �1 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Q[−7; y℄ ∼= Mat(2; Q), ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ −7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×Á-ÄÒÁÔÏÍ × Qy × ÓÉÌÕ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ áÒÔÉÎÁ (Ô.Ë. ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ Q[−7; y℄ �Ï ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ). äÁÌÅÅ,ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Qy(√−1; √2)=Qy ÎÅÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÏ18. �ÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ 2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Qy, ÔÏ y-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (L=k; Q32;  ) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÉÚÌÅÍÍÙ 6, Á ÔÁË ËÁË (
−7y ) = 1, ÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 6 �ÏÌÕÞÁÅÍÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ y-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ (L=k; Q32;  ).éÔÁË, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÏðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (4) �ÒÉ k = Q, d = 7, n = 4ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (4) �ÒÉ k = Q, d = 7, n = 4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1, 4 Á ÔÁËÖÅ ÌÅÍÍÙ 1 ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (4) �ÒÉ k = Q, d = 7, n = 3 ÎÅ-ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Q∗,ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Q[−7; x℄ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ, ÁÌÇÅÂÒÙ Q(√−7)[−1; −1℄17éÄÅÁÌ (1 + 2√2) ËÏÌØ�Á Z(√2) ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ 7, Á (√2) { ÎÁÄ 2.18íÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ √7 ÎÁ √

−1, ÉÂÏ −7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Qy.



68 ä. ä. ëéóåìå÷É Q(√−7)[2; x℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ. üÔÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ �ÒÉÍÅÒä.ë. æÁÄÄÅÅ×Á ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 8, × ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [8℄). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �6◦. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (K=k; Q16; '; Q8), ÇÄÅ Q16 ÚÁÄÁÎÁËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ (3) �ÒÉ n = 3, Á Q8 ×ÌÏÖÅÎÁ × Q16 ËÁË ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a2; b. ðÒÉ ÜÔÏÍ '(b) = 1, Á '(a)�ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÒÕ��Õ Gal(K=k).�ÅÏÒÅÍÁ 4. úÁÄÁÞÁ (K=k; Q16; '; Q8) �ÒÉ k = Q, Á K = k(√7) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ â. â. ìÕÒØÅ [4, ÇÌ. 5, §1, ÔÅ-ÏÒÅÍÁ 5.1.4℄ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÎÅÁÂÅÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 8 ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÁ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÅÅ R-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ. �ÁË ËÁË k · R = R, Á K · R = R, ÔÏÚÁÄÁÞÁ (K=k; Q16; '; Q8) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. äÌÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ Q8 ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÇÒÕ��Å æÒÁÔ-ÔÉÎÉ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ: (K=k; 〈a〉; '1; 〈a2〉) É (K=k; 〈a2; ab〉; '2; 〈a2〉), ÇÄÅÜ�ÉÍÏÒÆÉÚÍÙ '1; '2 ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÙ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ '. ðÅÒ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ×ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 8, ×ÔÏÒÁÑ { ÜÔÏ ÚÁÄÁ-ÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ�-�ÏÊ Q8, �ÒÉÞÅÍ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ab É b, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÖÅ ÉÚÕÞÅÎ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (4) �ÒÉ n = 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ(K=k; 〈a2; ab〉; '2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÔÅÏÒÅÍÙ 3. îÅÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (K=k; 〈a〉; '1) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÏ�ÕÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å
〈a4〉; ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÉÂÏ 7 ÎÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ Q. �ÅÏÒÅÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ. �7◦. äÁÎÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ (Ô.Å. ËÏ-ÇÄÁ ÑÄÒÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÇÒÕ��Å æÒÁÔÔÉÎÉ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù) ÕÌØÔÒ-ÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÑÄÒÁÍÉ �ÏÒÑÄËÏ× 8 É16 Á ÔÁËÖÅ Ó Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 8.



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 69äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍ 2, 3, 4 ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÑÄÒÁÍÉ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ �É-ËÌÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÕ��ÁÍ �ÏÒÑÄËÏ× 8; 16 Á ÔÁËÖÅ Ó Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÑÄÒÏÍ�ÏÒÑÄËÁ 8, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÜÔÉ ÑÄÒÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ × ÇÒÕ��Å æÒÁÔÔÉÎÉÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÄÒÁ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÁÍÉÌØ-ÔÏÎÏ×ÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ: ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÎÉÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ.ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2 ÒÁÂÏÔÙ [2℄ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ Ó ÑÄÒÁÍÉZ16 É Q8. ÷ ÚÁÄÁÞÅ Ó ÑÄÒÏÍ Z8 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ, ÞÔÏ ÞÔÏ ÅÓÌÉ N { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÄÁÀÔ GAR-ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ (ÓÍ. [9, Ch. IV, §3, Corollary 3.7,Ch. IV, §4,Theorem 4.3, Ch. IV,§3.1℄) ÎÁÄ Q, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕ-ÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q(√−1; √−7)=Q(√−7) Ó ÑÄÒÏÍ N , ÉÍÅÀÝÁÑ �ÏÌÅ-ÒÅÛÅÎÉÅ. ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÕ-�ÒÑÍÕÀ) ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q(√−1)=Q Ó ÑÄÒÏÍ N . �ÏÇÄÁÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÌÅ-ÒÅÛÅÎÉÅ L0. �ÁË ËÁË ÇÒÕ�-�Á çÁÌÕÁ Gal(Q(√−1; √−7)=Q) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ëÌÅÊÎÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ �ÏÄßÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ó �ÏÌÅÍ-ÒÅÛÅÎÉÅÍ L0 ÄÏ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q(√−1; √−7)=Q Ó ÑÄÒÏÍ N . ïÄÎÉÍ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÏÄÎÑÔÏÊÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁ çÁÌÕÁ L1 := L0⊗Q(√−1) Q(√−1; √−7). úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ �ÏÌÑ L0 É Q(√−1; √−7) ÌÉÎÅÊÎÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ Q(√−1): ÜÔÏÔÆÁËÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ N ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ,ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å �ÏÒÑÄËÁ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ çÁÌÕÁL1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÅÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ L1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË-ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q(√−1; √−7)=Q(√−7)Ó ÑÄÒÏÍ N . üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ; × ËÁÞÅÓÔ×Å L ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ L1.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ [2, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × ÚÁÄÁÞÅ (4) �ÒÉ n > 2ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ k, ÌÉÛØ ÂÙ R-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ. õÓÌÏ×ÉÅ (8) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ k { p-ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉÎÕÌØ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ (4) �ÒÉ ×ÓÅÈn > 2 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÏÌÑÈ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÉ (Ô.Ë. ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÇÒÕÖÁÅÍÏÓÔÉ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÉÓÞÅÚÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÅ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅ (4) ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ.â.â. ìÕÒØÅ × ÒÁÂÏÔÅ [10℄ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Ù F �ÏÒÑÄËÁ ×ÙÛÅ 2�ÏÓÔÒÏÉÌ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ



70 ä. ä. ëéóåìå÷1 → A→ G '→ F → 1Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ A, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ |F | = 2 ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-ÎÏ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ. ÷ ÓÅÒÉÉ ÒÁÂÏÔ ÷.÷. éÛÈÁÎÏ×Á É â.â. ìÕÒØÅ [11{13℄�ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÑÄÒÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ �ÏÌÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ (ÎÏ ÎÅ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ2-ÑÄÒÏÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ×ÙÓÏËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉ-ÑÍ [11{13℄, ÉÂÏ ÓÌÕÞÁÊ |F | = 2 ÔÁÍ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ××ÉÄÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÏÔÌÉÞÉÑ ËÌÁÓÓÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÏÔËÌÁÓÓÁ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÒÉ |F | = 2.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÄÌÑ Ó�ÏÒÁÄÉ-ÞÅÓËÉÈ ÑÄÅÒ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÚÌÁÇÁÅÍ �ÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï.ðÕÓÔØ (K=k; G; '; A) { ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÓÏ Ó�ÏÒÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍA. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÕÌØÔÒÁ-ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔÓÑ �ÒÉ Ó�ÕÓËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÏÓÕÝÅÓÔ×É× Ó�ÕÓË �Ï�ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÕ ÑÄÒÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Gal(K=k) Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÇÒÕ��Ù ×ÎÅÛÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÑÄÒÁ A. îÏ ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [14℄), ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ×ÎÅÛÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÑÄÒÁ A ÌÉ-ÂÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÏÂÒÁÔÎÕÀÚÁÄÁÞÕ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÕÀ × ËÌÁÓÓÅ ÁÌÇÅÂÒ çÁÌÕÁ,ÌÉÂÏ |OutA| = 2. ëÁË ÌÀÂÅÚÎÏ ÓÏÏÂÝÉÌ Á×ÔÏÒÕ ÷.ä. íÁÚÕÒÏ×, × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÑÄÒÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅ-ÎÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÌØÔÒÁÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÊ. á×ÔÏÒ ÎÁÛÅÌ �ÒÏÓÔÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ × ÇÒÕ��Å AutA ÎÅÔ ×ÎÅÛÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, Ë×Á-ÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÚÁÄÁÞÕ (Q(√−1)=Q;AutA; �), ÇÄÅ � { ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ. �Á-ËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÉÂÏ ÕÖÅ ÅÅ R-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÏÎÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ (C=R;AutA; �1) �Ï-ÌÕ�ÒÑÍÁÑ). ïÄÎÁËÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ [9, Ch. IV, §3, Corollary 3.7, Ch. IV, §4,



õìø�òáòáúòåûéíïó�ø 71Theorem 4.3, Ch. IV, §3.1℄, Á ÔÁËÖÅ [14℄, ×ÓÅ Ó�ÏÒÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù Ó ÎÅ-ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ×ÎÅÛÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂÌÁÄÁÀÔ GAR-ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÅÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ(Q(√−1)=Q; AutA; �). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.éÔÁË, ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÓÏ Ó�ÏÒÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÌØ-ÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, ÈÏÔÑ É ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÁË ËÁË ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄßÅÍÁ Ó�ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, ï �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ ÑÄÒÏÍ.|éÚ×. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ., 40, No. 1 (1976), 3{25.2. ä. ä. ëÉÓÅÌÅ×, ðÒÉÍÅÒÙ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÑ.| õíî, 68, No. 4 (2013), 181{182.3. ä. ä. ëÉÓÅÌÅ×, â. â. ìÕÒØÅ, õÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ É ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ × �ÒÏÂÌÅÍÅ�ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ.| úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍ. ðïíé, 414 (2013), 113{126.4. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, â. â. ìÕÒØÅ, ä. ë. æÁÄÄÅÅ×, úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉçÁÌÕÁ. îÁÕËÁ, í., (1990).5. á. ÷. ñËÏ×ÌÅ×, úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ.| éÚ×. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ., 28,No. 3 (1964), 645{660.6. á. ÷. ñËÏ×ÌÅ×, úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÌÅÊ.| éÚ×. áî óóóò,CÅÒ. ÍÁÔ., 31, No. 2 (1967), 211{224.7. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, â. â. ìÕÒØÅ, õÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Óp-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍ. ðïíé, 236 (1997), 100{106.8. ä. ë. æÁÄÄÅÅ×, ïÂ ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ èÁÓÓÅ.| äáî óóóò, 94, No. 6 (1954),1013{1016.9. G. Malle, B. H. Matzat, Inverse Galois theory. Springer-Verlag, N.Y., (1999).10. â. â. ìÕÒØÅ, ïÂ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. | �Ò. íéáî183 (1990), 121{126.11. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, â. â. ìÕÒØÅ, õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍ. ðïíé, 265 (1999), 189{197.12. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, â. â. ìÕÒØÅ, õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 8. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍ. ðïíé, 281 (2001), 210{220.13. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, â. â. ìÕÒØÅ, ïÂ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑÓ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍ. ðïíé, 338 (2006), 173{179.14. ó. á. óÙÓËÉÎ, áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ Ó�ÏÒÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��. |õíî, 35 No. 5 (1980), 181{212.Kiselev D. D. Ultrasolvable overing of the group Z2 by the groupsZ8; Z16 and Q8.We onstrut in�nite series of non-trivial ultrasolvable embedding prob-lems with yli kernel of order 8, 16 and quaternion kernel of order 8.Moreover, we disover 2-loal non-split universally solvable embedding
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