
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 435, 2015 Ç.ò. à. äÒÑÅ×Á, ÷. á. ëÏÊÂÁÅ×òáúìïöåîéå üìåíåî�áòîïê �òáîó÷åëãéé ÷üìåíåî�áòîïê çòõððå
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ �ÏÒÑÄËÁ n (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ËÏ-×ÅÒ) � = (�ij) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á (ÔÏ ÅÓÔØÓÅÔØ ÂÅÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ), Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó � �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÅÔØ ! = (!ij), ÓÅÔØ
 = (
ij), ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ E(�), �ÒÉÞÅÍ! ⊆ � ⊆ 
 É ÓÅÔØ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ (ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÏÊ) ÓÅÔØÀ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÅÔØ �. ÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ tij(�) ÉÚ E(�) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� M1É M2, ÇÄÅ M1 { ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù 〈tij(�ij); tji(�ji)〉, M2 { ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÅÔÅ-×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G(�) É ÓÅÔØ � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ � = (
11 !12!21 
22). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÁ ×Ï�ÒÏÓÏÍ ÷.í.ìÅ×ÞÕËÁ (ëÏÕÒÏ×ÓËÁÑÔÅÔÒÁÄØ, ×Ï�ÒÏÓ 15.46) Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ�ÁÒ (�ij ; �ji). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉtij(�) × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ E(�) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ tij(�) ×ÇÒÕ��Õ 〈tij(�ij); tji(�ji)〉 (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= j).÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉÎÑÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ e {ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n, eij { ÍÁÔÒÉ�Á, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ �ÏÚÉ�ÉÉ(i; j) ÓÔÏÉÔ 1, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÕÌÉ; tij(�) = e+ �eij { ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÁÑ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ, ÄÁÌÅÅ, tij(A) = {tij(�) : � ∈ A}: äÌÑÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔÉ (ËÏ×ÒÁ) � ÞÅÒÅÚ E(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑÇÒÕ��Á: E(�) = 〈tij(�ij) : 1 6 i 6= j 6 n〉:äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ � { ÓÅÔØ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ G(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÓÅÔÅ×ÁÑ (ËÏ×ÒÏ×ÁÑ) ÇÒÕ��Á [2℄.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÅÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÅÔÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÓÅÔÉ, ÓÅÔÅ×ÙÅ ÇÒÕ��Ù,ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑ.òÁÂÏÔÁ ÷. á. ëÏÊÂÁÅ×Á �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé (�ÒÏÅËÔ 13-01-00469).33
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§2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ÚÁÍËÎÕÔÁÑ É ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÁÑ ÓÅÔÉ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔÉ � = (�ij )ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ Ä×Å ÓÅÔÉ: �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÓÅÔØ �1 = ! = (!ij) É ÓÅÔØ �E =
 = (
ij), ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ E(�), ËÏÔÏÒÁÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÏÊ ÓÅÔØÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ � (ÓÍ. [1℄): ! ⊆� ⊆ 
:ðÕÓÔØ � { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, n { ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÉÓÔÅÍÁ � = (�ij), 1 6 i; j 6 n; ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ-ÇÒÕ�� ËÏÌØ�Á � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÔØÀ (ËÏ×ÒÏÍ) [2, 3℄ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ � �Ï-ÒÑÄËÁ n, ÅÓÌÉ �ir�rj ⊆ �ij �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÎÄÅËÓÏ× i; r; j: óÅÔØ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÂÅÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔØÀ (ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ËÏ×ÅÒ) [2{3, 4, ×Ï�ÒÏÓ 15.46℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑÓÅÔØ ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ � = (�ij), 1 6 i 6= j 6 n, ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� ËÏÌØ-�Á �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ir�rj ⊆ �ij ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÞÉÓÅÌ i; r; j:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ � = (�ij), 1 6 i 6= j 6 n, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� (ÔÏÞ-ÎÅÅ, �ÏÄËÏÌÅ�) �ii ËÏÌØ�Á � ÔÁÂÌÉ�Á (Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ) � = (�ij),1 6 i; j 6 n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�ÏÌÎÏÊ) ÓÅÔØÀ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÁÑ ÓÅÔØ � ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÁ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ) ÄÏ(�ÏÌÎÏÊ) ÓÅÔÉ.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ � = (�ij ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌ-ÎÑÅÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (ÓÍ. [2℄)�ij�ji�ij ⊆ �ij (1)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= j. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù �ii Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ �ii = ∑k 6=i �ki�ik ; (2)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ k ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÁ ÄÏ ÓÅÔÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ. ïÄÎÁËÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ (2) (�ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ(1)) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÅÔØ � ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁ-ÌØÀ.ðÕÓÔØ � = (�ij ) { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ � �ÏÒÑÄËÁ n.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ �1 = ! = (!ij) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� !ij ËÏÌØ�Á �,



òáúìïöåîéå üìåíåî�áòîïê �òáîó÷åëãéé 35Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= j ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:!ij = n
∑k=1 �ik�kj ;ÇÄÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÔÁË ËÁË � { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ), ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ�Ï ×ÓÅÍ k, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ i É j. ñÓÎÏ, ÞÔÏ !ij ⊆ �ij , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ i; r; j; ÍÙ ÉÍÅÅÍ !ir!rj ⊆ !ij :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÂÏÒ ! = (!ij) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� !ij ËÏÌØ�Á �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔØÀ.åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, n = 3, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÅÔØ �1 = ! = (!ij) ÉÍÅÅÔ×ÉÄ





∗ �13�32 �12�23�23�31 ∗ �21�13�32�21 �31�12 ∗



 :üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ ! = �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÏÊ ([1℄, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ1), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ (1), Á �ÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÄÏ�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÄÏ (�ÏÌÎÏÊ) ÓÅÔÉ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÅÔØ ! ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ(�ÏÌÎÏÊ) ÓÅÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2). ïÄÎÁ-ËÏ, ÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÄÒÕÇÏÊ (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÎÁÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ)Ó�ÏÓÏÂ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔÉ ! ÄÏ �ÏÌÎÏÊ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= j�ÏÌÏÖÉÍ 
ij = ∞
∑m=1(�ji�ij)m:�ÏÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ !ii; 1 6 i 6 n, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: !ii = ∑k 6=s(
ik ∩ 
is ∩ 
ks); (3)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ 1 6 k 6= s 6 n (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ k 6= i; s 6=i).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÕ�-�Õ ∑k 6=i!ki!ik; Á �ÏÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, �ÏÌÕÞÁÅÍÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, n = 3, ÔÏ !11 = !22 = !33 = 
12 ∩ 
13 ∩ 
23:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ !, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀÆÏÒÍÕÌÏÊ (3), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÔØÀ ([1℄, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2)), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÅÔØÀ (ÄÌÑ �).



36 ò. à. äòñå÷á, ÷. á. ëïêâáå÷ðÕÓÔØ �; � { �ÏÄÇÒÕ��Ù ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÌØ�Á �. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÅÔØ �0 ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÎÅÅ 
:�0 = (

∗ �� ∗

) 
 = ∞
∑k=1(��)k :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ E(�0) = 〈t21(�); t12(�)〉: åÓÌÉ a ∈E(�0), a = (1 + a11 a12a21 1 + a22), ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ([1℄, �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÅ 4): a11; a22 ∈ 
; a12 ∈ �+ �
; a21 ∈ � + �
:ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÆÁËÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ � = (�ij ) { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ � �Ï-ÒÑÄËÁ n. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ i 6= j �ÏÌÏÖÉÍ 
ij = �ij + �ij
ij ; ÇÄÅ
ij = ∞

∑m=1(�ji�ij)m: �ÁÂÌÉ�Á 
 = (
ij) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔØÀ,�ÒÉÞÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑ 
ij
ji
ij ⊆ 
ijÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= j ([1℄, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5). ÷ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÄÏ�ÏÌÎÉÍÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÅÔØ 
 ÄÏ (�ÏÌÎÏÊ) ÓÅÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, �ÏÌÏ-ÖÉ× 
ii = ∑k 6=i
ik
ki; ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï k; k 6= i. îÅÔÒÕÄÎÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 
ii = n
∑k=1;k 6=i 
ik:�ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 
11 = 
12 + 
13 + · · ·+ 
1n: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ !ii ⊆ 
ii ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ i. óÅÔØ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ (ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÏÊ) ÓÅÔØÀ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÅÔØ � ([1℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÅÔØ 
 = �E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÔØÀ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ E(�) (ÉÌÉ D{ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÓÅÔÉ �).äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔÉ � ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÅÔØ �� = (��ij ),ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ ÉÚ ÇÒÕ��Ù E(�). á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ i 6= j �ÏÌÏÖÉÍ ��ij = {� ∈ � : tij(�) ∈ E(�)}:÷ ÓÉÌÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ �� = (��ij) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔØÀ.



òáúìïöåîéå üìåíåî�áòîïê �òáîó÷åëãéé 37ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ �� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÓÅ-ÔÉ �. åÓÌÉ � = ��, ÔÏ ÓÅÔØ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ (ÉÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ[4℄, ×Ï�ÒÏÓ 15:46).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÅÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍÁÑ ÓÅÔØ.üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÅÔØÀ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÊ � ([1℄, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ([1℄, ÔÅÏÒÅÍÁ 1). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ � ÉÎÄÕ�ÉÒÕ-ÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÓÅÔØ �(1) = !, ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÓÅÔØ �� É ÓÅÔØ �E = 
,ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ E(�), �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ! ⊆ � ⊆ �� ⊆ 
; �ÒÉÞÅÍ!ir
rj ⊆ !ij ; 
ir!rj ⊆ !ijÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; r; j.äÌÑ ÓÅÔÅÊ ! É 
 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÌØ�ÁM(!) = {a = (aij) : aij ∈ !ij} ⊆ M(
) = {b = (bij) : bij ∈ 
ij }:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. M(!) { Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á M(
).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ � { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ, 
 { ÓÅÔØ, ÁÓÓÓÏ�É-ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ E(�). åÓÌÉ a = (Æij + aij) ∈ E(�),ÔÏ aij ∈ 
ij .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ a = (Æij + aij) ∈ E(�) ⊆ E(
) ⊆ G(
):ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 
 { (�ÏÌÎÁÑ) ÓÅÔØ, Á G(
) { ÓÅÔÅ×ÁÑ ÇÒÕ��Á(Æij { ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ). �

§3. æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÙðÕÓÔØ � { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ, �1 = !; �E = 
 { ÓÅÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÅÔÉ � × §2: ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ E(�) É E(!) { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÙÅ ÓÅÔÅ×ÙÅ ÇÒÕ��Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊÓÅÔÉ � É ÄÌÑ ÓÅÔÉ !; G(!), G(
) { ÓÅÔÅ×ÙÅ ÇÒÕ��Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ(�ÏÌÎÙÈ) ÓÅÔÅÊ ! É 
 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÏÌÏÖÉÍ �ij = 〈tij(�ij); tji(�ji)〉:éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Ù (n > 3):E(�) = ( ∏16i<j6n�ij)E(!);



38 ò. à. äòñå÷á, ÷. á. ëïêâáå÷�ÒÉÞÅÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ij × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄). ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀÎÅÓËÏÌØËÏ × ÉÎÏÍ, ÕÄÏÂÎÏÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ×ÉÄÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÍ�1 = ∏36i6n�1i(�); �2 = ∏36i6n�2i(�); �3 = ∏36i;j6n�ij(�):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �3 ⊆ diag(1; 1; SL(n− 2; k)).éÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÙE(�) = �12(�) · �3 · �1 · �2 ·E(!); (4)�ÒÉÞÅÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × (4) ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.
§4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ ×ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Å÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ h = (1 + h11 h12h21 1 + h22). åÓÌÉH = diag(h; en−2) ∈ �3 · �1 · �2 ·E(!); (5)ÔÏ h11 ∈ 
11; h22 ∈ 
22; h12 ∈ !12; h21 ∈ !21:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÔÁÂÌÉ�Á � = (
11 !12!21 
22) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÅÔØÀ, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÌÅÍÍÅ h ∈ G(�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. �ÁË ËÁË (ÓÍ.(4)) H ∈ E(�), ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ hij ∈ 
ij . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍ-ÍÙ ÎÕÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏh12 ∈ !12; h21 ∈ !21: (6)óÏÇÌÁÓÎÏ (5)H = Q · B · C · g; Q ∈ �3; B ∈ �1; C ∈ �2; g ∈ E(!) (7)ðÏÌÏÖÉÍS = BC; S−1 = C−1B−1; S = (Æij + sij); S−1 = (Æij + s′ij):



òáúìïöåîéå üìåíåî�áòîïê �òáîó÷åëãéé 39ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ (6), ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØ-ËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ �Ï �Ï×ÏÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ� S É S−1. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 (ÔÁË ËÁË S; S−1 ∈ E(�)) ÍÙ ÉÍÅÅÍ sij ; s′ij ∈ 
ij .÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �1 É �2 ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ(BC)21 = s21 = 0; (C−1B−1)12 = s′12 = 0: (8)÷ ÔÒÅÔØÉÈ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (7) ÍÙ ÉÍÅÅÍH = QSg; (9)ðÏÜÔÏÍÕ, �ÏÌÁÇÁÑP = (Æij + pij) = H−1QS; P−1 = (Æij + p′ij) = S−1Q−1H;ÉÚ (7) É (9) ÍÙ ÉÍÅÅÍ P; P−1 ∈ E(!) ⊆ G(!): (10)÷-ÞÅÔ×ÅÒÔÙÈ, ÔÁË ËÁË Q ∈ diag(1; 1; SL(n−2; k)), ÔÏ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉÍÁÔÒÉ�Ù Q ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ S �ÅÒ×ÙÅ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÎÅ ÍÅ-ÎÑÀÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù Q−1 Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÕS−1 �ÅÒ×ÙÈ Ä×Á ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù S−1 ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ:(QS)1i = (S)1i; (QS)2i = (S)2i; (11)(S−1Q−1)i1 = (S−1)i1; (S−1Q−1)i2 = (S−1)i2; 1 6 i 6 n: (12)ðÒÉÓÔÕ�ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ(6).éÚ (10) É (11) ÍÙ ÉÍÅÅÍÆ1i + p1i = (1 + h22)(Æ1i + s1i)− h12(Æ2i + s2i) ∈ Æ1i + !1i;Æ2i + p2i = −h21(Æ1i + s1i) + (1 + h11)(Æ2i + s2i) ∈ Æ2i + !2i: (13)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ (10) É (12) ÉÍÅÅÍÆi1 + p′i1 = (1 + h11)(Æi1 + s′i1) + h21(Æi2 + s′i2) ∈ Æi1 + !i1;Æi2 + p′i2 = h12(Æi1 + s′i1) + (1 + h22)(Æi2 + s′i2) ∈ Æi2 + !i2: (14)äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (6): h12 ∈ !12. õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅÞÁÓÔÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ (13) ÎÁ Æi2+s′i2 É �ÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ (�ÒÉÎÉÍÁÑ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÎÁ ×ÔÏÒÏÊÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù S−1 ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ):n
∑i=1(Æ1i + p1i)(Æi2 + s′i2) = (−h12) n

∑i=1(Æ2i + s2i)(Æi2 + s′i2) = −h12:
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−h12 = n

∑i=1(Æ1i + p1i)(Æi2 + s′i2):óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ (s′12 = 0), ×ËÌÀÞÅÎÉÑÍ (10) (ÏÔËÕÄÁ p1i ∈!1i), Á ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 (S−1 ∈ E(�); s′i2 ∈ 
i2) É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ1 (!1i
i2 ⊆ !12) ÍÙ ÉÍÅÅÍ
−h12 = n

∑i=2 p1i(Æi2 + s′i2) ∈ n
∑i=2 !1i
i2 ⊆ !12:÷ÔÏÒÏÅ ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (6) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅÞÁÓÔÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ (14) ÎÁ Æ2i + s2i É �ÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ (�ÒÉÎÉ-ÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÎÁ�ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù S−1 ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ):n

∑i=1(Æi1 + p′i1)(Æ2i + s2i) = h21 = n
∑i=2 p′i1(Æ2i + s2i) ∈ n

∑i=2 
2i!i1 ⊆ !21: �éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 É ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (Ï �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Å).�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ � { ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÅÔØ, �1 = ! = (!ij) É �E =
 = (
ij) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÅÔØ É D-ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÅÔÉ �.ðÕÓÔØ t21(�) ∈ E(�). �ÏÇÄÁt21(�) = diag(A; en−2) · diag(h; en−2);ÇÄÅ diag(A; en−2) ∈ �12(�); h ∈ G(�); � = (
11 !12!21 
22) ;ÇÄÅ � { �ÏÌÎÁÑ ÓÅÔØ.òÁÎÅÅ �ÏÄÏÂÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÅÔÅÊ �ÏÒÑÄËÁ 3 �ÏÌÕÞÅÎÏ × [5℄ (ÓÍ.ÔÁËÖÅ [1℄).òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÒÁÍËÁÈ ÇÏÓÕÄÁÒ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ íÉÎÏÂÒÎÁÕËÉ òÏÓÓÉÉ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. á. ëÏÊÂÁÅ×, úÁÍËÎÕÔÙÅ ÓÅÔÉ × ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ. | ÷ÅÓÔÎ. óðÂçõ. óÅÒ. 1.,No. 1 (2013), 26{34.2. ú. é. âÏÒÅ×ÉÞ, ï �ÏÄÇÒÕ��ÁÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��, ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ. |úÁ�. ÎÁÕÞ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 75 (1978), 22{31.



òáúìïöåîéå üìåíåî�áòîïê �òáîó÷åëãéé 413. ÷. í. ìÅ×ÞÕË, úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ì. äÉËÓÏÎÁ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ 22,No 5, (1983), 504{517.4. îÅÒÅÛÅÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ��. ëÏÕÒÏ×ÓËÁÑ ÔÅÔÒÁÄØ, éÚÄÁÎÉÅ 17-Å., îÏ-×ÏÓÉÂÉÒÓË, (2010).5. ÷. á. ëÏÊÂÁÅ×, òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Å. | öÕÒÎ.óæõ. óÅÒ. íÁÔÅÍ. É ÆÉÚ. 5 (2012), ÷Ù�. 3. 388{392.Dryaeva R. Yu., Koibaev V. A. De
omposition of elementary transve
-tion in elementary group.We 
onsider the following data: an elementary net (or, what is the sameelementary 
arpet) � = (�ij) of additive subgroups of a 
ommutative ring(in other words, a net without the diagonal) of order n, a derived net! = (!ij), whi
h depends of the net �, the net 
 = (
ij), asso
iated withthe elementary group E(�), where ! ⊆ � ⊆ 
 and the net 
 is the smallest(
omplemented) net among the all nets whi
h 
ontain the elementary net�. We prove that every elementary transve
tion tij(�) 
an be de
omposedas a produ
t of two matri
es M1 and M2, where M1 belongs to the group
〈tij(�ij ); tji(�ji)〉, M2 belongs to the net group G(�) and the net � has theform � = (
11 !12!21 
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