
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 434, 2015 Ç.ä. í. óÔÏÌÑÒÏ×�åïòåíá äïòòïîóïòï é å³ îåâïìøûïåïâïâýåîéå
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ�ÅÏÒÅÍÁ 1 (�ÅÏÒÅÍÁ äÏÒÒÏÎÓÏÒÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÒÁÂÏÔÙ [4℄). äÌÑ ×ÓÑËÏÊ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ C∞0 (Rd), d > 2, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ F ∈ H1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏI1[F ℄ > f ; ‖F‖H1 . ‖∇f‖L1 :óÉÍ×ÏÌÏÍ C∞0 ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd, ÁÓÉÍ×ÏÌÏÍH1 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ èÁÒÄÉ (ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ ×ÓÀÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ËÌÁÓÓÅ H1 É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å BMO × ËÎÉ-ÇÅ [12℄). CÉÍ×ÏÌÏÍ Ia ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ òÉÓÓÁ �ÏÒÑÄËÁ a, ÚÁÄÁÎÎÙÊÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅIa[f ℄ = f ∗ 
a| · |a−d; f ∈ C∞0 (Rd); a ∈ (0; d):ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 
a �ÏÄÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ia ÂÙÌÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÏÒÏÍ æÕÒØÅ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ |�|−a. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ�ÏÔÅÎ�ÉÁÌÙ òÉÓÓÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H1.úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÚÁ�ÉÓØ \a . b" ÅÓÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ \ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ a 6 
b". ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ ×ÓÅÇÄÁ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ d > 2.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÆÕÎË�ÉÑ f�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ BV ÆÕÎË�ÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ×ÁÒÉÁ�ÉÉ (É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, × Ï�ÅÎËÅ ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÎÏÒÍÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ, Á ÅÇÏ �ÏÌ-ÎÁÑ ×ÁÒÉÁ�ÉÑ). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÅÊ. óÍÙÓÌ É ×ÁÖÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 1ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÑÓÎÙÍÉ × Ó×ÅÔÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÎÉÖÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. _W 11 (Rd) ,→ L dd−1 ;1(Rd).ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á èÁÒÄÉ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òîæ 14-41-00010.126



�åïòåíá äïòòïîóïòï é å³ îåâïìøûïå ïâïâýåîéå 127óÉÍ×ÏÌÏÍ _W 11 ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï óÏÂÏÌÅ×Á,ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C∞0 �Ï ÎÏÒÍÅ
‖f‖ _W 11 = ‖∇f‖L1 :îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÁËÖÅ É Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�É-ÑÍÉ; ×ÏÏÂÝÅ, ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á _W 11 ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÍÉ. óÉÍ×ÏÌ L dd−1 ;1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÒÅÎ�Á (�ÏÄÒÏÂ-ÎÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [7℄).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄, ÔÁËÖÅ Õ�ÏÍÑÎÅÍ ÒÁ-ÂÏÔÕ [1℄, ÇÄÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ (�Ï ÅÝ£ ÏÄÎÏÍÕ ÉÎÔÅÒ�Ï-ÌÑ�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ) ×ÉÄÁ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÔÁËËÁË �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ òÉÓÓÁ I1 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÌÁÓÓ H1 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L dd−1 ;1(ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ ËÌÁÓÓÏ× Hp, ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [6℄; ÉÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÁÔÏÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚÌÏÖÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. ïÎÏ ÏÔ-ÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÂÏÔÙ [4℄ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ, ×ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÆÕÎË�ÉÑ F ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÏÓÔÒÏÅÎÁ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ f), ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑÌÉÛØ ÂÁÚÏ×ÙÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ (ÔÁËÉÍÉ ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏçÁÓÔÉÎÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏ�ÌÏÝÁÄÉ), ÎÅ ÕÇÌÕÂÌÑÑÓØ × �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÒÏÂÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, \ÍÅÈÁÎÉ-ËÁ" ÎÁÛÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ, ÞÔÏ É ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÇÏ.÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÔÉ�Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á çÁÓÔÉÎÁ.÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ �ÏÌØÚÕ-ÅÍÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ á. é. îÁÚÁÒÏ×Õ É ÁÎÏÎÉÍÎÏÍÕ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÕ ÚÁ ÓÏ-×ÅÔÙ �Ï ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ É ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÅÊ.

§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1îÁÞÎ£Í Ó �ÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÑÄÒÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. þÅ-ÒÅÚ (−�) 12 ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÏÒ æÕÒØÅ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ |�|.



128 ä. í. ó�ïìñòï÷ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ C∞0 (Rd), ÆÕÎË�ÉÑ (−�) 12' �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ H1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÛÁ-ÇÏ×.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �ÏËÁÖÅÍ ÞÔÏ (−�) 12' ∈ L∞(Rd). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ L1, ÔÁËËÁË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎ-Ë�ÉÅÊ.÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |(−�) 12'(x)| . (1 + |x|)−d−1. �ÁË ËÁË(−�) 12' ∈ L∞, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ x =∈supp'. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ:(−�) 12'(x) = I1[−�'℄(x) = −
1 ∫

Rd �'(x − t)|t|1−d= −
′1 ∫

Rd '(x − t)
|t|−1−d; x =∈ supp';ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 
′1 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÉ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ.÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ
∣

∣

∣
(−�) 12 [t−d'( ·t)]

∣

∣

∣
(x) . (t+ |x|)−d−1; t > 0; (1)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ t.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ  ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ C∞0 -ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÏÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

‖(−�) 12'‖H1 ≍
∥

∥

∥
supt>0 ∣

∣

∣
(−�) 12' ∗ t−d ( ·t)∣

∣

∣

∥

∥

∥L1 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ (ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ x) ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (1 + |x|)−d−1. ï�ÑÔØ ÖÅ, ÔÁË ËÁË(−�) 12' ∈ L∞, ÔÏ supt>0 ∣

∣

∣
(−�) 12' ∗ t−d ( ·t)∣

∣

∣
. 1:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÆÕÎË-�ÉÉ ' (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÔÏÞÅË x, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ dist(x; supp') > 1). �ÏÇÄÁ ÍÙ



�åïòåíá äïòòïîóïòï é å³ îåâïìøûïå ïâïâýåîéå 129ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (1) (ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ  ×ÍÅÓÔÏ '):
∣

∣

∣
(−�) 12' ∗ t−d ( ·t)∣

∣

∣
(x) = ∣

∣

∣
' ∗ (−�) 12 [t−d ( ·t)]∣

∣

∣
(x)

.
∣

∣

∣
' ∗ (t+ | · |)−d−1∣∣

∣
(x)

6
∣

∣' ∗ | · |−d−1∣∣(x) . |x|−d−1: �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ 1 ÎÅ ÎÏ×Á. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Å£ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ [13℄.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ-\ÛÁ�ÏÞËÕ" � (ÆÕÎË�ÉÀ ËÌÁÓÓÁ C∞0 (Rd), ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ). ðÕÓÔØ R { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ �R ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �R(x) = �( xR ). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 1Ë ÆÕÎË�ÉÉ ' = � É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ R > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �R ∈ H1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏI1[�R℄ > �BR(0); ‖�R‖H1 . Rd−1ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ R.óÉÍ×ÏÌÏÍ �! ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚÍÅ-ÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á !; ÚÁ�ÉÓØ Br(z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 2 ÆÕÎË�ÉÑ �R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ×ÙÂÒÁÎÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �R = (−�) 12 �R. �ÁËÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÛÁÒ Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÛÁÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÁ-ÄÉÕÓÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 \ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÛÁÒÁ". äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÈ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÚÁ�ÉÉ ÍÅÒ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ _W 11 ,→ Lq(�), ÓÍ.ÒÁÂÏÔÕ [2℄). éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÂÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÛÁÒÏ×, ÎÅ �ÏÔÅÒÑ× ËÏÎÔÒÏÌÑ ÎÁÄ _W 11 -ÎÏÒÍÏÊ.äÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ £ÍËÏÓÔÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ � ∈ [0; d℄ ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �-£Í-ËÏÓÔØÀ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ! ⊂ Rd ÎÁÚÏ×£Í ×ÅÌÉÞÉÎÕH�
∞(!) = inf

B

∑ r�j ; (2)ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÏËÒÙÔÉÑÍ B ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ! ÚÁÍËÎÕÔÙ-ÍÉ ÛÁÒÁÍÉ (ÞÅÒÅÚ rj ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÒÁÄÉÕÓÙ ÛÁÒÏ×).



130 ä. í. ó�ïìñòï÷óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË \ÓÌÕÞÁÊ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á" × ÔÅÏÒÅÍÅ 1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ! { ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Rd. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 
 ∈ H1, ÔÁËÁÑÞÔÏ I1[
℄ > �!; ‖
‖H1 . Hd−1
∞ (!):äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÏÞÔÉÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ (× ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (2)) �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ! ÛÁÒÁ-ÍÉ Brj (xj) É �ÏÌÏÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ 
 ÒÁ×ÎÏÊ ∑�rj;xj , ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ�rj;xj ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ �rj ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÛÁ-ÒÕ Brj (xj).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÉ f ÌÅÖÁÌ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ, Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏ-ÂÉÔØÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ‖∇f‖L1 = 1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ j ∈ Z+Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á !j = {x ∈ Rd | f(x) > j}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á !j �ÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÕÀ H1-ÆÕÎË�ÉÀ 
j , ÔÁËÕÀÞÔÏ I1[
j ℄ > �!j ; ‖
j‖H1 . Hd−1
∞ (!j):�ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 
j ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1. úÁÄÁÄÉÍ ÉÓËÏÍÕÀÆÕÎË�ÉÀ F ÆÏÒÍÕÌÏÊ F = ∑j>0
j :÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, f 6

∑j>0 �!j 6
∑j>0 I1[
j ℄ = I1[F ℄:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

‖F‖H1 6

∞
∑j=0 ‖
j‖H1 .

∞
∑j=0Hd−1

∞ (!j) . 1 + ∞
∫0 Hd−1

∞ ({x ∈ R
d | f(x) > t})

. 1 + ∫

R

Hd−1(f−1(t)) = 2‖∇f‖L1:óÉÍ×ÏÌÏÍHd−1 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÅÒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (d−1). ðÒÅÄ-�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ



�åïòåíá äïòòïîóïòï é å³ îåâïìøûïå ïâïâýåîéå 131óÁÒÄÁ, �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {x ∈ Rd | f(x) > t} ÉÍÅÀÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÇÒÁ-ÎÉ�Õ), �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏ�ÌÏÝÁÄÉ. �

§3. ÷ÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊíÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ × ÓÅÂÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.ðÕÓÔØ E É F { Ä×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ A : Rd×E 7→ F , ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ�ÏÌÉÎÏÍ �ÏÒÑÄËÁ m �Ï �ÅÒ×ÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �Ï×ÔÏÒÏÊ. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ A �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ,ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ E-ÚÎÁÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁ Rd × F -ÚÎÁÞÎÙÅ �Ï �ÒÁ-×ÉÌÕ A(�)f = F−1[A(i�;F [f ℄(�))]; f : R
d → E;ÓÉÍ×ÏÌ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÌÅ f ÄÏÌ-ÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ËÌÁÓÓÕû×ÁÒ-�Á). ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ∇ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË-�ÉÉ A∇, ÚÁÄÁÎÎÏÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

R
d ∋ A∇(�; e) = �e; e ∈ R; � ∈ R

d:�ÅÏÒÅÍÁ 2 (�ÅÏÒÅÍÁ ×ÁÎ ûÁÆÔÉÎÇÅÎÁ, [10℄). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
‖∇m−1f‖L dd−1 . ‖A(�)f‖L1ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÜÌÌÉ�ÔÉÞÎÙÊ(ÔÏ ÅÓÔØ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A(�; e) = 0 ×ÌÅÞÅÔ e = 0 ÉÌÉ � = 0) É ÓÏËÒÁÝÁÀ-ÝÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ
∩�∈Rd\{0}A(�; E) = {0}:íÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÀ 1, × ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÚÁÍÅÎÁ ÎÏÒÍÙ ìÅÂÅÇÁ L dd−1ÎÁ ÎÏÒÍÕ ìÏÒÅÎ�Á L dd−1 ;1 ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ; ÓÍ. ÎÅÄÁ×ÎÉÊ ÏÂ-ÚÏÒ [11℄). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÉ. ÷×ÅÄÅÍ ×ÁÖÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ a ∈ [0; d) { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÆÕÎË-�ÉÉ f , ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

d (ÉÌÉ ÍÅÒÙ ÌÏËÁÌØÎÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ), Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÒÏÂÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ�ÏÒÑÄËÁ a ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅMa[f ℄(x) = supr>0 ra−d ∫

|x−y|6r |f |(y) dy:



132 ä. í. ó�ïìñòï÷äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÅÒÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÛÁÒÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ×ÁÒÉÁ�ÉÀÍÅÒÙ �Ï ÔÏÍÕ ÖÅ ÛÁÒÕ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, M0 ÅÓÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ èÁÒÄÉ{ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ A ÔÁËÏ×Á ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, �ÕÓÔØ l {ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E∗, Á j = 1; 2; : : : ; d { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.(1) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ' Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �, ÔÁËÁÑ ÞÔÏI1[�℄ > Re〈�m−1j '; l〉; ‖�‖H1 . ‖A(�)'‖L1 :(2) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ' Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ É×ÓÑËÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÍÅÒÙ � ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï Re ∫

Rd 〈�m−1j '; l〉 d� . ‖A(�)'‖L1‖M1[�℄‖L∞
:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ ëÉ æÁÎÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X×ÙÂÅÒÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á BMO, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ (× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �(BMO;H1), ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ BMOÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ H1). íÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÚÁÄÁÄÉÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅY = {g ∈ H1(Rd) | g ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁ, I1[g℄ > Re〈�m−1j '; l〉}:æÕÎË�ÉÑ L : X × Y → R Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕL(f; g) = Re〈f; g〉:æÕÎË�ÉÑ L ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5 (ÍÙ�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ É ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ × ÎÁÛÅÍÓÌÕÞÁÅ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÆÕÎË�ÉÉ −L, ××ÉÄÕÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ L ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ),maxf∈X ming∈Y Re〈f; g〉 = ming∈Y maxf∈X Re〈f; g〉:÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×Á ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ (�ÏÌØÚÕÑÓØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× H1 É BMO):min{‖g‖H1 | g ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁ, I1[g℄ > Re〈�m−1j '; l〉}:



�åïòåíá äïòòïîóïòï é å³ îåâïìøûïå ïâïâýåîéå 133�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÜË-×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õmaxf∈X ming∈Y Re〈f; g〉 . ‖A(�)'‖L1 :�Å�ÅÒØ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (×ÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍÆÕÎË�ÉÀ f): Re〈f; g〉 = 〈I1[g℄;Re(−�) 12 [f ℄〉:üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ I1[g℄ ∈ C∞0 . åÓÌÉ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Re(−�) 12 [f ℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ, ÔÏming∈Y Re〈f; g〉 = −∞:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1: ÅÓÌÉ
〈�;Re(−�) 12 [f ℄〉 < 0ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � ËÌÁÓÓÁ C∞0 , ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

〈Re〈�m−1j '; l〉+ ��;Re(−�) 12 [f ℄〉ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ, ËÏÇÄÁ � { ÂÏÌØÛÏÅ (É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ-ÍÅ 1, Re〈�m−1j '; l〉 + �� = I1[g�℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g� ∈ Y ).ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ û×ÁÒ�Á, ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÔØ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ.îÏ ÅÓÌÉ Re(−�) 12 [f ℄ = �fÅÓÔØ ÍÅÒÁ, ÔÏming∈Y Re〈f; g〉 = ming∈Y 〈I1[g℄;Re(−�) 12 [f ℄〉 = ∫ Re〈�m−1j '; l〉 d�f ;ÇÄÅ �f ÅÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ,ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ‖I1[�f ℄‖BMO 6 1; ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ I1[g℄ ∈ C∞0 ,ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ áÄÁÍÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 6),maxf∈X ming∈Y Re〈f; g〉 ≍ max(

{Re〈∫ �m−1j 'd�; l〉 ∣

∣ �ÅÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ,ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ‖M1[�℄‖L∞
6 1}):



134 ä. í. ó�ïìñòï÷óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ maxf∈X ming∈Y Re〈f; g〉 . ‖A(�)'‖L1 : ��ÅÏÒÅÍÁ 3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ÄÕÈÅ ÔÅÏÒÅÍÙ äÏÒÒÏÎÓÏ-ÒÏ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÅÒ �, ÄÏ�ÕÓ-ËÁÀÝÉÈ ×ÌÏÖÅÎÉÅ
‖∇m−1f‖L1(�) . ‖A(�)[f ℄‖L1 ;ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ A.

§4. éÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÒÉÊ�ÅÏÒÅÍÁ 4 (îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï çÁÓÔÉÎÁ, [8℄). ðÕÓÔØ ! { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rd Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. �ÏÇÄÁHd−1
∞ (!) . Hd−1(�!):�ÅÏÒÅÍÁ 5 (�ÅÏÒÅÍÁ ëÉ æÁÎÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ). ðÕÓÔØ X É Y { ×Ù�ÕËÌ-ÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. åÓÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ L : X × Y → R ×Ù�ÕËÌÁ �Ï �ÅÒ×ÏÊ É ×ÏÇÎÕÔÁ �Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ, ÔÏ minx∈Xmaxy∈Y L(x; y) = maxy∈Y minx∈X L(x; y):íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÉ æÁÎÁ,ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ × ÓÔÁÔØÅ [9℄1.�ÅÏÒÅÍÁ 6 (�ÅÏÒÅÍÁ áÄÁÍÓÁ). ðÕÓÔØ a ∈ (0; d) { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ. �ÏÇÄÁ

‖Ia[f ℄‖BMO . ‖Ma[f ℄‖L∞
:åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É

∫

Rd (1 + |x|)−a−dIa[f ℄(x) dx <∞;ÔÏ
‖Ma[f ℄‖L∞

. ‖Ia[f ℄‖BMO:üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄ (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÅÒÙ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ).1îÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÒÁÎÅÅ.
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