
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 434, 2015 Ç.á. â. úÁÊ�Å×ï ÷úáéíîïê ïäîïúîáþîïó�é òåûåîéêüììéð�éþåóëéè õòá÷îåîéê ÷�ïòïçïðïòñäëá ÷ åäéîéþîïí ëòõçå îá ðìïóëïó�é
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ L = ��� ; (1)ÇÄÅ � | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, Á �� = ��x + �i ��y , −1 < � < 0.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lu = 0 (2)× ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �B ÏÔËÒÙÔÏÇÏÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ B É ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �B ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎ-ÔÕÒ � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. îÁÊÔÉ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (2) × B Ó ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔB ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ D, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ËÏÎÔÕÒÏÍ �.îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ �B ( [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 7.4℄).äÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÄÏ{ëÎÅÚÅÒÁ{ûÏËÅ ([2, Ó. 33℄).ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �B É ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �B ÎÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ó ÓÏÈÒÁ-ÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. �ÏÇÄÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ � ×B ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ D, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀËÏÎÔÕÒÏÍ �.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ, ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ,×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ æÏÎÄÁ æÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÙÈ éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (ÇÒÁÎÔ 12-01-00434-Á).91



92 á. â. úáêãå÷éÚ ([3, ÔÅÏÒÅÍÁ 1.4℄) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ � 6= −1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ �, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ �B É ÏÔÏÂÒÁ-ÖÁÀÝÁÑ �B ÎÁ � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ × B.÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ � ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ �B, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �B ÎÁ ÇÌÁÄËÉÊ ÖÏÒÄÁ-ÎÏ× ËÏÎÔÕÒ � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, É �ÒÉÜÔÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË-�ÉÊ {eint; 0 6 t 6 2�}∞n=−∞ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍÕÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) × B Ó ÇÒÁ-ÎÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ � ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ D,ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ËÏÎÔÕÒÏÍ �.
§2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ z� = x+ i� y = �+12� z + �−12� z.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T� �ÌÏÓËÏÓÔÉ C �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ T�(z) =z�.ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ u(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕ-ÇÅ B, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ B, �(t) = u(eit); t ∈ [0; 2�℄. �ÏÇÄÁ �ÒÉ z ∈ B ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ u(z):u(z) = 12� 

z 2�
∫0 �(t)((� − 1)− (� + 1)e2it)dt(eit − z)((� − 1)− (� + 1)eitz)

−
2�
∫0 �(t)((� + 1)eit − (� − 1)e−it)dt(� + 1)eit + (� − 1)e−it − 2�z� 

 : (3)ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ (3). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁ-ÌÁ, ÞÔÏ u(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) × ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ËÒÕÇÅ B. �ÏÇÄÁu(z) = f(z) + f�(z�); (4)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É f� ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈÏÂÌÁÓÔÅÊ B É T�(B) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, f(0) = 0.æÏÒÍÕÌÁ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑf(z) = ∞
∑n=1(
n −

(� + 1� − 1)n
−n)zn



ï ÷úáéíîïê ïäîïúîáþîïó�é òåûåîéê 93�ÒÉ z ∈ B, ÇÄÅ 
n = 12�i 2�
∫0 �(t)e−intdt; n = ±1;±2; · · ·([4, Ó. 724℄) É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×f�(z�) = − 12�i 2�

∫0 f�(T�(eit))dT�(eit)T�(eit)− z�É 12�i 2�
∫0 f(eit)dT�(eit)T�(eit)− z� = 0�ÒÉ z ∈ B.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÁÂÏÇÏ �ÒÉÎ�É�Á ÍÁËÓÉ-ÍÕÍÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ([1, ÔÅÏÒÅÍÁ7.4℄).óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ u(eit) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ �B ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÕÀ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ËÒÉ×ÕÀ � ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ |eit2−eit1 | 6 �, ÔÏ |u(eit2)−u(eit1)| > |eit2 − eit1 |,2) 12� ∣

∣

∣

∣

2�
∫0 du(eit)eit−z ∣

∣

∣

∣

< �22 �ÒÉ ×ÓÅÈ z =∈ B.�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ u(z)| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ(2) × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ B Ó ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ u(eit), ÔÏ u(z) ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ D, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ËÒÉ×ÏÊ �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ [4, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄ É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Iu(z) = |�u(z)�z |2 − |�u(z)�z |2 > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈz ∈ B. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ u(z) × ×ÉÄÅ (4), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [4, ÓÔÒ. 720℄ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
∣

∣

∣

∣

f ′�(z�)f ′(z) + 1 + �2 ∣

∣

∣

∣

< 1− �2 :



94 á. â. úáêãå÷äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |f ′(z)| > 11−� , |f ′�(z�)| < �21−� �ÒÉ ×ÓÅÈ z ∈ B.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �(t) = u(eit); t ∈ [0; 2�℄. äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÕÎË�ÉÉ f ′(z) É f ′�(z�)ÉÍÅÀÔ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ �B ÎÅËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ f ′(eit0) É f ′�(T�(eit0)).ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ �B ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áieit0f ′(eit0) + i(� + 12� eit0 − � − 12� e−it0) f ′�(T�(eit0 )) = �′(t0); (5)i(� + 12� eit0 − � − 12� e−it0) f ′�(T�(eit0)) + 12� 2�
∫0 d�(t)1− �+1�−1ei(t+t0)= limz→eit0 ;z =∈B 12�i 2�

∫0 d�(t)z − eit : (6)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏf(z) = 12� z 2�
∫0 �(t)((� − 1)− (� + 1)e2it)dt(eit − z)((� − 1)− (� + 1)eitz) ;f�(z�) = − 12� 2�
∫0 �(t)((� + 1)eit − (� − 1)e−it)dt(� + 1)eit + (� − 1)e−it − 2�z� :îÁÊÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ:f ′(z) = 12� 



2�
∫0 �(t)eitdt(eit − z)2 − � + 1� − 1 2�

∫0 �(t)eitdt(1− �+1�−1eitz)2

= 12�i 

−
2�
∫0 �(t)d 1eit − z − 1z 2�

∫0 �(t)d 11− �+1�−1eitz

= 12�i 



2�
∫0 d�(t)eit − z + 1z 2�

∫0 d�(t)1− �+1�−1eitz

 ;



ï ÷úáéíîïê ïäîïúîáþîïó�é òåûåîéê 95f ′�(z�) = −�� 2�
∫0 �(t)((� + 1)eit − (� − 1)e−it)dt((� + 1)eit + (� − 1)e−it − 2�z�)2= ��i 2�

∫0 �(t)d 1(� + 1)eit + (� − 1)e−it − 2�z�= − ��i 2�
∫0 d�(t)(� + 1)eit + (� − 1)e−it − 2�z� :�ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ 12�i 2�

∫0 d�(t)eit − z�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Hp ( [5, ÓÔÒ. 94℄) �ÒÉ 0 < p < 1, ÔÏ ÏÎÁ �ÏÞÔÉ×ÓÀÄÕ ÎÁ �B ÉÍÅÅÔ ÎÅËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ([5, ÓÔÒ. 82℄),�ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t0 ∈ [0; 2�℄ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÓÍ. [5,ÓÔÒ. 194℄)f ′(eit0) = 12�i 



2�
∫0 d�(t)eit − eit0 + 2�

∫0 e−it0d�(t)1− �+1�−1ei(t+t0) − i2e−it0�′(t0)= (ei(t−t0) − �+1�−1ei(t+t0))d�(t)(eit − eit0)(1− �+1�−1ei(t+t0)) − i2e−it0�′(t0)= ((� + 1)eit0 − (� − 1)e−it0)2�i
×

2�
∫0 e−it0d�(t)(� + 1)(eit − eit0) + (� − 1)(e−it − e−it0) − i2e−it0�′(t0):�ÁË ËÁË ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ2�

∫0 d�(t)(� + 1)(eit − eit0) + (� − 1)(e−it − e−it0)



96 á. â. úáêãå÷ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t0 ∈ [0; 2�℄, ÔÏ, ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ [5, ÓÔÒ.194℄,ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t0 ∈ [0; 2�℄ ÉÍÅÅÍf ′�(T�(eit0)) = − ��i 2�
∫0 d�(t)(� + 1)(eit − eit0) + (� − 1)(e−it − e−it0)+ �i((� + 1)eit0 − (� − 1)e−it0)�′(t0):éÚ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× �ÏÌÕÞÁÅÍ (5).éÚ (5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏeit02� 2�

∫0 d�(t)eit − eit0 + 12� 2�
∫0 d�(t)1− �+1�−1ei(t+t0) + 12�′(t0)+ i(� + 12� eit0 − � − 12� e−it0) f ′�(T�(eit0)) = �′(t0):�ÁË ËÁË limz→eit0 ;z =∈B 12�i 2�

∫0 d�(t)eit − z = eit0 12� 2�
∫0 d�(t)eit − eit0 − �′(t0)2ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t0 ∈ [0; 2�℄, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ (6). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ï�ÅÎÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ′(eit0) É f ′�(T�(eit0)).�ÁË ËÁË 2�

∫0 d�(t) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌlimz→∞

z22�i 2�
∫0 d�(t)z − eit :ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z22�i 2�
∫0 d�(t)z − eit ∣∣∣∣∣

∣

< �22�ÒÉ ×ÓÅÈ z =∈ B.
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

12� 2�
∫0 d�(t)1− �+1�−1ei(t+t0) ∣∣∣∣∣

∣

= ∣

∣

∣

∣

∣

∣

12� � − 1� + 1 2�
∫0 d�(t)eit − �−1�+1e−it0 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

< �22 1 + �1− � :ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ:
∣

∣

∣

∣

� + 12� eit0 − � − 12� e−it0 ∣∣
∣

∣

|f ′�(T�(eit0))| < �21− �ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t0 ∈ [0; 2�℄.�ÁË ËÁË 1 6

∣

∣

∣

�+12� eit0 − �−12� e−it0 ∣∣
∣ 6 − 1� , ÔÏ |f ′�(T�(eit0))| < �21−� ÄÌÑ�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t0 ∈ [0; 2�℄.éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |�′(t0)| > 1. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÌÅÍÍÙ1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|f ′(eit0)| > |�′(t0)| − ∣

∣

∣

∣

� + 12� eit0 − � − 12� e−it0∣∣
∣

∣

|f ′�(T�(eit0))|> 1 + 1� �21− � = 11− �ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t0 ∈ [0; 2�℄.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÊ f ′ É f ′� ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ×ÓÅÈ z ∈ B. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f ′� �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Ep(T�(B)), ÇÄÅ0 < p < 1, ÔÏ |f ′�(z�)| < �21−� �ÒÉ z ∈ B.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ f� ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ T�(B), É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
|f�(z�) − f�(z′�)| 6

�21−� |z� − z′�| �ÒÉ z; z′ ∈ B. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ B É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �B.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(z) − f(ei�z), ÇÄÅ � ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ |1 −ei� | 6 �. éÍÅÅÍ
|f(eit)−f(ei(t+�))| > |u(eit)−u(ei(t+�))|−|f�(T�(eit))−f�(T�((ei(t+�)))|

>
11− � |1− ei� |:éÔÁË, �ÒÉ ×ÓÅÈ t ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|f(eit)− f(ei(t+�))| > |f�(T�(eit))− f�(T�((ei(t+�)))|:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �
 arg(·) �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÝÅÊÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ �ÏÌÎÏÍ ÏÂÈÏÄÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÏÎÔÕÒÁ 
 �ÒÏÔÉ×



98 á. â. úáêãå÷ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ÷ ÓÉÌÕ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÍÅÅÍ��B arg(f(z)− f(ei�z)) = ��B arg(u(z)− u(ei�z)) = 2�:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ f(z)− f(ei�z) ÉÍÅÅÔ × B ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ�ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÔÏÞËÅ z = 0. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ 0 < r < 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|f(reit)− f(rei(t+�))| > r1− � |1− ei� |:îÏ ÔÏÇÄÁ ∣

∣

∣

�f(reit)�t ∣

∣

∣ > r1−� �ÒÉ 0 <r< 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |f ′(reit)| >r1−� �ÒÉ 0 < r < 1, t ∈ [0; 2�℄. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f(z)− f(ei�z) ÉÍÅÅÔ ×ÔÏÞËÅ z = 0 ÎÏÌØ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÔÏ f ′(0) 6= 0.�ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f(z) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �B, ÔÏ f ′(z) �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ H1. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ï�ÅÎÏË |f ′(eit)| > 11−� ÄÌÑ�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 2�℄, |f ′(z)| >
|z|1−� �ÒÉ z ∈ B\{0} É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f ′(0) 6= 0,ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ |f ′(z)| > 11−� ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ B.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ËÒÕÇÅB ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∣

∣

∣

f ′�(z�)f ′(z) ∣

∣

∣
< �2. îÏÔÏÇÄÁ ∣

∣

∣

f ′�(z�)f ′(z) + 1+�2 ∣

∣

∣ < 1−�2 �ÒÉ z ∈ B. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Iu(z) > 0 × ËÒÕÇÅ B ([4, ÓÔÒ.720℄). éÔÁË, u ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔB ÎÁ D ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØu(eit) = 5(√eit − 1− i) + �24 e−it;�ÒÉÞÅÍ ×ÅÔ×Ø ÆÕÎË�ÉÉ √z − 1 ÂÅÒÅÔÓÑ ÔÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ √
−1 = i. �ÁËËÁË u(eit2)− u(eit1) = 5(eit2 − eit1)√eit1 − 1 +√eit2 − 1 + �2(eit1 − eit2)4ei(t1+t2) ;ÔÏ |u(eit2) − u(eit1)| > |eit2 − eit1 |. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |5(√eit − 1 − i)| >5(√2 − 1) > |�24 e−it|. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ u(z)�ÒÉ �ÏÌÎÏÍ ÏÂÈÏÄÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ×ÄÏÌØ �B �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ



ï ÷úáéíîïê ïäîïúîáþîïó�é òåûåîéê 99ÒÁ×ÎÏ 2�. éÔÁË, u(z) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �B ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ó ÓÏÈÒÁÎÅ-ÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. äÁÌÅÅ, �ÒÉ ×ÓÅÈ z =∈ B ÉÍÅÅÍ12� ∣

∣

∣

∣

∣

∣

2�
∫0 du(eit)eit − z ∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ∣

∣

∣

∣

−�24z ∣

∣

∣

∣

< �24 :ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÆÕÎË�ÉÑ u(z), Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) × ËÒÕÇÅ B, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ B ÎÁÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ D.ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ðÕÓÔØ � = − 13 ,u(z) = 115 − " (x− "iy + 110(z3 + 19z3− 13 )) ;ÇÄÅ 0 < " < 15 . �ÏÇÄÁ u(z) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ-�ÉÀ ÎÁ �B, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ × B (ÓÍ. [4, �ÒÉÍÅÒ1℄). ðÒÉ |z| = 1 ÉÍÅÅÍ u(z) = 25x+ 3245x315−" + iy. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ u(z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÏÎÁÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,12� 2�
∫0 du(eit)eit − z = 12� 115 − " 

(1 + "2 − 245) 2�
∫0 de−iteit − z + 445 2�

∫0 de−3iteit − z

= 115 − " ((1 + "2 − 245) 1z2 + 415 1z4)�ÒÉ ×ÓÅÈ z =∈ B. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ z ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏË 1, ÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ 52 .á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ð. ÷. ðÁÒÁÍÏÎÏ×Õ Éë. à. æÅÄÏÒÏ×ÓËÏÍÕ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ É �ÅÎÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. G. C. Ver
hota, A. L. Vogel, Nonsymmetri
 systems on nonsmooth planar do-mains. | Trans. Amer. Math. So
. 349, No. 11 (1997), 4501{4535.2. P. Duren, Harmoni
 mappings in the plane. Cambridge University Press, 2004.3. G. Alessandrini, V. Nesi, Ellipti
 systems and material interpretation. | Fun
t.Approx. Comment. Math. 40, No. 1 (2009), 105{115.4. á. â. úÁÊ�Å×, ïÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. | íÁÔÅÍ. ÚÁÍÅÔËÉ 95, No. 5 (2014), 718{733.
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