
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 434, 2015 Ç.á. ÷. ÷ÁÓÉÎòåçõìñòîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéñ â³òìéîçá ÷çìáäëéè ïâìáó�ñè
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-ÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ â£ÒÌÉÎÇÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ìÉ�ÛÉ�Á × ÇÌÁÄËÉÈÏÂÌÁÓÔÑÈ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ �Ï äÉÎÉ. ðÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ â£ÒÌÉÎÇÁ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ⊂ C Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ:Bf(z) = lim"→0− 1� ∫w∈
;

|z−w|>" f(w)(z − w)2 dA(w);ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ÷ [6, 1, 4, 8℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÄÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÇÒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ËÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀâÅÌØÔÒÁÍÉ Ó ÒÁÚÒÙ×ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÁÖÎÏÊ �ÒÏ-ÂÌÅÍÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ,× ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ âÅÌØÔÒÁÍÉ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ⊂ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C1;!-ÏÂ-ÌÁÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ×ÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕìÉ�ÛÉ�Á Lip(!) Ó ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ !. ëÌÁÓÓ ìÉ�ÛÉ�Á Lip(!)ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|f(x)− f(y)| 6 
0!(|x− y|)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 
0. íÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ { ÜÔÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÁÑ ×ÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ !(0) = 0. íÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ �Ï äÉÎÉ, ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ:

∫0 !(t)t dt <∞:ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÌÁÓÓÙ ìÉ�ÛÉ�Á, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ â£ÒÌÉÎÇÁ, T1-ÔÅÏÒÅÍÁ.éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 14-01-00198.57



58 á. ÷. ÷áóéî÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ: !̃(x) = x∫0 !(t)t dt+ Æ 1∫x !(t)t2 dt: (1:1)÷ Ó×ÑÚÉ Ó Õ�ÏÍÉÎÁÅÍÙÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ × ÔÅÏÒÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÌØ-ÔÒÁÍÉ, ÍÙ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÓÌÁÂÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.äÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 0 < � < 1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ!(t)=t� → ∞ �ÒÉ t → 0:äÌÑ ÓÌÁÂÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (1.1) ÍÁÖÏÒÉ-ÒÕÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÎÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ !(t) = t� �ÒÉ 0 < � < 1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ !̃ ≍ !.îÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ â£ÒÌÉÎ-ÇÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ × ËÌÁÓ
ÁÈ ìÉ�ÛÉ�Á.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ 
 ⊂ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ËÌÁÓ-ÓÁ C1;! ÄÌÑ ÓÌÁÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ !, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �Ï äÉÎÉ.�ÏÇÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ â£ÒÌÉÎÇÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÉÚ Lip(!;
) × Lip(!̃;
).óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ëÁÌØÄÅÒÏ-ÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ (ËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù) ÔÏ-ÖÅ ×ÅÄÕÔ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ !̃ ×ÍÅÓÔÏ !. óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄ (ÔÁÍ ÜÔÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÄÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÉÈ ÌÅÇËÏ�ÒÉÓ�ÏÓÏÂÉÔØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ). ÷ÁÖÎÙÊ ÛÁÇ × ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉ-ÑÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÁÒÉÁÎÔ T1-ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1
 ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ 
.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ 
 ⊂ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ËÌÁÓÓÁC1;! ÄÌÑ ÓÌÁÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ !, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �Ï äÉÎÉ. �Ï-ÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ B1
, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ×ÎÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ �
, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
|�B1
(z)| 6 
0!(�(z))�(z) ;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ �(z) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁ-ÓÔÉ �
.



òåçõìñòîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéñ â³òìéîçá 59�ÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ C1;!-ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÌÁÓÔØ 
 ⊂ C ËÌÁÓÓÁ C1;! ÄÌÑ ÓÌÁÂÏÇÏÍÏÄÕÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ !, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �Ï äÉÎÉ, ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ � ∈�
 É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
1, ÔÁËÉÅ ÞÔÏlim infz→� |�B1
(z)| �(z)!(�(z)) > 
1:äÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ !(t) = t�, 0 < � < 1, ÜÔÁÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÉÚ [6, 3℄. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ[7℄ É [2℄ ÉÍÅÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× óÏÂÏÌÅ×Á É âÅÓÏ×Á ÄÌÑ � > 1=p:(B1
)1
 ∈ W�p (
) ⇔ �
 ∈ B1+�−1=pp;p :÷ÍÅÓÔÅ Ó T1-ÔÅÏÒÅÍÏÊ [1℄, ÉÚ ÜÔÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ â£ÒÌÉÎÇÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ×W�p (
), ËÁË ÔÏÌØËÏ � > 2=p, ÔÏÅÓÔØ ËÏÇÄÁ �
 ∈ C1+�−2=p. îÁÛÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É 3 ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ-ÓÑ ËÁË ×ÁÒÉÁÎÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ìÉ�ÛÉ�Á ÄÌÑ ÓÌÁÂÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.ðÌÁÎ ÒÁÂÏÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ. ÷ §2 ÉÚÌÏÖÅÎÙ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅâ£ÒÌÉÎÇÁ B∗1
 ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ C1;!-ÇÌÁÄËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ × C. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÁÒÉ-ÁÎÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÉÚ [6℄ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ. ÷ §3 ÍÙ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ â£ÒÌÉÎÇÁB1
. ÷ §4 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔ T1-ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØB∗1
 ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÉ�ÛÉ×ÏÓÔØÀ B1
 ÄÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 1. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ Ï ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × §5.ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, × ÒÁÂÏÔÅ ÂÕË×ÏÊ 
 Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ × ÈÏÄÅ ×ÙËÌÁÄÏË. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅA ≍ B ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
 > 0,ÔÁËÁÑ ÞÔÏ 1
B < A < 
B.
§2. ï�ÅÎËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉäÏËÁÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ â£ÒÌÉÎ-ÇÁ B∗1
 ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ C1;!-ÇÌÁÄËÏÊÏÂÌÁÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÏÓÔØ



60 á. ÷. ÷áóéîÇÒÁÎÉ�Ù ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÁ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÕÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ × [6℄, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ Ó ÞÅÔÎÙÍ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÍ ÑÄÒÏÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒBÆ1
(z) = − 1� ∫w∈
;|z−w|>Æ 1(z − w)2 dA(w): (2:1)É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ â£ÒÌÉÎÇÁB∗1
(z) = supÆ ∣∣BÆ1
(z)∣∣:ìÅÍÍÁ 1. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ â£ÒÌÉÎÇÁ B∗1
 ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ C1;!-ÇÌÁÄËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ×ÓÀÄÕ × C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ r0 > 0 ÓÔÏÌØ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁ-ÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ �
 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ y = V (x) ËÌÁÓÓÁ C1;! É ËÒÕÇD(a; r0) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ É ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a = 0 É
 ∩D(a; r0) = {(x; y) : y > V (x); V (0) = 0};Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ a = 0 Ë ÇÒÁÎÉ�Å �
 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÑÍÏÊ y = 0.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,
|V (x)| 6 
0|x|!(|x|); |x| < r0: (2:2)ìÅÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÅÓÌÉ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ BÆ1(z) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï z ∈ C É Æ > 0. òÁÚÏÂØÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ × (2.1)�Ï ÕÒÏ×ÎÀ r0, ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍBÆ1(z) = ∫Æ<|z−w|<r0 ::+ ∫r0<|z−w|

:: = I + II:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ:II 6
|
|r20 ;ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ I , ËÏÇÄÁ Æ > r0.



òåçõìñòîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéñ â³òìéîçá 61åÓÌÉ Æ 6 r0, ÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ z ∈ �
, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ z = 0. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ × �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈw = reit; r < r0,�ÏÌÕÞÉÍ
∫w∈
;r0>|z−w|>Æ 1(z − w)2 dA(w) = r0∫Æ drr ∫A(r) e−2itdt; (2:3)ÇÄÅ A(r) = {t : reit ∈ 
}; r < r0. ÷×ÉÄÕ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑâ£ÒÌÉÎÇÁ ÉÍÅÅÍ 2�∫0 e−2itdt = �∫0 e−2itdt = 0;ÔÁË ÞÔÏ

∫A(r) e−2itdt = ∫A(r)\[0;�℄ e−2itdt− ∫[0;�℄\A(r) e−2itdt:ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.2) ÉÍÅÅÍ
|r sin t| 6 
0|r 
os t|!(|r 
os t|);É �ÏÜÔÏÍÕ

|t : t ∈ {A(r)\[0; �℄ ∪ [0; �℄\A(r)}| 6 
1!(r):ï�ÅÎÉÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (2.3) Ó×ÅÒÈÕ:
∣∣∣∣

∫A(r) e−2itdt∣∣∣∣ 6 
2!(r):ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ z ∈ �
:
|I | 6 
2 r0∫Æ !(r)r dr 6 
3!̃(r0) <∞:ïÓÔÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ, ËÏÇÄÁ z ∈ C\�
, ÓÌÅÄÕÅÔ�ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ × [6℄. �
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§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÅÎÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ B1
(z), ÁÎÁÌÉÔÉ-ÞÅÓËÏÊ × C\�
, ÓÎÏ×Á ÒÁÚÏÂØÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÕÒÏ×ÎÀ r0, ÔÏÇÄÁ�B1
(z) = lim"→0 2� ∫w∈
;|z−w|>" 1(z − w)3 dA(w)= �B1
∩|w−z|<r0(z) + �B1
∩|w−z|>r0(z) = I + II:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ II ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÅÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ-×ÙÊ ÞÌÅÎ I . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ �(z) < r0=4, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�B1
(z) = −�B1

(z)É ÞÌÅÎ I , ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. äÁÌÅÅ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÌÅÍÍÁ(ÓÍ. [6, 4℄) ÏÂ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÈ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ Ó ÞÅÔÎÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÑÄÒÏÍ.ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÒÕÇÁ D É ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ1D ÉÍÅÅÍ (B1D)1D = 0:ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ �(B1D)1D = 0: (3:1)ðÕÓÔØ z ∈ 
, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Æ = �(z), É �ÕÓÔØ z0 ∈ �
 { ÔÁ ÔÏÞËÁÇÒÁÎÉ�Ù, ÇÄÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ z0 = 0É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × z0 Ë �
 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÑÍÏÊ y = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÕÓÔØiy ∈ 
 ËÁË ÔÏÌØËÏ 0 < y < Æ É z = iÆ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D = D(ir0; r0) ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ir0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r0;ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ Ë �
 × 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 Ï�ÅÎÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ I :I = I − �B1D = �B1{
∩|w−z|<r0}\D − �B1D\{
∩|w−z|<r0}:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÕÚËÏÍÕ ÓÅËÔÏÒÕS = {
 ∩ |w − z| < r0}\D ∪D\{
 ∩ |w − z| < r0}Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ 0. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄÁÀÔI = r0∫0 rdr ∫A(r) dt

|re−it − iÆ|3 ;



òåçõìñòîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéñ â³òìéîçá 63ÇÄÅ A(r) = {t : reit ∈ S} É |r sin t| 6 
r!(r). ÷×ÉÄÕ (2.2) �ÏÌÕÞÉÍ
|A(r)| 6 
!(r). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, |w − iÆ| ≍ |w| + Æ ≍ r + Æ �ÒÉ w ∈ S.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,I 6

r0∫0 r!(r)dr(r + Æ)3 = Æ∫0 · · ·+ r0∫Æ · · · = III + IV:åÓÌÉ 0 6 r 6 Æ, ÔÏ r + Æ ≍ Æ, Á ÔÏÇÄÁ ÞÌÅÎ III Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁËIII 6 
!(Æ)Æ2 Æ∫0 dr 6 
!(Æ)Æ :åÓÌÉ ÖÅ Æ 6 r 6 r0, ÔÏ r + Æ ≍ r, Á ÔÏÇÄÁ III Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎÏÍ IV,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÉÍÅÅÍIV 6 
 r0∫Æ r!(r)drr3 6 
!(Æ)Æ ;ÄÌÑ ÓÌÁÂÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÖÅ Ï�ÅÎËÁ ÓÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ.
§4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1�Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÄÏËÁÚÁÔØ Ó×ÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ T1-ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁÍ ÎÕÖÎÙÄ×Á ÆÁËÔÁ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, B1
 ∈ Lip(!̃;
), ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 �ÏÌÅÍÍÅ èÁÒÄÉ{ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅâ£ÒÌÉÎÇÁ B∗1
 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 1.îÁÞÎÅÍ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ â£ÒÌÉÎÇÁ Bf :Bf(x) = ∫
 f(z)− f(x)(z − x)2 dA(z) + f(x)B1
(x);ÔÏÇÄÁBf(x)−Bf(y) = ∫
 (f(z)− f(x)(z − x)2 − f(z)− f(y)(z − y)2 ) dA(z)+ (f(x) − f(y))B1
(x) + f(y)(B1
(x)−B1
(y)):



64 á. ÷. ÷áóéîä×Á �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÁ �ÒÏÓÔÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎI �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÒÏÂÌÅÍÕ. äÌÑ ÅÇÏ Ï�ÅÎËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÕÇD = D(x; 2|x − y|);ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ I = ∫
∩D ::+ ∫
\D :: = II + III:îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
∩D ÉÍÅÅÍ |z−x| 6 2|x−y|, |z−y| 6 3|x−y|, É Ï�ÅÎÉÍÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:
|II | 6 2
 ∫t<3|x−y| !(t)t dt 6 
!̃(|x− y|):îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 \D ÉÍÅÅÍ |z − x| ≍ |z − y| > |x− y|, ÏÔËÕÄÁIII = ∫
\D (f(z)− f(x))( 1(z − x)2 − 1(z − y)2)dA(z)+ ∫
\D f(y)− f(x)(z − y)2 dA(z) = IV + V:çÒÁÄÉÅÎÔÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 \D ÄÁÅÔ
|IV | 6 |x− y| ∞∫

|x−y| !(t)t2 dt 6 
!(|x− y|)ÄÌÑ ÓÌÁÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÏÌÕÞÉÍ
|V | 6 |f(y)− f(x)| ∣∣∣

∫
\D 1(z − x)2 dA(z)∣∣∣ 6 
!(|x− y|)× ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ.
§5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3ðÕÓÔØ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÎÉ�Ù �
 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ z = 0ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y = A(x), ÇÄÅ A(x) = 0, x < 0, É A(x) = x!(x),x > 0, |x| < r0, ÇÄÅ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ !(x) ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ �Ï äÉÎÉ.ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �
 × ÔÏÞËÅ 0 ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y = 0. ðÕÓÔØÔÏÞËÉ iÆ Ó 0 < Æ < r0 ÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ∩ {|z| < r0}



òåçõìñòîïó�ø ðòåïâòáúï÷áîéñ â³òìéîçá 65ÌÅÖÉÔ × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �. ðÒÉÍÅÍ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÌÅÍÍÕ 2 (ÆÏÒ-ÍÕÌÕ (3.1)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÍÁÖÏÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, �(B1�)1� = 0.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅËÔÏÒ S = 
\� ∪ �\
, ÔÏÇÄÁ�(B1
)(iÆ) = �(B1
 −B1�)(iÆ) = �B1
\�(iÆ)− �B1�\
(iÆ) = I + II:åÓÌÉ z ∈ 
\�, ÔÏ |z| > r0, É �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ:
|I | 6 
 ∞∫r0 drr2 6 
 1r0 :çÌÁ×ÎÙÊ ×ËÌÁÄ ÄÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎII = r0∫0 dx A(x)∫0 dy(x+ i(y − Æ))3 ;ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅII = r0∫0 A(x)(x− iÆ)3 +

II − r0∫0 A(x)dx(x− iÆ)3

 = III + IV:þÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÞÌÅÎ ÍÁÌ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÒÅÔØÉÍ É Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ �ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ìÁÇÒÁÎÖÁ:
|IV | 6

r0∫0 supy∈(0;A(x)) 3A(x)2
|x+ i(y − Æ)|4 dx = Æ∫0 : : :+ r0∫Æ : : : :åÓÌÉ 0 6 r 6 Æ, ÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ |x + i(y − Æ)|4 ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË Æ4 É�ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × IV Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:Æ∫0 : : : 6 
 Æ∫0 !2(Æ)Æ2 dx 6 
!2(Æ)Æ = o(!(Æ)Æ ):åÓÌÉ Æ 6 r 6 r0, ÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ |x + i(y − Æ)|4 ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË x4 É×ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × IV Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:r0∫Æ : : : 6 
 r0∫Æ !2(x)x2 dx 6 
 !̃2(Æ)Æ = o(!(Æ)Æ );ÄÌÑ ÓÌÁÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.



66 á. ÷. ÷áóéî�ÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÅÓÌÉ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ III , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù×ÏÄÉÍIm(III) = Im r0∫0 A(x)(x− iÆ)3 dx = r0∫0 3x3Æ − xÆ3(x2 + Æ2)3 !(x)dx:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÅ ÑÄÒÏQ(x) = 3x3 − x(x2 + 1)3 = Im x(x− i)3 ;ÇÄÅ ∞∫0 Q(x)dx = 12 , ÔÏÇÄÁIm(III) = 1Æ r0∫0 1ÆQ(xÆ )!(x)dx = 1Æ r0=Æ∫0 Q(x)!(Æx)dx:÷ÏÚØÍÅÍ Æ ÓÔÏÌØ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏÂÙ a∫0 Q(x)dx > 14 , ÅÓÌÉ a > r0=Æ.ðÒÉ x ∈ (0; 1√3 ) ÑÄÒÏ Q(x) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÎÉÍ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ !(Æx) Ó×ÅÒÈÕ:!(Æx) 6 !( Æ√3):åÓÌÉ x ∈ ( 1√3 ;∞), ÔÏ ÑÄÒÏ Q(x) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÎÉÍ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ !(Æx) ÓÎÉÚÕ:!(Æx) > !( Æ√3):�ÏÇÄÁIm(III) >
1Æ !( Æ√3) 1

√3∫0 Q(x)dx + 1Æ!( Æ√3) r0=Æ∫1
√3 Q(x)dx= 1Æ!( Æ√3) r0=Æ∫0 Q(x)dx >

14Æ!( Æ√3);ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
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