
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 433, 2015 Ç.á. ç. ðÒÏÎØËÏðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø é ðåòåþéóìåîéñðìïóëéè òáúâéåîéêðÏÓ×ÑÝÑÅÔÓÑ ðÅÔÒÕ ðÅÔÒÏ×ÉÞÕ ëÕÌÉÛÕ× Ó×ÑÚÉ Ó ÅÇÏ 70-ÌÅÔÉÅÍ
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅóÏÚÄÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ [1℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [2℄)ÄÁÌÏ ÍÏÝÎÙÊ ÔÏÌÞÏË ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÏÄÅ-ÌÅÊ. ÷ÁÖÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÌÉÓØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÂÏÚÏÎÎÙÅÍÏÄÅÌÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó q-ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎ-ÂÅÒÇÁ [3{5℄. ÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× (q → 0) ÁÌÇÅÂÒÁ q-ÂÏÚÏÎÏ×Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÆÁÚÙ, Á Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÎÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÁÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ �Å�ÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ô.Î. ÆÁÚÏ×ÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ [7℄. ÷ ÒÁÍËÁÈË×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÁ ÍÏÄÅÌØ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ Ó R-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÁ ËÏ-ÎÅÞÎÏÊ, ÒÁÚÍÅÒÁ M × 2N , ÒÅÛÅÔËÅ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÂÅÔÅ×ÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÎÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉÍÁÓÓ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ××ÉÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. îÁÛÅÊ �ÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÌÏÓËÉÈÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × ËÏÒÏÂËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ N ×N × (M −N). ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÔÏÞ-ËÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏ× ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÆÏÒÍÕÌÕíÁËíÁÇÏÎÁ ÞÉÓÌÁ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × ËÏÒÏÂËÅ, Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×ÅÓÏ× (×ÎÅ ÔÏÞËÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏ×) × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÅ-ÄÅÌÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ×ÅÓÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÞÉÓÌÁÓËÁÞËÏ× ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ (ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ) ÒÑÄÏ×. ðÏÌÕÞÅÎÙëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÅÒÛÉÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÓËÁ-ÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ËÏÒÏÂËÅ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ, ÇÁÎËÅÌÅ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ, ÇÒÁÎÔ 14-11-00598. 204



ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 205ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊÍÏÄÅÌÉ, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÔÁËÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ.îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅ-ÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÍÅÀÝÉÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÚÁ-ÄÁÞÁÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ. úÎÁÍÅÎÉÔÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ éÚÅÒ-ÇÉÎÁ{ëÏÒÅ�ÉÎÁ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÔÉ�Á ÄÏÍÅÎÎÏÊ ÓÔÅÎËÉ [8{10℄. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏ-ÚÎÁËÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� [11℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [12℄). ðÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÄÏ-�ÕÓËÁÀÔ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ [13℄ É ÞÅÔÙÒÅÈ-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ [14℄. ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó�ÉÎÏ×ÙÈ �Å�ÏÞÅËçÅÊÚÎÂÅÒÇÁ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ É ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÍÉ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑÍÉ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ [15, 16℄.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅ Ó�ÉÓËÁ ÚÁÄÁÞ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÌÅÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÒÅÛÁÔØÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÏ× ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅ-ÍÏÓÔÉ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÕÓ�ÅÈ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÙÊ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ [17{20℄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ,ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÒÏÇÒÅÓÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÄÒÕÇÉÈÍÏÄÅÌÅÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.
§2. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉðÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÙÈ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÓÍ. òÉÓ. 1, ÚÁ�ÒÅÝÅÎÁ (ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÓ).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÏ-ÂÒÁÖÁÀÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔ-ËÉ, Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅÛÅÔËÉ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ×ÈÏÄÑÝÉÅÉ Ä×Å ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÓÔÒÅÌËÉ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÉÎÉÊ �ÒÏÔÅËÁÀÝÉÈ �Ï ÒÅÂÒÁÍ ÒÅÛÅÔ-ËÉ. ÷ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ É ÌÉÎÉÑÍÉ××ÏÄÉÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÒÅÌËÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÎÉÚÉÌÉ ×ÌÅ×Ï, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÌÉÎÉÑ, Á ÅÓÌÉ ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ××ÅÒÈ, ÔÏÔÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ �ÕÓÔÏÅ. îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÕÀÍÏÄÅÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÅÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ Ï�ÉÓÙ×Á-ÀÔÓÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÌÉÎÉÑÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑÍÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÒÅÌÏË É ÌÉÎÉÊ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ.



206 á. ç. ðòïîøëï
a 0 b b c còÉÓ. 1. ûÅÓÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ (�ÅÒ×ÙÊ ÒÑÄ), ÖÉÒÎÙÈÌÉÎÉÊ (×ÔÏÒÏÊ ÒÑÄ), É ÉÈ ×ÅÓÁ × �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ(ÔÒÅÔÉÊ ÒÑÄ).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌÏË, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ×ÅÓÁ; ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ×ÅÓÁ ×ÅÒÛÉÎ ÂÕÄÕÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÒÅÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ a, b, , ÓÍ. òÉÓ. 1.úÄÅÓØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊË×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ M ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈÉ 2N ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, N 6 M , Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙ-ÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ, ÓÍ. òÉÓ. 2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ×ÎÅÛÎÉÈ ÒÅÂÒÁÈ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÁÈ ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ×�ÒÁ×Ï, ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ×ÎÅÛÎÉÈ ÒÅÂÒÁÈ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å �ÅÒ×ÙÅN ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ ××ÅÒÈ É �ÏÓÌÅÄÎÉÅ N | ×ÎÉÚ, Á ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ-�Å �ÅÒ×ÙÅ N ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ ×ÎÉÚ É �ÏÓÌÅÄÎÉÅ N | ××ÅÒÈ. óÍÙÓÌÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÉÎÉÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÍÏ-ÄÅÌÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ N ÌÉÎÉÊ ×ÔÅËÁÀÝÉÈ Ó×ÅÒÈÕ Ó�ÒÁ×Á É ×ÙÔÅËÁÀÝÉÈÓÌÅ×Á ÓÎÉÚÕ, ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ òÉÓ. 2.óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÅÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊZ = ∑

C

M
∏i=1 2N∏j=1Wij(C) (1)ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ (ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÅÍ ÓÔÒÅ-ÌÏË ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÒÅÂÒÁÈ), Á ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ Wij , ÇÄÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ M × 2N ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÓÁ ÄÌÑ ÓÔÒÅÌÏÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ×ÅÒÛÉÎÙ,Wij = a; b; .
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òÉÓ. 2. æÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁM×2NÒÅÛÅÔËÅ (ÓÌÅ×Á) É �ÒÉÍÅÒ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÉÎÉÊ (Ó�ÒÁ×Á), M = 9, N = 3.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ, Ô.Å. ÍÏÄÅÌØ × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÓÁ a; b;  ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ, × ËÏÔÏÒÏÊWij = aij ; bij ; ij . íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÉÖÅÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁËÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÓÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔÎÏÍÅÒÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏÒÑÄÁ, Wij = aj ; bj ; j .îÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÔÏÍ ÆÁËÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑÓÕÍÍÁ ÔÁËÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏ-ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, �ÒÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ×ÅÓÏ× aj , bj , j , ÒÁ×ÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÀ ÂÅÔÅ×ÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ×ÎÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÁÓÓ (ÂÅÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ âÅÔÅ). ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [21℄. îÁÛÉ ÕÓÉÌÉÑ ÂÕÄÕÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÙ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÅÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ ×ÅÓÁÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, aj → a,bj → b, j → , j = 1; : : : ; 2N .âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ ×ÅÓÏ× ÎÅÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÆÕÎË�ÉÉ a(u), b(u), (u), Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄËÏÔÏÒÙÈ ÕËÁÚÁÎ ÎÉÖÅ, É ××ÅÄÅÍ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á, Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×v1; : : : ; vN É u1; : : : ; uN . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÓÁ j-ÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ



208 á. ç. ðòïîøëïÒÑÄÁ, aj , bj , j , Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁvj , Á (N + j)-ÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, aN+j , bN+j , N+j , | ÆÕÎË�ÉÑÍÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ uj , j = 1; : : : ; N . ÷ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ ×ÉÄÅ:fj = f(vj); fN+j = f(uj); f ∈ {a; b; }; j = 1; : : : ; N: (2)÷ ÒÁÂÏÔÅ [21℄ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ a(u), b(u), (u) ×ÙÂÒÁÔØ× ×ÉÄÅ a(u) = u− u−1; b(u) = u; (u) = 1; (3)ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅZ = ∏16j<k6N ukujvkvj(u2j − u2k)(v2k − v2j ) detQ; (4)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á Q, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N ×N , ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙQjk = [vj(uk−u−1k )℄M (ukv−1j )N−1−[uk(vj − v−1j )℄M (vju−1k )N−1ukv−1j −vju−1k : (5)ëÁË ÕËÁÚÁÎÏ × [16℄, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (7) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÏËÁÚÁÎ-ÎÏÇÏ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [2℄, ÓÍ. çÌ. IX, ÆÏÒÍÕÌÕ (6.27).äÌÑ ÎÁÛÉÈ �ÅÌÅÊ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ(3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÅÖÄÕ ×Å-ÌÉÞÉÎÁÍÉ aj , bj É j , Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ j ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅb2j = 2j + ajbj . üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÓÉÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÓÏ×, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎÏ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ×ÙÂÏÒ ×ÓÅÈ ×Å-ÓÏ× ÒÁ×ÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, aj = bj = j , ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÞÅÔÕËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ.þÔÏÂÙ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÍÙ ××ÅÄÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ × �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ (3), ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔu; ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÅ ×ÅÓÁ aj , bj , j , j = 1; : : : ; 2N , ÂÕÄÕÔ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ�ÒÏÓÔÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ �ÅÒ×Ï-ÇÏ ÔÉ�Á, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÉÓÓÌÅÄÕÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÌÉÎÉÊ, ÓÍ. òÉÓ. 1 É 2. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎÒÁ×ÎÏ (M −N)N . üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÚÁÍÅÎÕaj 7→ aj=�, j = 1; : : : ; 2N , ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ, Á ÉÍÅÎÎÏ, Z 7→ �−(M−N)NZ.



ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 209�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕ-ÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ a(u), b(u), (u)×ÙÂÒÁÔØ × ×ÉÄÅ a(u) = u− u−1� ; b(u) = u; (u) = 1; (6)ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁZ = 1�(M−N)N ∏16j<k6N ukujvkvj(u2j − u2k)(v2k − v2j ) detQ; (7)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á Q ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5).óÄÅÌÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÄÅÌ � → 0. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× vj , uj ,j = 1; : : : ; N , Ë �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ �j , �j , j = 1; : : : ; N , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÆÏÒÍÕÌÁÍvj = exp(��j=2); uj = exp(��j=2); j = 1; : : : ; N; (8)É, �ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �j , �j , j = 1; : : : ; N , ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �,�ÅÒÅÊÄÅÍ �ÒÅÄÅÌÕ � → 0 × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (5){(7). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅÓÁ aj , bj , j , j = 1; : : : ; 2N , ÔÁËÉÅ ÞÔÏfj = f�=0(�j); fN+j = f�=0(�j); f ∈ {a; b; }; j = 1; : : : ; N; (9)ÇÄÅ f�=0(�) ≡ lim�→0 f(exp(��=2)); (10)ÉÌÉ, × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ,a�=0(�) = �; b�=0(�) = �=0(�) = 1; (11)ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Z�=0 ≡ lim�→0 Z ÄÁÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ Z�=0 = ∏16j<k6N 1(�j − �k)(�k − �j) detQ�=0; (12)ÇÄÅ N ×N ÍÁÔÒÉ�Á Q�=0 ÉÍÅÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙQ�=0jk = lim�→0 Qjk�M−1 = �Mk − �Mj�k − �j : (13)åÓÌÉ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÄÅÌ �1; : : : ; �N ; �1; : : : ; �N → 1, ÔÏ, ËÁË ×ÉÄ-ÎÏ ÉÚ (11), ÔÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÓÅ ×ÅÓÁ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕ-ÇÕ, aj = bj = j = 1, j = 1; : : : ; 2N , Á ÅÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ (ÞÉÓÌÏ



210 á. ç. ðòïîøëïËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ) ÂÕÄÅÔ ÄÁ×ÁÔØÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ× (12).òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ �ÒÅÄÅÌ � → 0 ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÍÙÓÌ × ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ ÏÂÝÅÊ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÅÄÅÌ ËÕÓÌÏ×ÉÀ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏ×1. üÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌ (6), ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÒÅÈ ×ÅÓÏ×a : b :  × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ä×ÕÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× u É �, ÇÄÅ ×ÔÏÒÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ×ÅÓÏ× ËÁË ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ� = b2 − 2ab : (14)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÁÒÁÍÅÔÒ � ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÓÍÙÓÌ ËÁË É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ�ÁÒÁÍÅÔÒ × ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [22℄). ðÒÉ � = 0ÉÍÅÅÍ b = , É, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÓ ×ÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ òÉÓ. 1 ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ,ÔÏ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ×ÅÓÁ a ÕÓÌÏ×ÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÆÅÒÍÉÎÏ×ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÅÎÏ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÙÛÅ, �ÒÅÄÅÌÓ×ÏÂÏÄÎÙÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏ× × �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅ-ÈÏÄÕ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ×ÅÓÏ× Ë ÅÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ�ÒÅÄÅÌÕ. üÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ�ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÉÚ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÓÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÏ× Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, R-ÍÁÔÒÉ�Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ×ÅÓÁÍÉ (6)ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ñ×ÎÏ �ÁÒÁÍÅÔÒ � (�ÒÉ � = 1 ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ R-ÍÁÔÒÉ�ÁÒÁÂÏÔÙ [7℄) É ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ. ðÏ-ÄÒÏÂÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÁÓ�ÅËÔÏ× ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕ-ÖÄÅÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ.
§3. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊóÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÑÍÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ M × 2N ÒÅÛÅÔËÅ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ òÉÓ. 2 É �ÌÏÓËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ × ËÏÒÏÂËÅ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ N×N×(M−N). üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�É-ÅÊ ×ÅÓÏ× ÍÏÄÅÌÉ Ó ÍÅÒÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (7) ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.1îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏ× ÏÂÝÅÊ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉÉÍÅÅÔ ×ÉÄ w1w2 + w3w4 = w5w6, ÇÄÅ wi, i = 1; : : : ; 6 ÅÓÔØ ×ÅÓ i-ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁòÉÓ. 1.



ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 211ðÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍ-ÍÙàÎÇÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [23℄), ÞÔÏ �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÍÅ-ÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ��1;1 �1;2 �1;3 : : :�2;1 �2;2 �2;3 : : :�3;1 �3;2 �3;3 : : :... ... ... . . . (15)ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÓÔÏÌÂ�Ï× É ÓÔÒÏË (Ô.Å. �i;j >�i′;j′ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6 i′ É j 6 j′, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ); ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏ-ÄÑÔÓÑ × ËÏÒÏÂËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÔÁÂÌÉ� É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁÂÌÉ� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ (Ô.Å. �i;j = 0 �ÒÉ i > aÉ j > b, É ÔÁËÖÅ �i;j 6  �ÒÉ i 6 a É j 6 b). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙÔÁÂÌÉ� ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ, ÜÔÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÀ ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ.÷ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ �ÑÔÉ-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁÌÏËÁÌØÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ É ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÍ. òÉÓ. 3.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÉÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó �ÌÏÓËÉÍÉ�ÒÏÅË�ÉÑÍÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, × (xz)-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. õËÁÚÁÎÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÉÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ A×B×C,  �ÑÔÉ-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÁ (A + B) × (A + C) ÒÅÛÅÔËÅ Ó B ÌÉÎÉÑÍÉ, ÇÄÅA;B;C = 1; 2; : : :, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ [24℄. ïÂ-ÓÕÖÄÁ×ÛÅÊÓÑ ×ÙÛÅ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ M × 2N ÒÅÛÅÔËÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ËÏÒÏÂËÅ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, A = B = N , É C =M −N .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × A×B ×C ËÏÒÏÂËÅËÁË 
A;B;C . ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ� ×ÈÏÄÉÔ Ó ×ÅÓÏÍ W (�), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÏÔ W (�), É ÂÕÄÕÔÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ËÁË NA;B;C [W ℄. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ
NA;B;C [W ℄ = ∑�∈
A;B;C W (�): (16)
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òÉÓ. 3. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É �ÌÏÓËÉÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ (ÓÌÅ×Á) É ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ�ÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁ òÉÓ. 2 ËÁË �ÌÏÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ (Ó�ÒÁ×Á).ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÓËÉÈÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ W (�) ≡ 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÕËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ×ÅÓÁ ÒÁ×ÎÙ, aj = bj = j = 1. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉ-ÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÉ � = 0 ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �1; : : : ; �NÉ �1; : : : ; �N , ÓÍ. (11), É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ Z�=0(�) ≡ Z�=0(�; : : : ; �;�; : : : ; �),ÉÍÅÅÍ
NN;N;M−N [1℄ = Z�=0(1): (17)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) �ÅÒÅÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÇÄÁ ×ÅÓ �ÌÏÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÅÇÏ \ÏÂßÅÍÁ"V (�), Á ÉÍÅÎÎÏW (�) = qV (�); V (�) ≡ ∑i;j>0 �ij ; q ∈ C: (18)



ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 213�ÁËÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ [25℄.ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ ×ÅÓÏ× ÍÏÄÅÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á�ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � É �′ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ V (�)−V (�′) = 1, ÔÏ ÔÏÇÄÁ �ÌÏÓ-ËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ �ÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ òÉÓ. 3) ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ � ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÁËÏ×ÏÊ ÄÌÑ �′ ÓÄ×É-ÇÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÏÄÎÕ �ÏÚÉ�ÉÀ ×�ÒÁ×Ï É ×ÎÉÚ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÅ, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ (18) ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍ-ÍÅ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ×ÅÓÁÍÉ aj = qj , bj = j = 1, j = 1; : : : ; 2N ,ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÀ � = 0 É ÚÎÁÞÅÎÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �j = qj ,�j = qN+j , j = 1; : : : ; N . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
NN;N;M−N [qV ℄ = 1q (M−N)N(N+1)2 Z�=0(q; : : : ; qN ; qN+1; : : : ; q2N ); (19)ÇÄÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ×ÅÓÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂßÅÍÏÍ.éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌØ × ÆÏÒÍÕÌÅ (12) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙëÕ�ÅÒÂÅÒÇÁ (ÓÍ. [11℄, ìÅÍÍÁ 10), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅdet16j;k6N [1− zj+k−11− qj+k−1 ]= q (2N−1)(N−1)N6 ∏16j<k6N (1− qk−j)2 N

∏j;k=1 1− qj−kz1− qj+k−1 : (20)ðÒÉÍÅÎÑÑ (20) �ÒÉ z = qM , ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÏÌÕÞÉÍZ�=0(q; : : : ; qN ; qN+1; : : : ; q2N ) = q (M−N)N(N+1)2 N
∏j=1 N

∏k=1 1− qj−kz1− qj+k−1 ∣

∣

∣

∣z=qM ;(21)É ÉÚ (19) ÉÍÅÅÍ
NN;N;M−N [qV ℄ = N

∏j=1 N
∏k=1 1− qj+M−k1− qj+k−1 ; (22)ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ íÁËíÁÇÏÎÁ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÌÏÓ-ËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ × ËÏÒÏÂËÅ,

NA;B;C [qV ℄ = A
∏j=1 B

∏k=1 C
∏l=1 1− qj+k+l−11− qj+k+l−2 = A

∏j=1 B
∏k=1 1− qj+B−k+C1− qj+k−1 (23)



214 á. ç. ðòïîøëï�ÒÉ A = B = N É C =M −N .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÉ � 6= 0. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÚÄÅÓØÓÌÕÞÁÅÍ ËÏÇÄÁ ×ÅÓÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑÍÏÄÅÌØ).þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÌÏÓËÉÈÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ ÓÎÏ×Á Ë òÉÓ. 3. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÆÉÇÕ-ÒÁ�ÉÑÈ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á (Í. òÉÓ. 1) ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏ (ÒÁ×ÎÏN(M −N)), Á ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ �ÑÔÏÇÏ ÔÉ�Á ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ ÛÅÓÔÏÇÏÔÉ�Á. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×v1; : : : ; vN É u1; : : : ; uN , ÓÍ. (6), É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ Z(u) ≡ Z(u; : : : ; u;u; : : : ; u),�ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄZ(u) = (u− u−1� )N(M−N) uN(M+N−2)P (u−2); (24)ÇÄÅ P (u−2) ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏ-ÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ �ÑÔÏÇÏÉ ÛÅÓÔÏÇÏ ÔÉ�Ï×, degP = N(N − 1). ðÒÅÆÁËÔÏÒ × (24) ÒÁ×ÅÎ ×ÅÓÕËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁÓ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂßÅÍÏÍ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ òÉÓ. 3, ×ÅÒÛÉÎÙ �ÑÔÏÇÏ ÔÉ�Á ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓËÁÞËÁÍ ×ÄÏÌØ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÈ ÌÉÎÉÊ; ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÞÌÅÎÁk-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × �ÏÌÉÎÏÍÅ P (u−2) ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍàÎÇÁ Õ ËÏÔÏÒÙÈ k ÓËÁÞËÏ× ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÞÉÓÌÁ ÓËÁÞËÏ× ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×:JV(�) = N−1
∑i=1 N

∑j=1 �(�i;j − �i+1;j); (25)ÇÄÅ �(n), n = 0; 1; : : : , | ÆÕÎË�ÉÑ èÅ×ÉÓÁÊÄÁ,�(n) = {1 n > 00 n = 0: (26)éÓ�ÏÌØÚÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÞÉÓÌÁ ÓËÁÞËÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ×ÉÄÁ NA;B;C(x−JV). ðÏÌÉÎÏÍ P (u−2) × (24) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÜÔÉ �Å-ÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÄÁ A = B = N , C = M −N , Á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ
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òÉÓ. 4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÏÍÂÏ× × ÄÉÍÅÒÙ (ÓÌÅ×Á) ÉËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ òÉÓ. 3 × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÍÅÒÏ× ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅÔÉ�Á ËÉÒ�ÉÞÎÁÑ ËÌÁÄËÁ (Ó�ÒÁ×Á). ëÒÕÖËÏÍ ÏÂ×ÅÄÅÎÁ�ÁÒÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÍÅÒÏ×.ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ NN;N;M−N(x−JV) = P (x−1). ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,
NN;N;M−N [x−JV] = �N(M−N)(x− 1)N(M−N)xN(N−1)Z(√x): (27)ðÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ÓËÁÞËÏ× ×ÄÏÌØÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×JH(�) = N

∑i=1 N−1
∑j=1 �(�i;j − �i;j+1); (28)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ NA;B;C(x−JH). ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉÍÏÄÅÌÉ A = B = N , É �ÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ,

NN;N;M−N(x−JH) = NN;N;M−N(x−JV): (29)îÁËÏÎÅ�, ÏÔÍÅÔÉÍ ÏÄÎÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÁ-ÍÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÓËÁÞËÏ× ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÑ-ÄÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ËÁË ÕËÌÁÄÏË ÒÏÍÂÁÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [26℄). ÷ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÎÁÍÉ �ÌÏÓËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÔÁËÉÍÉ ÒÏÍÂÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×Á ÔÉ�Á ÒÏÍÂÏ× Ó ÕÇÌÁÍÉ



216 á. ç. ðòïîøëï45◦ É 135◦ É Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÓÍ. òÉÓ. 3. äÁÌÅÅ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ-�ÉÅÊ �ÌÏÓËÉÈ ÕËÌÁÄÏË ËÁË ÚÁÄÁÞÕ Ï ÄÉÍÅÒÁÈ, ÇÄÅ ÄÉÍÅÒÙ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÒÏÍÂÙ; ÔÒÉ ÔÉ�Á ÒÏÍÂÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÓËÌÅÉ×ÁÎÉÀ ×ÄÏÌØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÍ. òÉÓ. 4. ðÒÉÜÔÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÄÉÍÅÒÁÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÔËÉ ÔÉ�Á ËÉÒ�ÉÞÎÁÑËÌÁÄËÁ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÄÉÍÅÒÁÈ, �ÁÒÁÍÅÔÒ u Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÚÁÉ-ÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÄÉÍÅÒÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÄÉÍÅÒ ÉÍÅÅÔ \ÚÁÒÑÄ" u−1 ÉÄÉÍÅÒÙ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÅÓÌÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÎÁ�ÒÏÔÉ× ÄÒÕÇÁ ÎÁÄÌÉÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÏÄÎÏÇÏ \ËÉÒ�ÉÞÁ"; ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ Ó n �ÁÒÁÍÉ ÄÉ-ÍÅÒÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ x−n = u−2n. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÍÅÒÏ× ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ NN;N;M−N [x−JV],Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Z(√x), ÓÍ. (27).
§4. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÅÄÅÌÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ×Ù×ÏÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍ-ÍÙ × �ÒÅÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ v1; : : : ; vN ; u1; : : : ; uN ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ ËÏÄÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ).þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ(7), ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ä×ÕÍÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. ðÅÒ×ÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ F (x; y) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï ËÁ-ÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ N − 1 ÒÁÚ, ÔÏ ÔÏÇÄÁlimx1;:::;xN→xy1;:::;yN→y 



∏16j<k6N 1(xk − xj)(yk − yj) det16j;k6N F (xk ; yj)= 



N
∏j=1 1(j − 1)!2 det16j;k6N [�j−1x �k−1y F (x; y)]: (30)üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ F (x; y) ×ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ×ÙÞÉÔÁÎÉÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [10℄).÷ÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ y → x × ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÉ ×ÙÛÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ F (x; y) ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ h(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ËÁË



ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 217ÍÉÎÉÍÕÍ 2N − 1 ÒÁÚ, ÔÏ ÔÏÇÄÁlimy→x det16j;k6N [�j−1x �k−1y h(x)− h(y)x− y ]= 



N
∏j=1(j − 1)!2 det16j;k6N [ 1(j + k − 1)!�j+k−1x h(x)] : (31)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ É �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (31) × ×ÉÄÅ�j−1x �k−1y h(x)− h(y)x− y = �j−1x �k−1y 1x− y ∮ ( h(z)z − x − h(z)z − y) dz2�i= �j−1x �k−1y ∮ h(z)(z − x)(z − y) dz2�i= (j − 1)!(k − 1)! ∮ h(z)(z − x)j(z − y)k dz2�i ; (32)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÏÓÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÅÍÕ ÔÏÞËÉ z = x É z = y. ðÏÌÁÇÁÑ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉy = x É ×ÎÏ×Ø �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë×ÙÒÁÖÅÎÉÀ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (31).ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (30) É (31) ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅlimx1;:::;xN ;y1;:::;yN→x ∏16j<k6N 1(xk − xj)(yk − yj) det16j;k6N h(xj)− h(yk)xj − yk= det16j;k6N [ 1(j + k − 1)!�j+k−1x h(x)] : (33)üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉ-ÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ (7) Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ.÷ÙÂÉÒÁÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1; : : : ; xN É y1; : : : ; yN ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÁÇÁÑ xj = u2j , yj = v2j , j = 1; : : : ; N , ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊÓÕÍÍÙ Z = Z(u) = Z(√x) �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅZ = (−1)N(N−1)2 x(M+1)N�N(M−N) det16j;k6N [ 1(j + k − 1)!�j+k−1x (x− 1)MxM−N+1 ] : (34)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÅÄÅÌÅ ×ÙÒÁÖÁ-ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.



218 á. ç. ðòïîøëïðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (34) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ. ÷ �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÊ ËÏÎÔÕÒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. ÷ÏÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ï�ÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ É �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ× ×ÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ,1(j + k − 1)!�j+k−1x (x − 1)MxM−N+1 = ∮ (z − 1)MzM−N+1(z − x)j+k dz2�i ; (35)ÇÄÅ ËÏÎÔÕÒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÎÔÕÒ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ z = x. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïdet16j;k6N (∮ (z − x)2N−j−kf(z;x) dz2�i)= 1N ! ∮ · · ·
∮ N

∏j=1 f(zj ;x) ∏16j<k6N(zj − zk)2 dNz(2�i)N ; (36)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) ÍÏÖÅÔ ÔÁËÖÅ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÏÌÕÞÉÍZ = (−1)N(N−1)2�N(M−N) x(M+1)N ∮ : : :∮ N
∏j=1 (zj − 1)MzM−N+1j (zj − x)2N

×
∏j<k(zj − zk)2 dNz(2�i)N : (37)íÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (37) ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖ ÎÁÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÊÓÑ × [28℄. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×Ù×Å-ÓÔÉ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕÌÕ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.óÔÁÒÔÏ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ Ë Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌÀ (�ÏËÁ ÅÝÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍ) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅ-ÇÏ, ÞÅÍ (36), ÔÏÖÄÅÓÔ×Ádet16j;k6N [∮ (z − x)N−j(z − y)N−kf(z;x; y) dz2�i]= 1N ! ∮

· · ·
∮ N

∏j=1 f(zj ;x; y) ∏16j<k6N(zj − zk)2 dNz(2�i)N : (38)



ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 219÷ÙÂÉÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f(z;x; y) × ×ÉÄÅf(z;x; y) = (z − y)MzM−N+1(z − x)2N ; (39)Á ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × (37) ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÁÓØ �ÒÉ y = 1,�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ×ÙÛÅ ÄÁÅÔZ = 1�N(M−N) N
∏j=1 N !(N + j − 1)! N

∏k=1 (M +N − k)!(M +N − 1)!
× x(M+1)N det16j;k6N [�j−1x �k−1y g(x; y)] ∣

∣

∣y=1; (40)ÇÄÅ ÍÙ ××ÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÀg(x; y) ≡ ∮ (z − y)M+N−1zM−N+1(z − x)N+1 dz2�i : (41)äÁÌØÎÅÊÛÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÉÑ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÆÕÎË�ÉÉ g(x; y). ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ×ÙÞÉÔÁÑ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïdet16j;k6N [�j−1x �k−1y g(x; y)]= det16j;k6N [ 1xj−1yk−1 (x�x)j−1(y�y)k−1g(x; y)] :(42)ðÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ � É �, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØÔÏÖÄÅÓÔ×Ïdet16j;k6N [(x�x)j−1(y�y)k−1g(x; y)]= det16j;k6N [x�y�(x�x)j−1(y�y)k−1 g(x; y)x�y� ] : (43)÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ñ×ÎÙÍ ×ÉÄÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ g(x; y), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÏ×, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍg(x; y) = yN−2g(x=y; 1): (44)ïÂÏÚÎÁÞÁÑ g(x) ≡ g(x; 1) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ(y�y)ng(x=y) = (−x�x)ng(x=y); n = 0; 1; 2; : : : ; (45)



220 á. ç. ðòïîøëïÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÓÅÈ Ó×ÏÊÓÔ× × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù:det16j;k6N [�j−1x �k−1y g(x; y)]= (−1)N(N−1)2 yN(N−2)xN(N−1)2 yN(N−1)2 det16j;k6N [(x�x)j+k−2g(x)] : (46)÷-ÔÒÅÔØÉÈ, �ÏÌÕÞÉÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ g(x). éÚ (41) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ g(x) = 1N !�Nx (x− 1)M+N−1xM−N+1 : (47)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [29, §2.8, (17)℄)�nx 1(x− 1)axb = (b)n(x− 1)a+nxb 2F1(−n; −n− a− b+ 1
−n− b+ 1 ∣

∣

∣

∣

x); (48)ÇÄÅ (b)n | ÓÉÍ×ÏÌ ðÏÈÇÁÍÍÅÒÁ, �ÏÌÕÞÉÍg(x) = (MN) (x − 1)M−1xM+1 2F1(−N; N − 1
−M ∣

∣

∣

∣

x): (49)îÁËÏÎÅ�, ×-ÞÅÔ×ÅÒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÚÄÅÓØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ1=xM+1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÎÅÓÅÎ ÉÚ-�ÏÄ ÚÎÁËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ (46), × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ádet16j;k6N [(x�x)j+k−2g(x)] = det16j;k6N [x�(x�x)j+k−2 g(x)x� ] ; (50)ËÏÔÏÒÏÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ.÷ ÉÔÏÇÅ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÓÕÍÍÙZ = (−1)N(N−1)2�N(M−N) (MN)N N
∏j=1 N !(N + j − 1)! N

∏k=1 (M +N − k)!(M +N − 1)!
× 1xN(N−1)2 det16j;k6N [(x�x)j+k−2p(x)] ; (51)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ p(x) ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊp(x) = (x− 1)M−1 2F1(−N; N − 1

−M ∣

∣

∣

∣

x): (52)



ðñ�é÷åòûéîîáñ íïäåìø 221ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ. óÄÅÌÁÅÍ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉp(x) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ üÊÌÅÒÁ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ2F1(a; b ∣

∣

∣

∣

x) = (1− x)−a 2F1(a; − b ∣

∣

∣

∣

xx− 1) (53)É �ÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = x=(x−1). �ÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù × (51) �ÅÒÅ�ÉÛÕÔÓÑ × ×ÉÄÅ(x�x)j+k−2p(x) = Æj+k−2(t− 1)b 2F1(a; b ∣

∣

∣

∣

t); Æ ≡ t(t− 1)�t; (54)ÇÄÅ a = −N; b =M +N − 1;  = −M: (55)æÏÒÍÕÌÁ (54) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (51) ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊÓÕÍÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË � -ÆÕÎË�ÉÅÊ ÛÅÓÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÎ-ÌÅ×Å, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÑÍ [30℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ× [31℄, ÇÄÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ Ó×ÑÚØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÔÉ�Á (51) Ó ÁÎÓÁÍÂÌÑÍÉ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�).á×ÔÏÒ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ î. í. âÏÇÏÌÀÂÏ×Õ É á. ÷. ëÉÔÁÅ×Õ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ì. á. �ÁÈÔÁÄÖÑÎ, ì. ä. æÁÄÄÅÅ×, ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É XYZÍÏÄÅÌØ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ. | õíî 34 (1979), no. 5, 13{63.2. V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, A. G. Izergin, Quantum inverse satteringmethod and orrelation funtions. | Cambridge University Press, Cambridge,1993.3. P. P. Kulish, Quantum di�erene nonlinear Shroedinger equation. | Lett. Math.Phys. 5 (1981), 191{197.4. V. S. Gerdjikov, M. I. Ivanov, P. P. Kulish, Expansions over the \squared" solutionsand di�erene evolution equations. | J. Math. Phys. 25 (1984), 25{34.5. N. M. Bogoliubov, R. K. Bullough, G. D. Pang, Exat solution of a q-boson hoppingmodel. | Phys. Rev. B 47 (1993), 11945{11498.6. î. í. âÏÇÏÌÀÂÏ×, ð. ð. ëÕÌÉÛ, �ÏÞÎÏ-ÒÅÛÁÅÍÙÅ ÍÏÄÅÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÎÅÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ Ï�ÔÉËÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 398 (2012), 26{54.7. N. M. Bogoliubov, T. Nasar, On the spetrum of the non-Hermitian phase-di�erene model. | Phys. Lett. A 234 (1997), 345-350.8. V. E. Korepin, Calulations of norms of Bethe wave funtions. | Commun. Math.Phys. 86 (1982), 391{418.9. á. ç. éÚÅÒÇÉÎ, óÔÁÔÓÕÍÍÁ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ. |äáî 297 (1987), 331{334.
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