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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ I = {0; 1}∞ Ó �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× B, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÍÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ [x1; x2; : : : ; xn℄, xi ∈ {0; 1}, n ∈ N, ÍÅÒÕ �a; Ñ×ÌÑÀÝÕÀ-ÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ∏∞1 (a; 1 − a) ÍÅÒ âÅÒÎÕÌÌÉ (a; 1 − a); 0 < a < 1;É Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ P . á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ�ÒÉÍÅÒÏÍ ÁÄÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÓÍ. [1℄). ïÎ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ1 × [2℄É ÉÚÕÞÁÌÓÑ × ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ, ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [3℄ É ÓÓÙÌËÉ × ÎÅÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ g ∈ L2�a(I) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜÒÇÏÄÉÞÅ-ÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ Sgx(j) = j−1

∑k=0 g(P kx): (1)ðÏ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ �.×. x1n Sgx(n) −−−−→n→∞

1
∫0 g d�a:÷ ÒÁÂÏÔÅ [19℄ ü. öÁÎ×ÒÅÓÓ, �. ÄÅ ÌÑ òÀ É é. ÷ÅÌÅÎÉË �ÒÅÄÌÏÖÉ-ÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÏÔ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÌÑÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ l ÏÎÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ2'gx;l(t) = Sgx(t · l)− t · Sgx(l)Rgx;l (2)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÒÉ×ÁÑ�ÁËÁÇÉ.óÔÁÔØÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 14-01-00373.1üÔÏÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÎÅÅ (ÂÅÚ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ É Ó×ÑÚÉ Ó ÇÒÁÆÏÍðÁÓËÁÌÑ) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ × [16℄ É [21℄.2æÕÎË�ÉÑ Sgx(j) ÌÉÎÅÊÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ j.224



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 225ÉÚ C[0; 1℄ (�ÁÒÁÍÅÔÒ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ { ÜÔÏ x ∈ I) ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ Rgx;l, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÅ, ÅÓÌÉ maxt |Sgx(t l) − tSgx(l)| −−−→l→∞
0, É �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍmaxt |Sgx(t l)− tSgx(l)| × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÉ g É ÔÏÞËÉ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ln(x), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ'gx;ln(x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ 'gx × ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ, ÔÏ 'gx(·) ÎÁÚÙ-×ÁÀÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÅÅ ÇÒÁÆÉË �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, Á �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ln(x) ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.÷ [19℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ g = g(x1; : : : ; xN ), ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ 
ov�a(g; N∑i=1 ri) 6= 0; (3)ÇÄÅ ri(x) = (−1)xi , i ∈ N; { ÆÕÎË�ÉÉ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ. çÒÁÆÉËÏÍ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ limn→∞

'gx;ln(x)(·) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ �a-�.×. x ÏËÁÚÁÌÁÓØËÒÉ×ÁÑ �ÁËÁÇÉ �ÒÉ a = 1=2 É ÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÉ ÄÒÕ-ÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ a. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × [19℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ�ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ, ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ limn→∞
'fx;ln(x). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {lk(x)}k ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ×ÙÂÉÒÁÅÍÙÅ�Ï ÔÏÞËÅ x (�ÏÄ)�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×lk(x) = (nk(x)k(x) ); ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ k(x)nk(x) −−−−→k→∞

a. üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÒÁÂÏÔÙ [19℄ ÂÕÄÕÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 4{6ÎÉÖÅ.ïÄÎÁËÏ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. ÷ § 4.1 ÒÁÂÏÔÙ [19℄ Á×ÔÏÒÙ �ÒÉ×ÅÌÉ �ÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ × ��. 4.1 É 4.2 Á×ÔÏÒÙ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÑÍÏÓÔÁ×ÑÔ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ.÷Ï�ÒÏÓ 1. ëÁËÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �É-ÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f?á×ÔÏÒÙ ÒÁÂÏÔÙ [19℄ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ Ä×Å �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ �ÁËÁÇÉ É ÕÞÁÓÔËÉ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕ-ÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.



226 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷÷Ï�ÒÏÓ 2. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ L2�a(I), ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3)3limN→∞

ov�a(g; N∑i=1 ri) 6= 0; (4)ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ?äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÅÌ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (4) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ, Á×ÔÏÒÙ ÒÁÂÏÔÙ[19℄ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:

∑N>1 ‖E�a(g|FN+1)− E�a(g|FN )‖2 <∞; (5)ÇÄÅFN ,N ∈N,{ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ(x1;: : :; xN):ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ { ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ Ä×ÕÈ ÔÅÏÒÅÍ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ4a = 1=2.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ P { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ(I;B; �1=2), N ∈ N É g ∈ FN { ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ �ÉÌÉÎ-ÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. äÌÑ �1=2-�.×. x �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ�g;xT 11=2, ÇÄÅ �g;x = ±1.2. åÓÌÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [0; 1℄ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �g;x; �g;x, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ limn→∞
'gx;ln(x) = �g;xT 11=2 + �g;xT 21=2 × C[0; 1℄;ÇÄÅ T 11=2 É T 21=2 { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ 12T 11=2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ �ÁËÁÇÉ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÆÕÎË�ÉÉ {T ka }k>1 ÉÚ×ÅÓÔÎÙ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ × Ó×ÑÚÉ Ó \sum-of-binary-digits-problem", �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. × § 7. ÷ § 3 �ÏÓÔÒÏÅÎ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ3îÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÁÂÏÍÕ �ÒÉÎ�É�Õ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [29℄), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÁÑÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ.4íÅÒÁ �1=2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ �1=2 �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ� : I → [0; 1℄, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÍ ÔÏÞËÕ x ∈ I × ∞

∑i=1 xi2i ∈ [0; 1℄:
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{T ka }k>1 É �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁ-ÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ �T 1a + �T 2a �ÒÉ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ a.äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �T 1a + �T 2a × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ5 �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÞÁÓÔ-ËÏÍ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ T 2a (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 × § 3).÷ÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (5) ÉÚ ×Ï�ÒÏÓÁ 2 ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ gÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ � ÎÁ ÁÄ-ÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å Z2 �ÅÌÙÈ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ËÕÂÏÍ I . íÅÔÒÉËÁ � ÎÁ I ∼ Z2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ: �(x; y) = ||x − y||; ÇÄÅ ||z|| = 2−u(z) { ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ;ÚÄÅÓØ u(z) { ÎÏÍÅÒ �ÅÒ×ÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z ∈ Z2.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C�(I) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ × ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÉ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ �.6 äÌÑ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ ∞

∑t=0 
twt ÆÕÎË�ÉÉg ∈ L2�a(I) �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ {wt}∞t=1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Bm ÓÕÍÍÕ
∞
∑t=m+1 |
t|.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ P { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ(I;B; �1=2), N ∈ N, ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ C�(I) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (5) ÉÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÁ æÕÒØÅ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÕÓÌÏ×ÉÅ Bn = o(2−n), n → ∞. ðÏÌÏÖÉÍ �g = −sgn( ∞

∑j=1 
ov(rj ; g)).�ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. äÌÑ �1=2-�.×. x �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ �gT 11=2.2. åÓÌÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [0; 1℄ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ �gT 11=2.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉg ∈ C�(I) × ÒÑÄ æÕÒØÅ �Ï ÆÕÎË�ÉÑÍ õÏÌÛÁ {wt}∞t=1 (× ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉðÜÌÉ). îÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÜÒÇÏÄÉÞÅ-ÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ Swtx (j), ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ Ï�ÅÎÉÔØ �ÏÒÑÄÏË ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÈ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Rwtx;l (ÜÔÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÓÁÍÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ) É5óÄ×ÉÇÁ, ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.6üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ,×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ É Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.



228 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷× ÉÔÏÇÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ limn→∞
'wtx;ln(x). éÍÅÎÎÏ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Ï �ÒÅÄÅÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 'gx, ÅÓÌÉ g ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ ÉÚ ×Ï�ÒÏÓÏ× 1É 2.òÁÂÏÔÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÒÁÂÏÔÙ [19℄.÷ § 3 Ï�ÉÓÁÎ ËÌÁÓÓ ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÉÔ Ï�ÉÓÁÔØ�ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, Á ÔÁËÖÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ.ðÁÒÁÇÒÁÆ 4 �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ; × ��. 4.3É 4.4 �ÏÌÕÞÅÎÙ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1 É 2. ÷ § 5 �ÒÅÄÌÏÖÅÎ �ÏÄÈÏÄ ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ �a. ÷ § 6 ÍÙ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÓ×ÑÚÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ Ó�ÅËÔÒÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ. ÷ § 7 ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÁ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÎÁÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. îÁËÏÎÅ�, �ÏÓÌÅÄÎÉÊ �Á-ÒÁÇÒÁÆ 8 ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÊ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ á. í. ÷ÅÒÛÉËÕ Éá. á. ìÏÄËÉÎÕ ÚÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ, �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.

§2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ÅÒÛÉÎÕ (ÔÏÞËÕ) x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ I ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË x1; x2;: : : ; xn ÄÌÉÎÙ n �ÕÔÉ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÎÕÌÅÊ7, ÔÏ �ÕÔØ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ×ÅÒÛÉÎÕ (n; k) ÇÒÁÆÁ ðÁÓËÁÌÑ.îÁ ÔÏÞËÁÈ (�ÕÔÑÈ) Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ8(ÓÍ. [2℄): x 7→ Px; P (0m−l1l10 : : : ) = 1l0m−l01 : : : (6)(ÚÁ�ÉÓØ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ xi, i > m+3, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚ-ÍÅÎÎÙÍÉ).óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÅ æÉÎÅÔÔÉ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ { ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �a = ∏∞1 (a; 1 − a) ÍÅÒÙâÅÒÎÕÌÌÉ (a; 1− a); ÇÄÅ 0 < a < 1.7é, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, n− k ÅÄÉÎÉ�.8ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ.



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 229äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÕÔÉ (ÔÏÞËÉ) x = (x1; x2; : : : ; xn; : : : ) ÉÚ I ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Jn(x) �ÉÌÉÎÄÒ [x1; : : : ; xn℄. ÷ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ �ÉÌÉÎÄÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÅÒÛÉÎÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ In = n
∏1 {0; 1}. �ÏÇÄÁ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÈÏÄÏÍË ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.÷ÅÒÛÉÎÙ (�ÉÌÉÎÄÒÙ), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÓÅÞÅÎÉÀ ËÕÂÁ In �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍÓ k ÎÕÌÑÍÉ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ,ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÜÔÁÖÉ ÂÁÛÅÎ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ, ÓÍ. [3℄. üÔÉ ÂÁÛÎÉ ÍÙÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ �n;k; 0 6 k 6 n; n ∈ N. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÁÛÎÑ �4;2 ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÛÅÓÔÉ �ÉÌÉÎÄÒÏ×: 0 0 1 10 1 0 11 0 0 10 1 1 01 0 1 01 1 0 0 (7)á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ ÉÚ ÂÁÛÎÉ �n;k ⊂ I , 0 6 k 6 n; ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ�Ï ÏÂÙÞÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÕ x ∈ I , ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ i-Í ÜÔÁÖÅ ÂÁÛÎÉ �n;k,ÏÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÁ (i + 1)-Ê ÜÔÁÖ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÙÅ nËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ x.äÌÑ ÂÁÛÎÉ �n;k ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �n;k(i) �ÉÌÉÎÄÒ ÎÁ i-Í ÜÔÁÖÅÜÔÏÊ ÂÁÛÎÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �4;2(1) = [1100℄: ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏn ÎÁÂÏÒ ÂÁÛÅÎ {�n;k}nk=0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ×ÓÅ 2n �ÉÌÉÎÄÒÏ×, ×ÓÑËÁÑÔÏÞËÁ x ∈ I ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁÖÅ i ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÁÛÎÉ �n;k(x).éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÜÔÁÖÁÈ ÂÁÛÎÉ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ, ÅÓÌÉ ÂÒÁÔØ n ÎÅ �ÏÄÒÑÄ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 ([19℄ ÉÌÉ [18, ÌÅÍÍÁ 2.5℄). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 É ÄÌÑ �a-�ÏÞÔÉ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÁÛÅÎ �nj ;knj ,ÇÄÅ nj = nj(x), knjnj → a, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �É-ÌÉÎÄÒÏ× �nj ;knj (i), ÇÄÅ 1 6 i 6 "( njknj).óÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ lj , ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ,ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ × ×ÉÄÅ (njkj). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ tx ÎÏÍÅÒÁi ÜÔÁÖÁ ÂÁÛÎÉ �nj ;kj ; ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ x, Ë ×ÙÓÏÔÅ ÂÁÛÎÉ, ÒÁ×ÎÏÊ
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(njkj), ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÓÔÉ �Ï t ÆÕÎË�ÉÊ 'gx;l(t), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÂÁÛÅÎ �n� ;k� ; ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ k�n� → a; ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÁÛÎÅ�n� ;k� (1). ï�ÉÓÁ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ �a-�.×. x.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ x ∈ I × ∞

∑i=1 xi2i ∈[0; 1℄, Á ÞÅÒÅÚ I0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x ∈ I , �Ï-ÓÔÏÑÎÎÙÈ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ; ÞÅÒÅÚ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : I \I0 → [0; 1℄\GÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈÓÉÓÔÅÍ (I;B; P; �a) É ([0; 1℄;B; T; �a) (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÙ [26℄ É [3℄), ÇÄÅ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ T ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ x ∈ [0; 1℄; �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÒÁÍ �a ÎÁ I ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÒÙ �a ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÅÒÅ �1=2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ �1=2), Á ×ÓÑËÏÍÕ �ÉÌÉÎÄÒÕ [!1; : : : ; !n℄ (ÜÔÁÖÕ ÂÁÛÎÉ) ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ-ÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó (!1; : : : ; !n) × ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ FN , N < n. ðÏÓÔÒÏÉÍÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ F fn;k(·) = Sfx∈�kn(1)(·); ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÜÔÁÖÁÈ ÂÁÛÎÉ, É �ÏÌÁÇÁÑ F fn;k(0) = 0:F fn;k(i) = i
∑j=1 f(�n;k(j)); 0 6 i 6

(nk); i ∈ N: (8)æÕÎË�ÉÑ F fn;k(·) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ. äÌÑ ÎÅ�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ ÍÅÖÄÕÕÚÌÁÍÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ. ðÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÂÁÛÎÉ �4;2 ÉÆÕÎË�ÉÉ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ (×ÚÑÔÏÊ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ) −r1(x) =(−1)x1 , x ∈ I; �ÒÉ×ÅÄÅÎ × ÔÁÂÌÉ�Å É ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1 ÎÉÖÅ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ hfN;k ÓÕÍÍÕ ×ÄÏÌØ ÂÁÛÎÉ �N;k:hfN;k = F fN;k((Nk ))ÄÌÑ k = 0; : : : ; N .æÕÎË�ÉÀ g ×ÉÄÁ f−f◦T+C; ÇÄÅ f ∈ L∞; Á C { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ,ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ.



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 231i âÁÛÎÑ �4;2 −r1 F−r14;2 (i)6 0011 -1 05 0101 -1 14 1001 1 23 0110 -1 12 1010 1 21 1100 1 10 0�ÁÂÌÉ�Á 1. úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ F−r14;2 ×ÄÏÌØ ÂÁÛÎÉ �4;2.

òÉÓ. 1. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ F−r14;2 .óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ [19℄ × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 4 ([19, ÌÅÍÍÁ 2.2℄). ãÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ FN ËÏÇÏ-ÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ hN;k ∝
(Nk ) ÄÌÑk ∈ {0; : : : ; N}:�ÅÏÒÅÍÁ 5 ([19, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.4℄). ðÕÓÔØ g { �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ FN . �ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



232 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷1. äÌÑ �a-�.×. x �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 'gx ∈ C[0; 1℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,ÔÏ ÅÓÔØ 'gx;lj(x) L∞

−−−→j→∞
'gx;ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g ÎÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ.2. ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 'g(t) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ ai, i > 1.3. éÚ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ limk→∞
'gx;lk(x)(ti;k(x)) = 'gx(ai) × ÔÏÞ-ËÁÈ ×ÉÄÁ ti;k(x) = (nk(x)−ik(x)−i )(nk(x)k(x) ) , ÇÄÅ i > 0; ×ÄÏÌØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÅÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ lk(x) = (nk(x)k(x) ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØ limk→∞

'gx;lk(x) = 'gx:÷ ÒÁÂÏÔÅ [19℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 'g(t) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔËÌÁÓÓÕ ËÒÉ×ÙÈ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉ×ÁÍÉ∇a. ëÏÎÓÔÒÕË-�ÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × §3 ÎÉÖÅ. äÌÑ ÎÁÓ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖ-ÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ '(ai) = �kpi�pk |p=a ÄÁÎÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ Ó ËÒÉ×ÙÍÉ T ka , ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 8 ÎÉÖÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 6 ([19, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5℄). äÌÑ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ FN ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ 
ov�a(f; N∑i=1 ri) 6= 0; �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ T 1a .äÌÑ x ∈ �n;k(1) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 'gn;k ÆÕÎË�ÉÀ 'gx;(nk), Á ÞÅÒÅÚ Rgn;kÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ:'gn;k(t) = F gn;k(t(nk))− t · F gn;k((nk))Rgn;k : (9)ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 5 Á×ÔÏÒÁÍÉ ÒÁÂÏÔÙ [19℄ ÂÙÌÏ �ÒÏ×ÅÒÅ-ÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {kl}∞l=1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ kln(kl) −−−→l→∞a, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {klj}∞j=1, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏ-ÉÓÈÏÄÉÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ: limj→∞
'gn(klj );klj ∈ C[0; 1℄: ÷ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ × �. 4.3 ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÔÏÞÎÙÊ ×ÉÄ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ×ÄÏÌØ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÅÒ-×ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ.
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§3. ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈãÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ { Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ T ka , a ∈ (0; 1), k ∈ N, É Ï�ÉÓÁÔØ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ.3.1. äÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ×ÅÝÅÓÔ-×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ìÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ x ∈ [0; 1℄ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÄÉÁÄÉÞÅ-ÓËÏÍ ×ÉÄÅ: x = ∞

∑k=0!k2−k = ∞
∑n=0 2−mn ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m0 6 m1 6 · · · 6 mn 6 : : : . ÷ÏÚØÍÅÍ a ∈ (0; 1):÷ÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ y ∈ [0; 1℄ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅy = ∞

∑k=1!kak−sk−1(1− a)sk−1 = a1− a ∞
∑k=1!kak−sk (1− a)sk ; (10)ÇÄÅ !k ∈ {0; 1}, sk = k

∑j=1!j É (× �ÅÒ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ) s0 = 0: �ÁËÕÀ ÚÁ�ÉÓØ9ÎÁÚÏ×ÅÍ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ. úÁ�ÉÓØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÄÌÑ �.×. y ∈ [0; 1℄; ÏÄÎÁËÏÄÌÑ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (Ô.Å. ÔÏÞÅË Ó !l0−1 = 0; !k = 1; k > l0),ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ: ËÏÎÅÞÎÏÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ.íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:y = l0
∑k=1!kak−sk−1(1− a)sk−1 :÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÕ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ �ÉÛÅÍ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ [0; 1℄ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ!j(y) É sj(y), Á ÔÁËÖÅ l0(y), ÅÓÌÉ y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ×ÍÅÓÔÏ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ !j ; sj É l0.þÉÓÌÁ y ∈ [0; 1℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ limj sj(y)n = 1−a; ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ a = 12 { ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉÞÉÓÌÁÍÉ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2.9úÁ�ÉÓØ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ó. ëÁËÕÔÁÎÉ [21℄ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÜÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [12℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÎÏÊÆÏÒÍÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ y = ∞

∑0 (1 − a)naln ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ l0 6 l1 6 · · · 6 ln 6 : : : , É ÎÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÍ.



234 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷úÁÄÁÀÝÕÀ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (!j(y))∞j=0, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÕÄÏÂÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó �ÕÔÅÍ × ÇÒÁÆÅðÁÓËÁÌÑ. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ a = 1=2, ÔÏÏÔÒÅÚÏË (!1 !2 !3) = (1 0 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÕ [ 58 ; 68 ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÄÒÕ-ÇÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ ([0; 1℄;B[0; 1℄; T; �a); ËÏÔÏÒÏÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ([0; 1℄;B[0; 1℄;Ka; �1=2); ÇÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ, ÎÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍKa ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÁ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ La ÍÅÒÙ �a, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓ-ÓËÁÚÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ:La ◦ P = Ka ◦ La:á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Ka ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [21℄ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ëÁËÕÔÁÎÉ.3.2. óÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ìÅÂÅÇÁ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÎÅÊ ËÌÁÓÓÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ a É b �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (0; 1). íÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b(·) : [0; 1℄ → [0; 1℄, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÞÉ-ÓÌÏ x, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ × a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ × ×ÉÄÅx = ∞
∑k=1!kak−sk−1 (1− a)sk−1 ;× Sa;b(x) = ∞

∑k=1!kbk−sk−1(1− b)sk−1 : (11)æÕÎË�ÉÉ Sa;b(·) ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × [9℄ É ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × [11℄. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, × ÒÁÂÏÔÅ [9℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ a 6= b ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ.÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a = 12 6= b �ÏÌÕÞÁÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ (ÓÍ.ÒÁÂÏÔÙ [25℄ É [10℄) ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÒÙ �b, ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×Á-ÅÍÕÀ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ìÅÂÅÇÁ ÉÌÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÅ òÁ-ÍÁ; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [22℄ É [23℄. üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Lb(x).îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [23℄), ÞÔÏ × Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ×ÉÄÁ k2l ; 0 6 k 6 2l − 1, ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ k−1
∑j=0 bj−s2(j)(1 − b)s2(j),



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 235ÇÄÅ s2(j) { ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁj. üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ(power/binomial)-sum-of-digits problems × ÒÁÂÏÔÅ [23℄10 É ÂÏÌØÛÏÍ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Å ÂÏÌÅÅ ÒÁÎÎÉÈ ÒÁÂÏÔ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Ï Ó×ÑÚÉ Ó ÉÚÕÞÁÅÍÙÍÉ ×ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÓÍ. × § 7 ÎÉÖÅ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Lb ◦ L−1a = Sa;b.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉx0 = l0
∑j=1 !j(x0)aj(1− aa )sj−1(x0)É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ∈ [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÑ Sa;b ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ:Sa;b(x0 + al0(1− aa )sl0 (x0)x) = Sa;b(x0) + bl0(1− bb )sl0 (x0)Sa;b(x): (12)÷Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (12) �ÒÉ×ÅÄÅÎ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 8.1.1. æÏÒÍÕÌÁ (12)ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b(x) ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [x0; x0+al0( 1−aa )sl0 (x0)℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÁÔÀÒÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÆÕÎ-Ë�ÉÉ Sa;b, ÓÖÁÔÏÊ × bl0( 1−bb )sl0 ÒÁÚ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ É × al0( 1−aa )sl0 (x0) ÒÁÚ�Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ.äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ Sa;b(·) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉËÁË ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÅ òÁÍÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ [14℄, ÓÉÓÔÅÍÁ11

{G(ax) = bG(x);G(a+ (1− a)x) = b+ (1− b)G(x) (13)ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ G∗, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [9℄, ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó Sa;b.éÚ (13) ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b:(a) Sa;b ◦ Sb;
 = Sa;
;(b) S−1a;b = Sb;a;(
) Sa;b(1− t) = 1− S1−a;1−b(t); t ∈ [0; 1℄;ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ a; b; 
 ∈ (0; 1):10óÍ. ÔÁËÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ × [15℄.11óÌÕÞÁÊ a = 12 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÓÁÍÉÍ ÄÅ òÁÍÏÍ, ÓÍ. [13℄.



236 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ëÌÁÓÓ Sa;b(·) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ12 (ÓÍ. [11℄)T ka := �kSa;b�bk |b=a:ðÒÉ a = 1=2 É k = 1, Ô.Å. ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ 12T 11=2, ÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �ÁËÁÇÉ, ÓÍ. [27℄. æÕÎË�ÉÉ T ka ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÍÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ �ÁËÁÇÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ (ÓÍ. [11℄), ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÎÉÇÄÅ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ13.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÆÕÎË�ÉÀ Sa;b �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ b É �ÏÌÁÇÁÑ b ÒÁ×ÎÙÍa; ÓÏÇÌÁÓÎÏ (11), �ÏÌÕÞÁÅÍ Ñ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ T ka :T ka (x) := ∞
∑j=1 !j �k�bk ((1− b)sj−1bj−sj+1)|b=a= k!∑j>1 !j k

∑i=0(−1)i(sj−1i )(j − sj−1k − i ) aj−k(1− aa )sj−1−i; (14)ÇÄÅ x = ∞
∑j=1!jaj−sj−1 (1 − a)sj−1 . óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. æÕÎË�ÉÉ T ka (x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉÏÔ a.äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ T 1a ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÅ òÁÍÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

{T 1a (ax) = a T 1a (x) + x;T 1a (a+ (1− a)x) = (1− a)T 1a (x) + 1− x: (15)äÌÑ T ka , ÇÄÅ k > 2; �ÏÌÕÞÁÅÍ
{T ka (ax) = a T ka (x) + k T k−1a (x);T ka (a+ (1− a)x) = (1− a)T ka (x)− k T k−1a (x): (16)12éÈ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ T ka = �kLb�bk |b=a ◦ L−1a .13üÔÏ ÒÅÚËÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔ ÉÈ ÏÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, \�ÏÈÏÖÉÈ" ÆÕÎË�ÉÊ �kS 12 ;b�bk |b=a; ÉÚÕ-ÞÁ×ÛÉÈÓÑ × [8℄. ÷ [8℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ �.×. ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ �ÒÉa 6= 1=2, ÞÔÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [22℄ Ï�ÉÓÙ-×ÁÌÏÓØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ La(x) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, Á ÔÁËÖÅÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ �.×. ÆÕÎË�ÉÉ (T 11=2 ◦ L−1a )(x) �ÒÉ a < 1=2.



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 237ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ËÒÉ×ÙÈ T ka ; k > 1; Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÁ-ÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ Sa;b É ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ14.�ÅÏÒÅÍÁ 7. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k > 1, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉx0 = l0
∑j=1!j(x0)aj( 1−aa )sj−1(x0) É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ∈ [0; 1℄ ÆÕÎË-�ÉÑ T ka ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀT ka (x0 + al0(1− aa )1+sl0−1(x0)x) = T ka (x0) + k

∑�=0 
�T�a (x); (17)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 
� ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ
� = (k�) �k−��ak−� al0−1−sl0−1(1− a)1+sl0−1 (18)É T 0a (x) ≡ x.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (12) �Ï b É, �ÏÌÁÇÁÑ bÒÁ×ÎÙÍ a, �ÏÌÕÞÁÅÍT ka (x0+rx) = T ka (x0)+ k
∑�=0(k�)T �a (x) �k−��ak−� al0−1−sl0−1(1−a)1+sl0−1 : �æÏÒÍÕÌÁ (17) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ T ka (x) ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÄÉÁÄÉ-ÞÅÓËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [x0; x0 + �0℄; �0 = al0(1−aa )1+sl0−1(x0); ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÊ {T ja (x)}j=1 É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ
0x, ËÏÔÏÒÕÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÔÒÅÎÄÏÍ15. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ  ∈ C[0; 1℄Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ � ;
x0;�0 ∈ C[0; 1℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ� ;
x0;�0(x) = 1
 ( (x0 + �0x)−  (x0)− x (x0 + �0)): (19)æÕÎË�ÉÑ � ;
x0;�0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ  (x) ÓÕÖÅÎÉÅÍ ÎÁ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓ-ËÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ó ËÏÒÒÅË�ÉÅÊ ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕ, ËÏÎÓÔÁÎÔÕ É ÔÒÅÎÄ.14þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ a = 12 ÄÏËÁÚÁÎ × [23, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2℄ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (12)15÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ T�a (0) = T�a (1) = 0; � ∈ N.



238 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. îÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [x0; x0+�0℄;ÇÄÅ �0(x0) = al0(1−aa )1+sl0−1(x0), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:�T 1a ;C0x0;�0 (x) = T 1a (x) (20)É �T 2a ;C0x0;�0 (x) = 
 T 1a (x) + T 2a (x); (21)ÇÄÅ C0 = al0(1−aa )sl0 , 
 = − 2 (sl0−l0(1−a))a(1−a) .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7 ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ a-ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÅ [x0; x0 + �0℄ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ T 1a (x) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅT 1a (x0 + �0x) = T 1a (x0) + C1 x+ C0 T 1a (x): (22)äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ T 2a (x) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅT 2a (x0 + �0x) = T 2a (x0) + C2 x+ C0( 
 T 1a (x) + T 2a (x)); (23)ÇÄÅ C� = (2�) ���a� al0−sl0 (1− a)sl0 ; � ∈ {0; 1; 2};
 = −2 (sl0 − l0(1− a))a(1− a) = C1C0 : ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ T 1a (x) Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÒÅÎÄÁ É ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÂÏÊ ÖÅ. äÌÑT 2a (x) ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ×ÉÄÁ 
 T 1a (x) + T 2a (x).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÒÁÆÉË ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �T 1a (x) + � T 2a (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÞÁÓÔËÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÔÒÅÎÄÁ) ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ T 2a (x)? îÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÏÔ-×ÅÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ a ∈ (0; 1) { ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÓÑËÕÀÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ×ÉÄÁ �T 1a (x) + � T 2a (x), �; � ∈ R, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË �ÒÅÄÅÌ × C[0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÊ limxk→z � �T 2a ;
kxk;
k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ xk É
k = al0(xk)−sl0(xk)(1− a)sl0(xk) :



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 239äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ 
 ÒÁ×ÎÙÍ �� . óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, ÆÕÎ-Ë�ÉÑ �T 2a ;
kxk;
k , ÇÄÅ 
k = al0(xk)(1−aa )sl0 (xk); ÒÁ×ÎÁ 
(k)T 1a (x) + T 2a (x), ÇÄÅ
(k) = −2 (sl0(xk) − l0(xk)(1− a))a(1− a)ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ xk. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a ∈ (0; 1), Á ÔÒÁ-ÅËÔÏÒÉÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ �ÌÏÔÎÙ, ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ i − (1 − a)j, ÇÄÅ i; j ∈ N ∪ {0}, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÂÌÉÚÉÔØ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ∈ R:ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ xk ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ 
(k) ÓÔÒÅ-ÍÉÌÏÓØ �Ï k Ë 
. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ �T 2a ;Ckxk (x), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÁ. �õ�ÏÍÑÎÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÂÁÚÏ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÅ [19℄ Á×ÔÏÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ËÌÁÓ-ÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ '
∇
(k)a : [0; 1℄ → R; k ∈ N. þÅÒÅÚ ∇a ÏÎÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× �ÁÒ ÞÉÓÅÌ (xi;j ; yi;j), i > 0, 0 6j 6 i, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ Ä×ÕÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ: xi+1;j+1 = xi;j − xi+1;j Éyi+1;j+1 = yi;j − yi+1;j , ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ \ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉ-ÑÈ" (xi;0; yi;0), i > 0, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÁÒÙ (xi;j ; yi;j), i > 0,1 6 j 6 i. ÷ a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ xi;0 = ai ÆÕÎË�ÉÉ '

∇
(k)a ÚÁ-ÄÁÀÔÓÑ ÔÁË: '

∇
(k)a (xi;0) = yi;0 = i(i− 1) : : : (i− k)ai−k−1; Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈa-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ t ÒÁÎÇÁ i+ 1 { Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ× '

∇
(k)a (t+xi+1;j) = '

∇
(k)a (t) + yi+1;j . óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3.1 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [19℄ ÄÁÎÎÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË �Ï-Ú×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ [0; 1℄. ÷ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÂÏÔÙ [19℄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÒÉ k ∈ N ÆÕÎË�ÉÉ '

∇
(k)a ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ T ka .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (a) T ka (x) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÁÓÓÉ×Á ∇a, É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ (b) ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ × a-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ x(k)i;0 = ai ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (b) ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (14) �ÒÉx = ai. íÙ ÉÍÅÅÍ !j(x) = {1; j = i;0; j 6= i;T ka (ai) = �k�ak ai = i(i− 1) : : : (i− k)ai−k−1:



240 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (a), ÎÕÖÎÏ �ÒÏ-×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ xi+1;j+1 = xi;j − xi+1;j ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ T ka (xi+1;j+1) =T ka (xi;j) − T ka (xi+1;j) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ xi;0 = ai: óÎÁÞÁ-ÌÁ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ xi;j = ai−j(1 − a)j . ó×ÏÊÓÔ×ÏT ka (xi;j) = T ka (xi+1;j+1) + T ka (xi+1;j) ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (14), ÎÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 7. ÷ Å£ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x0 = ai+1−j(1− a)j , x = 1. �çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ T ka (x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �ÒÉ-×ÅÄÅÎÙ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 8.2.1. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÓ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅ-ÓÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ T 11=2, T 21=2 É ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �T 11=2 + �T 21=2,�; � ∈ R, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ a = 1=2.
§4. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ4.1. óÉÓÔÅÍÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ. óÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ òÁ-ÄÅÍÁÈÅÒÁ {rn(y)}∞1 ÎÁ ËÕÂÅ I ÍÏÖÎÏ ËÏÒÏÔËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ16: rn(y) := (−1)yn ; y = (y1; y2; : : : ; yn; : : : ) ∈ I:îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ (× ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ðÜÌÉ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍ w0(y) ≡ 1. þÉÓÌÏ t ∈ N0 �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ××ÉÄÅ t = t020 + t121 + · · ·+ tN−12N−1; ÇÄÅ ti ∈ {0; 1}. ðÏÌÏÖÉÍwt(y) = N−1

∏i=0 (ri+1(y))ti = rt01 (y) · rt12 (y) · · · · · · rtN−1N (y);ÇÄÅ ri { i-Ñ ÆÕÎË�ÉÑ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ.æÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��Ù Z2; ÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × L2�1=2(I). äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2�1=2(I)ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sn(f; y) ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅõÏÌÛÁ{ðÜÌÉ: Sn(f; y) = n−1
∑k=0 
kwk(y);16îÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å Z2, �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÉ � ÏÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ rn(y) =sign( sin (2n�y)), y ∈ [0; 1), n > 1, ÎÁ [0; 1).
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k = 1
∫0 f(y)wk(y)dy.4.2. ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÂÕ-ÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÁ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ�Ï ÆÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ.4.2.1. âÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ k ∈ N;ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ17 �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ak >ak−1 > · · · > ak−s > 0; ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ i = (akk ) + (ak−1k−1 ) + · · · + (ak−sk−s ).äÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÌÉ k-ËÁÓËÁÄÏÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [20, ÇÌ. 10.4℄). ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ18 �N;jk (·) ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�N;jk (i) = (ak −Nk − j ) +(ak−1 −Nk − 1− j)+ · · ·+(ak−s −Nk − s− j):åÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÏÍÅÒ �ÕÔÉ ! = (!1;: : : ; !n) × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ, ×ÅÄÕÝÅÇÏ × ×ÅÒÛÉÎÕ (n; k) (ÓÍ. ÔÁÂÌÉ�Õ 1), ÔÏ�N;jk (i) { ÞÉÓÌÏ �ÕÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ (N; j) É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÝÉÈ �ÕÔÉ ! ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.4.2.2. ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ. äÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ wt = rt01 (y) · rt12 (y) · : : : · rtN−1N (y) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÓÕÍÍÕ s2(t) = N−1

∑i=0 ti. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÁÒÇÕÍÅÎÔÁ i = (akk1) + · · · + (a11 ); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ a1 > N ,×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅFwtn;k(i) = N
∑j=0 hwtN;j�N;jk (i); 0 6 i 6

(nk); (24)17÷ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ \ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ": ×ÏÚØÍÅÍ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ak ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x >
(ak); ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÛÁÇÅ ÚÁÍÅÎÉÍ x ÎÁ x− (ak), Á k ÎÁ k−1 É ÂÕÄÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÏÌØ.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.18÷ÙÂÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ �l(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ l-ÔÅÎØ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á A ⊂ {0; 1}n, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÚÁÍÅÎÏÊ l ÅÄÉÎÉ� ÎÁ ÎÕÌÉ. åÓÌÉ A k-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ (Ô.Å. ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÒÏ×ÎÏ k ÅÄÉÎÉ�), ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÕÓËÁÌÁ{ëÁÔÏÎÙ, |�l(A)| > �0;l(|A|); ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [20℄, Á ÔÁËÖÅ [5℄.



242 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÇÄÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ hwtN;j ÒÁ×ÅÎ (Nj )[2 · ∑l: 062l6m (N−j2l )( jm−2l)(Nm) − 1] É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ wt ×ÄÏÌØ ÂÁÛÎÉ �N;j . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Fwtn;k(i) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t, Á ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ ÏÔ m = s2(t). ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉËÉÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ Swt1x (i) É Swt2x (i) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊõÏÌÛÁ wt1 É wt2 ; Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÆÕÎË�ÉÊ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ i = (akk1) + · · · + (a11 ),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a1 > N , ÓÍ. ÒÉÓ. 4 É 5 × �. 8.2.2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ õÏÌÛÁ ×ÉÄÁ w(2m−1) =m−1
∏i=0 ri+1, m ∈ N. äÌÑ ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁ (24) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÓÏÂÏ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ:Fwtmn;k (i) = m

∑j=0(−1)m−j(mj )�m;jk (i); tm = 2m − 1: (25)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (24) �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 8.1.2.åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ xi;k;n = (n−ik−i), ÔÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ (25) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅFwtn;k(xi;k;n) = Smn−i;k−i · (n−ik−i); (26)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ Smn;k ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅm
∑j=0(−1)m−j(mj ) (k)j(n− k)m−j(n)m(ÞÅÒÅÚ (s)j ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ �ÁÄÁÀÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ s(s−1) : : : (s−j+1)). ðÒÉ n =2k ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Sm2k−i;k−i �ÒÉ k → ∞ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ m > 1, i > 0 { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, k → ∞.�ÏÇÄÁSm2k−i;k−i = {Cli+O( 1kl+2 ); ÅÓÌÉ m = 2l + 1; l ∈ N ∪ {0};Cl(2l+1)(l(i(i− 1)− l)− 2k)+O( 1kl+2 ); ÅÓÌÉ m= 2l; l ∈ N;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Cl ÒÁ×ÅÎ (−1)l+1(2l+1)!!(2k)l+1 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 8.1.3. �



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 243üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÏÓÌÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÔÒÅÎÄÁ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅFwtmn;k (xi;k;n)− xi;k;n
(nk) Fwtmn;k ((nk)) = (Smn−i;k−i − Smn;k) ·

(n− ik − i): (27)ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (9), ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ti;k;n = xi;k;n(nk) ∈ [0; 1℄ É �ÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÎÏÒÍÉÒÕÀ-ÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Rwtn;k:'wtn;k(ti;k;n) = Fwtn;k(ti;k;n(nk))− ti;k;n · Fwtn;k((nk))Rwtn;k : (28)éÚ ÆÏÒÍÕÌ (26) É (28) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ'wtn;k(y) = (−1)m+1'wtn;n−k(1− y); y ∈ [0; 1℄; m = s2(t): (29)4.3. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 É ÆÏÒÍÕÌÙ (28) ÄÌÑÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ g ∈ FN ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ 'gx = limn→∞
'gx;ln(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ (�ÏÔÏÞÅÞÎÙÍÉ) �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ lim�→∞

'gnk� ;k� (ti;k� ;n� )× ÔÏÞËÁÈ ti;k� ;n� = (nk�−ik�−i )(nk�kn� ) ; i > 1; ×ÄÏÌØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ l�(x) = (nk�k� ); ÇÄÅ k�nk� −−−−→�→∞

12 . ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ j� = o(k�); ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ~k� = k� + j� , 2~k� = n� + |j� |. îÁ ÇÒÁÆÅðÁÓËÁÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ j� ÚÁÄÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ(n� ; k�) × ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÕÀ ÎÉÖÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ (2~k� ; ~k�). ðÏÌÏ-ÖÉÍ 
 ÒÁ×ÎÙÍ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ) �ÒÅÄÅÌÕ lim�→∞
j� . äÌÑ �-�.×.x ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ g = wt { ÆÕÎË�ÉÑ õÏÌÛÁ, n� ; k� ; j� { ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ �Ï g É x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, m = s2(t) É 
 = lim�→∞

j� .1. äÌÑ y ∈ [0; 1℄ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ.(a) åÓÌÉ s2(t) = 2 l+ 1; l ∈ Z+, ÔÏ'wtn�;k� (y) −−−−→�→∞
(−1)l+1T 11=2(y):(b) åÓÌÉ s2(t) = 2 l; l ∈ N É |
| = ∞, ÔÏ'wtn�;k� (y) −−−−→�→∞
(−1)l+1T 11=2(y):



244 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷(
) åÓÌÉ s2(t) = 2 l; l ∈ N É |
| <∞, ÔÏ'wtn�;k� (y) −−−−→�→∞
(−1)l+1(2
 T 11=2(y) + T 21=2(y)):ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Rwtn�;k� ÒÁ×ÅÎ19
m(n�k�)((1 + j�) · k−1−[m=2℄ + o(k−2−[m=2℄));ÇÄÅ 
m = {2−l−2(2l + 1)!!; ÅÓÌÉ m = 2l+ 1; l ∈ N ∪ {0};2−l−2l(2l− 1)!!; ÅÓÌÉ m = 2l; l ∈ N:2. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × C[0; 1℄:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (29) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k� 6n=2; ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ j� : óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (27),'wtn� ;k� (ti;k� ;n� ) = (Smn�−i;k�−i − Smn� ;k�) ·

(n�−ik�−i)
(n�k�) :�ÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ n� = 2~k� − j� ; k� = ~k� − j� , �ÏÌÕÞÁÅÍ'wtn� ;k� (ti;k� ;n� ) = (Sm2~k�−j�−i;~k�−j�−i − Sm2~k�−j� ;~k�−j�) ·

(n�−ik�−i)
(n�k�) :÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ j� = o(k�), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÉÍÅÅÍSm2~k�−j�−i;~k�−j�−i − Sm2~k�−j� ;~k�−j�= 





Cl i+ o( 1kl+2� ); ÅÓÌÉ m = 2l+ 1; l ∈ N ∪ {0};Cll(i(i−1)+2ij�)(2l+1) + o( 1kl+2� ); ÅÓÌÉ m = 2l; l ∈ N;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Cl ÒÁ×ÅÎ (−1)l+1(2l+1)!!(2k�)l+1 : ïÔÎÏÛÅÎÉÅ (n�−ik�−i)(n�k�) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ( 12)i �ÒÉ � → ∞. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏlimk→∞
'wtn� ;k� (ti;k� ;n� )= (−1)l+1 









i( 12 )i−1; ÅÓÌÉ m = 2l+ 1; l ∈ N ∪ {0};i( 12 )i−1; ÅÓÌÉ m = 2l; l ∈ N; |
| =∞;
(2
 i+ i(i− 1))( 12 )i−1; ÅÓÌÉ m = 2l; l ∈ N; 
 <∞;19þÅÒÅÚ [·℄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ.



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 245ÇÄÅ 
 ÒÁ×ÎÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ) �ÒÅÄÅÌÕ lim�→∞
j� , Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Rwtn� ;k� ÒÁ×ÅÎ

(n�k�) ·
{2−l−2(2l + 1)!!; ÅÓÌÉ m = 2l+ 1; l ∈ N ∪ {0};2−l−2l(2l− 1)!!(1 + j�); ÅÓÌÉ m = 2l; l ∈ N: (30)óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ ti;k� ;n� = (n�−ik�−i)(n�k�) ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÁÂÏÔÅ [19℄ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅ-ÒÁ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÄÏÌØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2k; k) �ÒÅÄÅÌØÎÏÊËÒÉ×ÏÊ ÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ T 21=2, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÓÆÕÎË�ÉÑÍÉ õÏÌÛÁ ±w2m−1; m > 2. ïÄÎÁËÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ {wt}t>1: �ÁËÖÅ ÎÅ ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ÏÂÝÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ�ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ m ∈ N É ÎÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ m ∈ N Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ T 11=2 É T 21=2 (ÞÔÏ ÂÙÌÏ, ÏÄ-ÎÁËÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÄÌÑÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ 2 6 m 6 7).äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ P { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ(I;B; �1=2), N ∈ N, g ∈ FN { ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ �ÉÌÉÎÄÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. äÌÑ �1=2-�.×. x �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �g;xT 11=2, ÇÄÅ�g;x = ±1.2. åÓÌÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [0; 1℄ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �g;x; �g;x, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏlimn→∞

'gx;ln(x)�g;xT 11=2 + �g;xT 21=2 (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × C[0; 1℄):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5, ÄÌÑ �1=2-�.×. x ÎÁÊÄÅÔÓÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (n� ; k�); ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.÷ÙÂÅÒÅÍ, ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ j� ; ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ~k� = k�+j� ,2~k� = n� + |j� |; É �ÏÌÏÖÉÍ 
x ÒÁ×ÎÙÍ lim�→∞
j� : âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ,ÞÔÏ |
x| = ∞ (ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ �.×. x). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÉÖÅ, ÞÔÏ� ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ



246 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ÆÕÎË�ÉÀ g ∈ FN ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÕÍÍÕ æÕÒØÅg(y) = 2N−1
∑t=0 
twt(y) = N

∑m=0 �gm;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ �gm ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÓÕÍÍÁ ∑t:s2(t)=m 
twt. åÓÌÉ
∑t:s2(t)=m 
t ≡ 
ov�1=2(g; �gm) 6= 0;ÔÏ, × ÓÉÌÕ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ wt ÌÉÛØ ÏÔÞÉÓÌÁ s2(t), �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '�gmx;ln(x) É 'wtx;ln(x) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ �gm ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ20, �ÒÅÄÅÌØÎÏÊËÒÉ×ÏÊ ÄÌÑ ÎÅÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ R�gmn� ;k�ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.íÅÎÑÑ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÅ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏF gn� ;k� = N

∑m=0F �gmn� ;k� ; Á ÚÎÁÞÉÔ, ÄÏ�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 'gn� ;k� (ti;k� ;n� )ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊN
∑m=1 F �gmn� ;k� (ti;k� ;n�(n�k�))− ti;k� ;n� · F �gmn� ;k� ((n�k�))Rgn� ;k� ;ÇÄÅ Rgn�;k� = max16m6N R�gmn� ;k� .ðÕÓÔØm∗ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ∑t:s2(t)=m∗


t 6=0.åÓÌÉ m∗ ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÕ (a) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2, R�gm∗n�;k� =max16m6N R�gmn� ;k� É �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �gT 11=2; ÇÄÅ �g =
−sign ∑t:s2(t)=m∗


t. åÓÌÉm∗ ÞÅÔÎÏ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÕ (b) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ2, R�gm∗n� ;k� = max16m6N R�gmn�;k� (× ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÌÕÞÁÊ (
)ÉÓËÌÀÞÅÎ) É �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �g;xT 11=2; ÇÄÅ �g;x =sign
x · sign ∑t:s2(t)=m∗


t.20üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÔÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ h�gmm;j , 0 6 j 6 m,ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 2472. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ |
x| <∞. �ÁË ËÁË ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔ Rwtn� ;k� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 
onst(n�k�)((1+ j�) ·k−1−[m=2℄� +o(k−2−[m=2℄� ));ÇÄÅ (1 + j�) · k−1−[m=2℄� ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï m, �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÄÌÑ g �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �gm1 É �gm2 ; ÇÄÅ [m1=2℄ = [m2=2℄ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∑t:s2(t)=mi 
t ≡ 
ov�1=2(g; �gmi) 6= 0, i ∈ {1; 2}, ÈÏÔÑ ÂÙÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÕÎËÔÁÍ (a) É (
) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2, �ÒÅÄÅÌØÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �g;xT 11=2 + �g;xT 21=2. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ �g;x�g;x ÒÁ×ÎÏ
ov�1=2(g; �gm1)
ov�1=2(g; �gm2) + 2
x: �÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ãÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ FN ;ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ov�1=2(g; ∑t:s2(t)=mwt) = 0ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m, 1 6 m 6 N .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ �T 11=2 + �T 21=2; �; � ∈ R. �ÁË ËÁËÞÉÓÌÏ a = 1=2 ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ, ÕÞÁÓÔËÉ ËÒÉ×ÏÊ T 21=2 ÎÅ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ×ÓÑ-ËÕÀ ÔÁËÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ, ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ×ÙÛÅ.4.4. óÌÕÞÁÊ ÎÅ�ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ{ ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ 2.þÅÒÅÚ Sn(g; y) = n
∑k=0 
kwk(y) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÒÑ-ÄÁ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ g �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ, Á ÞÅÒÅÚ Bn(g) ÏÓÔÁÔÏËÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÒÑÄÁ: Bn(g) = ∞

∑k=n+1 |
k|:íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ Bn(g) ÕÂÙ×ÁÅÔ ÓÕ�ÅÒÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ:Bn = o(2−n) �ÒÉ n→ ∞:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÑÄ æÕÒØÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. åÓÌÉ g ∈ C�(I); ÔÏ, ËÁËÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ Sn(g; y) ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë g ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ.



248 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ ×ÌÅÞÅÔÕÓÌÏ×ÉÅ (5), �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ × [19℄. þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ S2N−1(g; y) ÍÏÖÅÔÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ E�(g|FN ). ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎ-ËÁ
∑N>1 ‖E�1=2(g|FN+1)− E�1=2(g|FN )‖2 6

∑N>1 |
N | · ‖wN‖2 = ∑N>1 |
N |:ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ (5)21 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ P { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ(I;B; �1=2), N ∈ N, ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ C�(I) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (5) ÉÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÁ æÕÒØÅ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÕÓÌÏ×ÉÅ Bn = o(2−n); n → ∞. ðÏÌÏÖÉÍ �g = −sgn( ∞
∑j=1 
ov(rj ; g)).�ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. äÌÑ �1=2-�.×. x �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �gT 11=2.2. åÓÌÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [0; 1℄ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ �gT 11=2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÚÁ�ÉÛÅÍ g × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ: g(y) = ∞

∑t=0 
twt(y) = ∞
∑m=0 �gm:ëÁË É ×ÙÛÅ, �Ï x ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n� ; k� ; j� ; ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ×ÄÏÌØ (n� ; k�) �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 'w1x ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ õÏÌÛÁ w1 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ. ÷ÙÂÅÒÅÍ, ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ j� ; ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ~k� =k� + j� , 2~k� = n� + |j� |.21õÓÌÏ×ÉÅ (5) ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÉÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÕèÁÒÄÉ H1. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [24℄), ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ H1 ÒÑÄ æÕÒØÅ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ õÏÌ-ÛÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÒÑÄ ∑N>1 |
N |N ÓÈÏÄÉÔÓÑ. æÕÎË�ÉÑ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ �Ï âÁÔÚÅÒÕ{÷ÁÇÎÅÒÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ H1, ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ËÏÔÏÒÏÊ {~
N}N>1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ N
N = ~
N . �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ �Ï âÁÔÚÅÒÕ{÷ÁÇÎÅÒÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔ-ÎÏÊ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ É (5) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 249éÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �.×. x ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ22 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |j� | < n2=3� : �ÁË ËÁË R�gm+1n�;k�R�gmn�;k� < | j�k� |; m > 1, ÄÌÑ �.×.x ÉÍÅÅÍ m�
∑m=2R�gmn� ;k�R�g1n� ;k� −−−−→�→∞

0: (31)ðÏÌÏÖÉÍ m� ÒÁ×ÎÙÍ log2 k� : äÌÑ 1 6 m 6 m� ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ �gmÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ �n� ;k� : ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ gm� ÓÕÍÍÕ m�
∑m=0 �gm; Á ÞÅÒÅÚbm� ÏÓÔÁÔÏË ∞

∑m=m�+1 �gm:�ÁË ËÁË g ∈ C�(I); ÒÑÄ æÕÒØÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, É �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ 'gx;l� × ÔÏÞËÅ t ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊSgx(t · l)− t · Sgx(l)Rgx;l = Sgm�x (t · l)− t · Sgm�x (l)Rgx;l + Sbm�x (t · l)− t · Sbm�x (l)Rgx;l ;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ Sfx ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ (1) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f .ðÏÌÏÖÉÍ Rgx;l ÒÁ×ÎÙÍ R�g1n� ;k� . äÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ × ÔÏÞËÁÈti;k� ;n� = (n�−ik�−i)(n�k� ) ÉÍÅÅÍSgm�x (ti;k� ;n� · l)− ti;k� ;n� · Sgm�x (l)Rgx;l= m�
∑m=1 F �gmn� ;k� (ti;k� ;n�(n�k�))− ti;k� ;n� · F �gmn� ;k� ((n�k�))R�g1n� ;k� :äÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ, × ÓÉÌÕ (31) É ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë �gT 11=2. �ÁË ËÁË

|Sbm�x (t ·l)−t ·Sbm�x | 6 Bm�(n�k�) É, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, k�Bm� ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ÎÕÌÀ, Sbm�x (t · l)− t · Sbm�x (l)R�g1n� ;k� −−−−→�→∞
0:22æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ: ÍÅÒÁ �ÕÔÅÊ x ÓÏÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ |jx� | < √nx� ln(nx�) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÓÍ. [4℄ ÉÌÉ [7℄.



250 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 'gn� ;k� ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë �gT 11=2, ÇÄÅ�g = −sgn( ∞
∑i=1 
ov�1=2(g; ri)): �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ëÁË É × ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÅÓÌÉ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑÕÓÌÏ×ÉÑ (5), ÄÌÑ ÎÅËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ C�(I) ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÏÄÎÁËÏ ÚÎÁË �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x.

§5. óÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈÍÅÒîÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ �a, a 6= 1=2. ïÓÎÏ×-ÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ õÏÌÛÁ{ðÜÌÉ {wt}∞t ÂÏÌØÛÅÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ × L2�a . ïÄÎÁËÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ {wat }∞t , wat = t
∑�=1 da� w� , ÇÄÅ da� { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÄÌÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ wat , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1,ÏÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÅÊ.

§6. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ É Ó�ÅËÔÒ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ Ó×ÑÚØ ÎÁÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ó�ÅËÔÒÁ. îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅ-ÏÒÅÍÁ èÁÌÁÛÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 9 ([17℄). ðÕÓÔØ (
;F ; �; T ) { ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ F �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 1 ÓÕÍÍÁ n−1
∑k=0(1A − �(A)) ◦ T kÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. �ÏÇÄÁ e2�i�(A) { ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T , Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏf ◦ T = e2�i�(A)f:ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � ∈ (0; 1), ÞÔÏ e2�i� { ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ F ,



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 251�(A) = �; É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 1 �ÏÞÔÉ×ÅÚÄÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|
n−1
∑k=0(1A − �(A)) ◦ T k| 6 C:âÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ g = 1A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏÓÕÍÍÁ |

n−1
∑k=0(1A − �(A)) ◦ T k| ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀRgx;ln(x). äÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ∑t:s2(t)=m 
ov�1=2(g; wt) 6= 0 (ÎÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ �1=2 { ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÈ æÕÒØÅ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÁ23 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ? ëÏÎËÒÅÔÎÏ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÏÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ∑t:s2(t)=m 
ov�1=2(1A; wt) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏm?äÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ (f ◦P k(x))∞k=0, x = (x1; x2; : : : ); ÇÄÅ f = f(x1; :::; xk) { �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅ-ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [3℄.�ÅÏÒÅÍÁ 10 (ÓÍ. [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 4℄). îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ (I;B; P; �a) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ �a-�.×. x,×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N É ×ÓÑËÏÊ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÉÉ f , �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÝÅÊ FN ; �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (f ◦P k(x))∞k=0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ �Ï âÅÚÉËÏ×ÉÞÕ{èÅÍÍÉÎÇÕ.åÓÌÉ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 'fx ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(f ◦P k(x))∞k=0 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÞÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ �Ï âÅÚÉËÏ×ÉÞÕ. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ (ÔÏÞÎÅÅ, ÍÅÒÙèÁÁÒÁ �1=2) ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 10 �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ f , ÎÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ.23�.Å. ÆÕÎË�ÉÉ 1A − �(A):
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§7. �ÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÉÓË Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙÄÌÑ ÓÕÍÍÙ Sg(N) = N−1

∑n=0 g(s2(n))ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g : N → R. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁg(y) ≡ y; ÏÔ×ÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÒÏÌÌÏ�Á{äÅÌÁÎÖÁ, ÓÍ. [28℄.÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ [23℄ É [15℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÓÌÕÞÁÉ g(y) = ( ym),m > 0, g(y) = ym É ÄÁÖÅ g(y; t) = exp(t y). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Sg(N)× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ T ka , k > 1.çÒÁÆÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ T 1a É T 2a ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË�ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÔÁË ËÁËÂÁÛÎÀ �n;k Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ðÁÓËÁÌÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÁÂÏÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. [3℄ É [6℄) {j : s2(j) = k}, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �Ï×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ, ÉÚÕÞÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ (8) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ\ÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ"
∑06j<(nk); s2(j)=k g(j);ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ g ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ× × ÄÉÁ-ÄÉÞÅÓËÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ j.

§8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ8.1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.8.1.1. ÷Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (12). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏx = ∞
∑j=1 !jaj−sj−1 (1− a)sj−1 ∈ [0; 1℄:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 1−aa , ÞÅÒÅÚ ~!j ÚÎÁÞÅÎÉÅ !j(x0), ÞÅÒÅÚ ~sjÚÎÁÞÅÎÉÅ sj(x0) ÄÌÑ 1 6 j 6 l0 − 1 É ÞÅÒÅÚ r ÍÎÏÖÉÔÅÌØal0−~sl0−1−1(1− a)~sl0−1+1 = al0 q~sl0−1+1:



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 253ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~!l0 = 1 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞËÉ x0. íÙ ÉÍÅÅÍx0 + rx = l0
∑j=1 ~!jajq~sj−1 + r ∞

∑j=1 !jajqsj−1= l0
∑j=1 ~!jajq~sj−1 + ∞

∑j=l0+1!j−l0ajq~sl0−1+1+sj−1−l0 = ∞
∑j=1 �jajq�sj−1 ;ÇÄÅ �j = {~!j ; 1 6 j 6 l0;!j−l0 ; j > l0 + 1; É �sj = j

∑i=1 �i: ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØSa;b(x0 + rx) = ∞
∑j=1 �jbj(1− bb )�sj−1 = Sa;b(x0) + bl0(1− bb )1+sl0−1Sa;b(x):8.1.2. ÷Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (24). ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ õÏÌÛÁ wt(y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ m = s2(t) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁN−1

∏i=0 (ri+1(y))ti = rt01 (y) · rt12 (y) · : : : · rtN−1N (y);ÇÄÅ ti ∈ {0; 1}. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i = (akk )+(ak−1k−1 )+· · ·+(ak−sk−s ) ÚÁ-ÄÁÅÔ �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ, ×ÅÄÕÝÉÊ × ×ÅÒÛÉÎÕ (n; k). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀFwtn;k(i) ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ wt ÎÁ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÕÔÑÈ (�ÉÌÉÎÄÒÁÈÉÚ �n;k), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ�ÕÔØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ i.òÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ �ÕÔÉ × ÇÒÁÆÅ ðÁÓËÁÌÑ, ×ÅÄÕÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÕ (n; k); ÎÁÄ×Á ËÌÁÓÓÁ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÍ, ËÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (1 ÉÌÉ −1) �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÑ wt. ëÁÖÄÙÊ �ÕÔØ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁÄ×Å ÞÁÓÔÉ: ÎÁÞÁÌÏ ÄÌÉÎÙ N É È×ÏÓÔ ÄÌÉÎÙ (nk) −N . îÁÞÁÌÏ ÄÌÉÎÙ N×ÓÑËÏÇÏ �ÕÔÉ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ (N; j), 0 6 j 6 N ,É �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ wt ÎÁ ×ÓÅÍ �ÕÔÉ. ëÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á �ÕÔÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ (N; j); ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÄÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 2. þÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× (r1; : : : ; rN ), ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ N ÅÄÉÎÉ� ÉÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
{

∏mi=1 rni = 1; 1 6 ni 6 N; 1 6 i 6 m; m 6 N ;ÞÉÓÌÏ ri; ÒÁ×ÎÙÈ −1 �ÒÉ 1 6 i 6 N; ÒÁ×ÎÏ j,
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∑l:062l6m(m2l)( N −mN − j − 2l):ðÕÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ (N; j); ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ { ÜÔÏ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ �ÕÔÉ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ

(Nj )

−
∑l: 062l6m(m2l)(N −mj − 2l ) = ∑l: 162l+16m( m2l + 1)( N −mj − 2l− 1):ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï È×ÏÓÔÏ× ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (ak−Nk−j ) + · · ·+ (a1−N1−j ) (ÂÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÕÌÅÍ).÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:Fwtn;k(i) = N

∑j=0 [

−
(Nj ) + 2 · ∑l: 062l6m(m2l)(N −mj + 2l )]

×
{

(ak −Nk − j )+ · · ·+(a1 −N1− j )

}: (32)8.1.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ðÕÓÔØ (k)j = k(k− 1) : : : (k− j+1) {�ÁÄÁÀÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ, Á (k)�j = k(k + 1) : : : (k + j − 1) { ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ(ÓÉÍ×ÏÌÙ ðÏÈÇÁÍÍÅÒÁ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ (k)j = (−1)j(−k)�j = (k−j+1)�j .äÌÑ a; b ∈ C, 
 ∈ C \ −N ÞÅÒÅÚ 2F1(a; b; 
; z) = F[a; b
 ; z] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÕÓÓÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ z:F[a; b
 ; z] = ∞
∑n=0 (a)�n(b)�n(
)�n znn! :åÓÌÉ a ÉÌÉ b ËÏÎÅÞÎÙÅ, �ÅÌÙÅ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ, ÔÏ ÒÑÄ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ:F[−m; b
 ; z] = m

∑n=0(−1)n(mn) (b)�n(
)�n zn:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ z = −1 É a − b + 1 = 
 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏëÕÍÍÅÒÁ F[ a; b1 + a− b ;−1] = �(1 + a− b)�(1 + 12a)�(1 + a)�(1 + 12a− b) : (33)îÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ�(z)� (z + 12) = 21−2z √� �(2z); (34)



óìõþáêîùå ï�ëìïîåîéñ üòçïäéþåóëéè óõíí 255�(x)�(−x) = − �x sin(�x) ; �(m=2) = (m− 2)!!√�2(m−1)=2 ; m ∈ N: (35)óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔØ \Ó×ÑÚÕÀÝÉÈ" ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ çÁÕÓÓÁ (ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ z) ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×Õ-ÍÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÉÄÁ 2F1(a±1; b; 
; z); 2F1(a; b±1; 
; z); 2F1(a; b; 
±1; z).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏF[a; b+ 1
 ; z]= 1b(z − 1)((1− 
) F[a− 1; b
 ; z]+(
− b−1) F[a; b
 ; z]):þÅÒÅÚ F (a; b; 
) × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ F[a; b
 ;−1].ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ i �ÏÌÕÞÁÅÍF (a; b+ i; 
) = (−1)i2i i
∑j=0 (ij) (1− 
)�j(
− b− i)i−jb�i F (a−j; b; 
−j): (36)ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �ÒÉ k → ∞ ÄÌÑ Smn−i;k−i, ÇÄÅ i{ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÙ ÉÍÅÅÍSmn−i;k−i = (−1)m (k − n) �m(−n+ i) �m · F[ −m; −k + in− k −m+ 1;−1];ÞÔÏ �ÒÉ n = 2k �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ (−1)m (−k) �m(−2k+i) �m · F[

−m; −k+ik−m+1 ;−1]:�ÁË ËÁË d�s = ds(1 + s(s−1)2d + O(d−2)) �ÒÉ |d| → ∞; ÄÌÑ (−k) �m(−2k+i) �mÉÍÅÅÍ(−k) �m(−2k + i) �m = (12)m(1− (m(m− 1)4 − mi2 )k−1)+O(k−2): (37)ðÏÌÏÖÉÍ a = −m; (38)b = −k; (39)
 = a− b+ 1 = k −m+ 1: (40)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÉ b → −∞ÆÕÎË�ÉÊ F[a; b+i
 ;−1], ËÏÔÏÒÙÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (36), ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÒÁÚÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÉ F (a− j; b; 
− j), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ



256 á. ò. íéîáâõ�äéîï÷×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (33). éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (34) É (35), �ÏÌÕÞÁÅÍF (a− j; b; 
− j) = {0; a− j = −2s+ 1;(−1)s2s(2s− 1)!! 1(1+a−b)�s ; a− j = −2s;= {0; a−j = −2s+1;2s(2s−1)!!(1+ s(3s−1)2 ((−b)−1))(b)−s+O(b−s−2); a−j=−2s:ðÕÓÔØ m = −a = 2l. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏ ÞÌÅÎÁ1(−b)l+1 = 1kl+1 ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (36) �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÏÅ É ÔÒÅÔØÅÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË o( 1kl+1 )). ðÏÌÕÞÁÅÍ:F[−2l; −k + i
−2l+ k + 1 ;−1]= (−1)l2l(2l − 1)!!(1 + l(3l− i(i+ 1)− 1)2 k−1 +O(k−2)) 1kl ;ÏÔËÕÄÁSm2k−i;k−i = (−1)l (2l − 1)!!2l (1− l(i(i− 1)− l)2k )k−l +O(k−l−2):ðÕÓÔØ m = −a = 2l + 1. äÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏ ÞÌÅÎÁ 1(−b)l+1 = 1kl+1ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (36) �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÄÁÖÅ ÌÉÛØ ÅÇÏÞÁÓÔØ). ðÏÌÕÞÁÅÍ:F[−2l− 1; −k + i

−2l+ k + 1 ;−1] = (−1)l2l(2l + 1)!! i · 1kl+1 +O(k−l−2);ÏÔËÕÄÁ Sm2k−i;k−i = (−1)l+12−(l+1)(2l + 1)!! i · 1kl+1 +O(k−l−2);ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
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òÉÓ. 2. (a) n = 1; p = 12 . (b) n = 2; p = 12 .

òÉÓ. 3. (a) n = 1; p = 0:3. (b) n = 2; p = 0:3.
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(a) 0 6 i 6 252 (b) i ∈ A2 = {i ∈ N : 0 6 i 6 252;a1(i) > 5}; |A2| = 32òÉÓ. 4. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ Sw17x (i); x ∈ �10;5(1).

(a) 0 6 i 6 252 (b) i ∈ A2 = {i ∈ N : 0 6 i 6 252;a1(i) > 5}; |A2| = 32òÉÓ. 5. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ Sw18x (i); x ∈ �10;5(1).
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