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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ×ÉÄÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ ÔÅÈ ÔÅÍ-ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË �ÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÓÌÏÖÉÌÉÓØ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ÄÏÇÏ×ÏÒÁ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄. �ÁË, �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÉËÓÉÒÕÀÔ ÎÁÂÏÒ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ×É �ÒÁ×ÉÌÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÎÉÍÉ, �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ × ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÖÅÌÁÀÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÄÉËÁÌÏ×, × ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÖÅÌÁ-ÀÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÌÉÕ×ÉÌÌÉÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÎÏÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒ É ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ, �ÒÉÞÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉ-ÅÍ ÌÉÕ×ÉÌÌÉÅ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑÓ×ÑÚØ, [2, 3℄.îÁ �ÒÁËÔÉËÅ, �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, �ÒÉÂÅÇÁÀÔ Ë ÉÎÙÍÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ. ÷ ÏÓÎÏ×Õ ÒÁÂÏÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ ÓÏÌ×ÅÒÁ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ íÏÚÅÓÏÍ [4℄ × ÎÁÞÁÌÅ 1960-ÈÇÏÄÏ×, ÂÙÌÏ �ÏÌÏÖÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ×ÙÑÓÎÉÔØ,ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅp(x; y)dx + q(x; y)dy = 0ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ �(x) ÉÌÉ �(y), ÍÏÖÎÏ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÛÁÇÏ×, ÅÓÌÉ ÚÁËÒÙÔØ ÇÌÁÚÁ ÎÁ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ó Õ�ÒÏÝÅÎÉÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉÕ×ÉÌÌÉÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ÷ Maple ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á-ÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÔÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï ðÅÎÌÅ×Å, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ËÏÎÅÞÎÏÍ×ÉÄÅ, ÁÂÅÌÅ×Ù ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ òÉËËÁÔÉ.196



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 197ÇÒÕ��, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÏÂÌÁÄÁ-ÅÔ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÒÕ��ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÜÔÏ-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ, É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, [5{8℄. íÏÝØMaple × ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÂß-ÑÓÎÑÅÔÓÑ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ 78% �ÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ Ó�ÒÁ×ÏÞÎÉËÁü. ëÁÍËÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, [8℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÑÔØÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÌÉÕ×ÉÌÌÉÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ,ÈÏÔÑ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.îÅÌØÚÑ ÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÊ, É �ÒÁ×ÉÌÁ ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÎÑÌÉÓØÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ, [9, �ÒÉÍÅÞÁÎÉÅ 33℄, Á Ó�ÉÓÏË ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × �ÏÓÔÏÑÎÎÏÍ Õ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÉ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÓÌÏÖÉÌÓÑ ÅÝÅ ×Ï×ÒÅÍÅÎÁ çÁÕÓÓÁ É Ó ÔÅÈ �ÏÒ ÎÅ �ÒÅÔÅÒ�ÅÌ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁÍÅÔÎÙÈ ÉÚ-ÍÅÎÅÎÉÊ. õ�ÏÔÒÅÂÌÑÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ðÅÎÌÅ×Å, ÍÙ ×�ÏÌÎÅÏÝÕÝÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕËÁÚÁÔØ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÕ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ËÁË ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÊ, Á ÎÅ ÓÏ�ÉÏËÕÌØÔÕÒÎÙÊ ÆÅÎÏÍÅÎ? éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅÒÓÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ó�ÉÓÏË ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ ÎÅ �ÏÓÔÕÌÉÒÏ×ÁÌÓÑ ÂÙ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ?÷ÓÅ ÏÂÝÅÕ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÒÅ-ÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ìÁÚÁÒÕÓ æÕËÓ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÏÔÙÓËÁÔØ ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, �Ï-ÌÀÓÏ×; ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ ðÅÎÌÅ×Å, [10{12℄. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÉÌÉ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ, ÉÌÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÌÉ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, [13,ÇÌ. 2℄. ïÄÎÁËÏ ðÅÎÌÅ×Å [13, ÇÌ. 3℄ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÍ × ÅÇÏÞÅÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÅÓÔØ É ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÄÕÔ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÙÍ ÔÒÁÎÓ-�ÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, É �ÏÔÏÍÕ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÝÅÕ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ ÎÁÞÁÌÅ XX ×ÅËÁ ÔÁËÏÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÝÅÕ�Ï-ÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÑÔÏ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÜÎÔÕÚÉÁÚÍÏÍ, ÏÞÅÍ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÑ, ÄÁÎÎÙÅ Ë×ÙÂÏÒÕ ÔÅÍ ÛÅÓÔÏÇÏ ËÏÎËÕÒÓÁ ÎÁ �ÒÅÍÉÀ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 1912 ÇÏÄÁ, [15℄.üÔÉÍ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, É ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ÄÒÕÇÉÍ,



198 í. ä. íáìùèÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÉÄÅÑÍ, ×ÙÓËÁÚÁÎÎÙÍ × ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ óÔÏËÇÏÌØÍ-ÓËÉÈ ÌÅË�ÉÑÈ ðÅÎÌÅ×Å [16℄. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ × ÏÂÝÅÕ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�É-ÑÈ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÏ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ðÅÎÌÅ×Å ÕÄÁ-ÌÏÓØ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÏ×. ëÒÁÔËÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÁÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØÔÁË: ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙÏÂÝÅÕ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÅÓÌÉ Ë ÎÉÍ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ ÅÝÅ ÁÂÅÌÅ×ÙÆÕÎË�ÉÉ.âÏÌÅÅ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÏÔ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ �ÅÒ×ÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ðÅÎÌÅ×Å. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ÚÄÅÓØÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË, �ÏÓËÏÌØËÕ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, É × ÓÔÁÔØÅ [17℄,É × ìÅË�ÉÑÈ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ �ÒÉÄÁÎÁ ÞÒÅÚÍÅÒÎÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙ-ÌÁ ÏÔÍÅÞÅÎÁ É ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ÍÎÏÇÏ �ÏÚÖÅ × ðÒÉÌÏÖÅÎÉÉ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÍðÅÎÌÅ×Å ÄÌÑ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑ âÕÔÒÕ [18℄. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ × ìÅË�ÉÑÈ ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ Ä×Á ÜÔÁ�Á. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ, [16, p. 242℄. úÁÔÅÍ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑÍÉ):õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 (ðÅÎÌÅ×Å, [16, p. 381℄). åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y ÚÁÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁf(x; _x; �x; t) = 0(ÇÄÅ f { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x; _x; �x) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÏÔËÏÎÓÔÁÎÔ x0; _x0; �x0, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍf(x0; _x0; �x0; t0) = 0;ÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ:(1) ÉÌÉ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ,(2) ÉÌÉ x ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÅÒÅÚ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ}(u+ C) É }′(u+ C), ÇÄÅ u ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ t Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÏÊu = ∫ h(t)dt;



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 199ÔÏ ÅÓÔØ x = R(}(u+C); }′(u+C)), �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÆÕÎË�ÉÉ R ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ×ÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ,(3) ÉÌÉ x ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÅÒÅÚ ÁÂÅÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ Al(u; v)É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï u É v, �ÒÉÞÅÍ u É v ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ tË×ÁÄÒÁÔÕÒÁÍÉu = ∫ h(t)dt+ C1; v = ∫ k(t)dt+ C2;(4) ÉÌÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀy(t), ÔÏ ÅÓÔØ x = R(y), ÇÄÅ y ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ òÉË-ËÁÔÉ _y = −y2 + 
(t);R É 
 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÓÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÕ C,(5) ÉÌÉ x = R(y; }(u+ C); }′(u+ C)), ÇÄÅ u ÄÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÏÊu = ∫ h(t)dt;Á y ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ òÉËËÁÔÉ_y = −y2 + 
(t);�ÒÉÞÅÍ R ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÓ-ÈÏÄÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Á 
 ÍÏÖÅÔ ÅÝÅ ÚÁ×É-ÓÅÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÏÔ }(u+ C) É }′(u+ C),(6) ÉÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ.üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÄ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ: ÚÁÆÉËÓÉÒÏ-×Á× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓÏÂÝÅÕ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:úÁÄÁÞÁ 1. ï�ÉÓÁÔØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÅÓÌÉÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ.



200 í. ä. íáìùèóÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÓËÁÔØ ÂÏÌÅÅÕÄÏÂÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ðÅÎÌÅ×Å ÛÅÌ ÏÔ ÚÁÄÁÞ, × ËÏÔÏÒÙÈÒÅÛÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, É �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚÂÒÁÌ× ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ
{ f(x; _x; �x; t) = 0;(x; _x; �x)|t=t0 = (x0; _x0; �x0);ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉf(x; y; z; t) = 0 É f(x; y; z; t0) = 0:üÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÔÒÕÄÎÏ ×ÓÔÒÏÉÔØ × ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ, ÇÄÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉÏÂßÅËÔÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ �ÏÌÑ. úÁÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁË ÒÁÚ �ÏÌÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÍÙ É �ÏÌÏÖÉÍ × ÏÓÎÏ×ÕÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ.ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ { ÄÁÔØ ÁÂÒÉÓ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ Ó�ÉÓÏË ÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ�ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÂÙÌÁ ÎÁÍÅÞÅÎÁ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÅ [19℄).ï�ÉÛÅÍ ÅÅ ×ËÒÁÔ�Å, ÏÔÓÙÌÁÑ ÚÁ ÔÏÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÍÉ É ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ Ë ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁÚÄÅÌÁÍ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ


















f1(x1; : : : ; _x1; : : : ; t) = 0;f2(x1; : : : ; _x1; : : : ; t) = 0;
· · ·fn(x1; : : : ; _x1; : : : ; t) = 0ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ x1; : : : ; xn ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÔÏ ÏÎÁÄÏ�ÕÓËÁÅÔ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V × ÁÆÆÉÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A2n, ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ



















f1(x1; : : : ; xn+1; : : : ; t) = 0;f2(x1; : : : ; xn+1; : : : ; t) = 0;
· · ·fn(x1; : : : ; xn+1; : : : ; t) = 0:÷ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔ C;



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 201ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ �ÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÓÞÉÔÁÔØ ÚÁÄÁÎ-ÎÙÍ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V , ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ t. åÓÌÉ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÅÍ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.úÁÄÁÞÁ 2. ï�ÉÓÁÔØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÚÁ-ÄÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.ëÌÀÞÏÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÓÌÕÖÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 11, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏ-ÔÏÒÏÊ �ÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÏÌÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÄÏ�ÕÓ-ËÁÀÝÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÇÌÁ×ÎÕÀ �ÅÌØ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ×.
§2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊáÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÅÒÅÔ Ó×ÏÅÎÁÞÁÌÏ × ÌÅË�ÉÑÈ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ × ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ìÅÏ ë£ÎÉÇÓ-ÂÅÒÇÅÒÁ [20, 21℄, É ÒÁÂÏÔÁÈ ðÅÎÌÅ×Å, ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÍ × óÔÏËÇÏÌØÍ-ÓËÉÈ ÌÅË�ÉÑÈ [16℄. óÔÁÒÙÅ Á×ÔÏÒÙ ÒÁÂÏÔÁÌÉ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ Ó ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C É ÞÒÅÚÍÅÒÎÏ ÓÍÅÌÏ ÏÂÒÁÝÁÌÉÓØÓ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ Á×ÔÏÒÙ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÏÂÙÞÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ËÁË ËÒÉ×ÙÅ ÎÁÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ Rn, [22℄. ïÄÎÁËÏ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ×Ï�ÒÏ-ÓÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.2.1. ðÏÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ. ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÚÁÄÁÀÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÓËÁÖÅÍ,×ÒÅÍÅÎÉ t) É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. ðÏ×ÙÛÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÂÙÞÎÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ÄÏÂÉÔØ-ÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÂÙÌÉ



202 í. ä. íáìùèÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎË�ÉÊ É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁËÉÍÉ ÕÇÏÄÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ �ÏÌÀ ÆÕÎË�ÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÉÍÅÀÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚ-ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚ×ÅÔÏÌØËÏ �ÏÌÀÓÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÌÑ ÓÌÕÖÉÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á-ÎÉÅ �Ï t, Á �ÏÌÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔ { �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C.ðÏÌÅ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙ-ÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁÄ k ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÁÍÉ.õ�ÏÍÑÎÕÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÌÁ-ÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Dom(k). ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ Ï ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÑ k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÜÔÏÊÏÂÌÁÓÔÉ.úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÉÚ �ÏÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ k × ÔÏÞËÅ t = a ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ '|t=a. åÓÌÉ g { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÏÌØ�Á k[x1; : : : ; xn℄, ÔÏ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ t; �ÏÄÓÔÁ×É× ×ÍÅÓÔÏ t ÞÉÓÌÏ t = a ÉÚ �ÏÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔ C,�ÏÌÕÞÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ g|t=a.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï t ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï, �ÒÉÎÑ×��t (axm11 : : : xmnn + : : : ) = _axm11 : : : xmnn + : : : :óËÏÂËÉ �ÒÉÂÅÒÅÖÅÍ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ: �ÏÄÓÔÁ×É× × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ËÏÌØ�Ák[x1; : : : ; xn℄ ÎÁ ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn ÔÏÞËÕ q ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á An ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, �ÏÌÕÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ k, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÀ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ g(q). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÌÑt �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÕ ìÅÊÂÎÉ�Á, �ÏÜÔÏÍÕdg(q)dt = n
∑i=1 �g�xi (q) · _qi + �g�t (q):



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 2032.2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÏÌÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ, ÎÉ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ÌÏÖÉÍ ÅÇÏ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ K. åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ �ÏÌÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ �ÏÌÑ K ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó C. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, ÎÏ ÎÅ ÎÁÄ k, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÏÂßÅËÔÏÍ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, [23, ÇÌ. 1℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. îÉËÁËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ �ÏÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ 1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÔÏÞËÏÊ ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÕËÁÚÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ t = a ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ÎÁ C.áÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ank ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á AnK . åÓÌÉ a { ÉÄÅÁÌ ËÏÌØ�Á k[x1;: : :; xn℄,ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K[x1; : : : ; xn℄aÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØ�Á K[x1; : : : ; xn℄, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �Ï-�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÉÄÅÁÌÁ a × �ÏÌÅ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ aK . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÔÏÞÅËÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÉÌÉ K, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁ-ÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ a, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ V (a=k) É V (a=K)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ �ÏÌÑÈ k É K ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ{ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅÔÏÞËÉ q ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÅÝÅ nÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÅ q ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An ÎÁÄ K ÔÏÞËÕ_q = (q1; : : : ; qn; _q1; : : : ; _qn)ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A2n ÎÁÄ K. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ_q ∈ V (a=K)ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g(q1; : : : ; qn; _q1; : : : ; _qn) = 0ÎÁ ÌÀÂÏÍ g ∈ a.



204 í. ä. íáìùèï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. òÅÛÅÎÉÅÍ × ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ K �ÏÌÑÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ










g1(x1; : : : ; xn; _x1; : : : ; _xn) = 0;
· · ·gm(x1; : : : ; xn; _x1; : : : ; _xn) = 0; (1)ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ

a = (g1; : : : ; gm)ËÏÌØ�Á k[x1; : : : ; x2n℄, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ q ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á An ÎÁÄ K, ÞÔÏ _q ∈ V (a=K).íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÄÅÁÌÁ a, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ; ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S(a=K).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÚÁÄÁÞÅ ÔÒÅÈ ÔÅÌ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ×ÙÒÁ-ÖÁÀÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÌ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ,�ÏÜÔÏÍÕ, �ÒÉÎÑ× ÚÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÌ, ÉÈ ÓËÏÒÏ-ÓÔÉ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÅÌÁÍÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (1), ÅÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ îØÀÔÏÎÁ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÌ ÉÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÏÌÅÅÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÏÄÎÁËÏ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÊÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÜÔÏÍ ÎÅÔ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. ÷ ÔÅÏÒÉÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Rn, ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ { ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ ëÁÒÔÁÎÁ, [22℄; × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ×ÓÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ�ÒÏÝÅ: ÒÅÛÅÎÉÅ { �ÒÏÓÔÏ ÔÏÞËÁ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ.2.3. ÷�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 2 ÎÉËÁË ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÞÉÓÌÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÉÈ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÙÌÏ ÎÅ�ÕÓÔÏ, É ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ _xi ÞÅÒÅÚ ÓÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ xj .



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 205õÓÌÏ×ÉÅ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ K ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊçÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÍ. [24℄:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÚk[x1; : : : ; x2n℄, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÉÚ S(a=K),ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ r, ÞÔÏ fr �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ a,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ �ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.õÓÌÏ×ÉÅ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ, ÓÆÏÒ-ÍÉÒÕÅÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. óÉÓÔÅÍÕ (1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ × �ÏÌÅK, ÅÓÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V (a=K).îÅ ××ÏÄÑ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁÓÝÅ�ÉÌÁÓØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉÓÔÅÍ, ÌÅ-×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÁÆÆÉÎ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁ-ÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ �ÏÌÑ ÂÕÄÅÔ �ÏÄÒÁ-ÚÕÍÅ×ÁÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ�ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ (1), ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ p, �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ pKËÏÔÏÒÏÇÏ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÏÓÔÏ. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�ÁK[x1; : : : ; x2n℄=pKÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V (p=K) × K, ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎ-Ë�ÉÑÍÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V (p=K) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØR(p=K). üÌÅ-ÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Ák[x1; : : : ; x2n℄=p;ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ R(p=k), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏËÁË ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ V (p=k) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × k, ÎÏ É ËÁËÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ V (p=K) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × K, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ�ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄ�ÏÌÅ × R(p=K).



206 í. ä. íáìùèï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ p ËÏÌØ�Ák[x1; : : : ; x2n℄, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁ-ËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ D �ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ V (p=k), ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K �ÏÌÑ k ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdf(q)dt = Df(q)×ÅÒÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ q ∈ S(p=K) É f ∈ k[x1; : : : ; x2n℄.�ÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ D ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ R(p=K) �ÒÉÌÀÂÏÍ K, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁDxn11 : : : xn2n2n ∈ R(p=k):
§3. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ðÀÉÚ£ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÙÌÁ ÂÙ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ É ÚÁÍËÎÕÔÁ.3.1. ðÏÌÑ ÒÑÄÏ× ðÀÉÚ£. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÕÄÏÂÎÙÍ �ÏÇÒÕÚÉÔØ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ �ÏÌÑ × �ÏÌÅ C,× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ËÏÒÎÉ. áÎÁÌÏÇÏÍ Ô.Î.ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ×ÉÄÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×. ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ�ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÉ-ÎÑÔØ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ É ÄÒÏÂÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ ×ÉÄÁa0tn0 + a1tn1 + : : : ;ÇÄÅ n0 < n1 < : : : { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ,Á a0; a1; : : : { ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÑ K, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÑÄÁÍÉ ðÀÉÚ£�Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ t Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ K; ÅÓÌÉ �ÏÌÅ K ÚÁÍËÎÕÔÏ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉ É ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÒÑÄÏ×�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ, [25, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1.5℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ðÀÉÚ£ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k ×ÔÏÞËÅ t = a ÏÂÌÁÓÔÉ Dom(k) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÅ ÒÑÄÏ× ðÀÉÚ£ �ÏÓÔÅ�ÅÎÑÍ t − a Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ (Ô.Å. �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ �ÏÌÑ C) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Pa(k). ÷ÍÅÓÔÏV (a=Pa(k)) É S(a=Pa(k)) ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ �ÉÓÁÔØ Va(a) É Sa(a).



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 207ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÔØ × ÏÂÌÁÓÔÉ Dom(k) × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ðÀÉÚ£ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �Ï-ÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. åÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ �ÏÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1, �ÏÓËÏÌØËÕ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 6 ÎÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÈ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÎÉ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×, ÎÉ Ï ×ÙÄÅÌÅÎÉÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ×ÅÔ×ÅÊ.3.2. óÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.÷ÍÅÓÔÏ ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3 �ÒÉÍÅÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. óÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÚ k[x1; : : : ; x2n℄,ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ðÀÉÚ£ Pa(k) É�ÒÉ ÌÀÂÏÍ a ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k, ÍÏÖ-ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ r, ÞÔÏ fr �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ a, �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ �ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ n ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ ÎÁ n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ










g1(x1; : : : ; xn; _x1; : : : ; _xn) = 0;
· · ·gn(x1; : : : ; xn; _x1; : : : ; _xn) = 0 (2)× ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÑËÏÂÉÁÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (2)j = �g1; : : : ; gn�xn+1; : : : ; x2nÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ

p = (g1; : : : ; gn);�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÌÅ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. åÓÌÉ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ f ÉÚ k[x1; : : : ; x2n℄ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÉÚSa(p) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ a ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k,ÔÏ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÄÅÁÌ
a = (j; g1; : : : ; gn)



208 í. ä. íáìùèÚÁÄÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Va(a) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Va(p). ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë Va(a) É ×ÏÚØÍÅÍ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ p, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓÏÂÏÊ 2n ÒÑÄÏ× ðÀÉÚ£ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍt− a.äÏ�ÕÓÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ t = a. �ÏÞËÁ p ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U , ÅÓÌÉÒÑÄ j(p) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ t − a ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓ-ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ t = b, ÞÔÏ p|t=b { ÔÏÞËÁ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A2n ÎÁÄ C É j(p)|t=b 6= 0.ðÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÕÄÏÂÎÏ ×ÓÌÅÄ ÚÁ ðÅÎÌÅ×Å ××ÅÓÔÉÎÏ×ÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t É �ÒÉÎÑÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÔÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁÄ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÎÁ t. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L�ÏÌÅ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ t−b Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k. �ÏÇÄÁÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ t É t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë b, ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅq × �ÏÌÅ L, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ t = t �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ _q = p. ðÒÉÄÁ×ÁÑt ËÁËÉÅ ÕÇÏÄÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë t = b, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ × �ÏÌÅ Pb(k). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÙÈÒÅÛÅÎÉÑÈ ÉÚ Pb(k) É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÒÑÄÁÈ _q, ËÁËÏÅ ÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t ÍÙÎÉ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁ ÜÔÉÈ ÒÑÄÁÈ ËÁË ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ �ÏÌÑ L.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × f( _q) = 0ÚÎÁÞÅÎÉÅ t = t, �ÏÌÕÞÉÍ f(p) = 0;�ÏÓËÏÌØËÕ t { ÔÁËÁÑ ÖÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ËÁË É t, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔÌÉÛØ, ÞÔÏ f(p) = 0.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ p′ { ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ðÀÉÚ£. äÌÑ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ t = a ÒÑÄ ðÀÉÚ£ p′′, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒ×ÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÏ× f(p′) É f(p′′) ÓÏ×�ÁÄÁÌÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ p′′ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ f(p′) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ,ÔÏ ÅÓÔØ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U .ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁ-ÌÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Va(p) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï f(p) = 0 �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ Va(p). ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅðÀÉÚ£ ÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁÏ ÎÕÌÑÈ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÉÄÅÁÌÁ p. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÁÔ × �ÏÌÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ f ∈ p. �



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 209úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. òÁÄÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ×ÙÛÅ ÂÙÌÏ �ÏÚ×ÏÌÅÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÑk, �ÏÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ C.âÙÌÏ ÂÙ ÎÁÍÎÏÇÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÄÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÏ�ÅÌÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ðÀÉÚ£, �ÒÉÎÑ× × �ÏÌÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉÓ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 3 ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. óÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ K �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÚ K[x1; : : : ; x2n℄, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÎÕÌØÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ × �ÏÌÅ K, ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ r,ÞÔÏ fr �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ aK, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ �ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÅÎÌÅ×Å ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÉÍÅÎÕÅÍÙÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙ-ÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, Ó ÔÅÍ ÞÔÏÂÙ × ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁg(x; _x) = 0; g ∈ k[x1; x2℄;ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ, ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ËÒÏÍÅ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ, [13, ÓÔÒ. 51℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ g(x; _x) = 0; g ∈ k[x1; x2℄;×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Pa(k), ÇÄÅ t = a { ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f(q) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÅ �ÏÔÏÍÕ,ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t ÒÑÄ q �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Sb(p), Á �ÏÔÏÍÕ,ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ × ÔÏÞËÕ t = a É �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÉÚ Sa(p).ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÕÖÅ ÄÌÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞ-ÎÏÓÔØ �ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÓÏÂÏ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÔÒÅÈ ÔÅÌ ÏÎÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ×ÄÏÌØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É�ÒÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÎÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÈ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍ-�ÕÌØÓÁ ÓÉÓÔÅÍÙ, [26℄. äÌÑ ÓÉÓÔÅÍ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÈ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÄÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, �ÏÔÒÅÂÏ×Á×, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÅ ÂÙÌÉ �ÏÄÞÉÎÅÎÙ ÏÓÏÂÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, [16℄.



210 í. ä. íáìùèðÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÉÖÅ × §4 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÙÇÌÑÄÑÔ �ÒÏÝÅ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ,×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, ÎÏ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÈÌÏ�ÏÔ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁÓÉÓÔÅÍÙ, ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 7.3.3. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ÷ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ n ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2) × ÓÍÙÓÌÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5.ðÕÓÔØ q { ËÁËÏÅ ÕÇÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ S(p=K), ÔÏÇÄÁgi(q1; : : : ; qn; _q1; : : : ; _qn) = 0;É �ÏÜÔÏÍÕ n
∑j=1 �gi�xj (q) · qi+n + 2n

∑j=n+1 �gi�xj (q) · _qi + �gi�t (q) = 0:åÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ ÓÉÓÔÅÍÙ (2) ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ p, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ






n
∑j=1 �gi�xj · xi+n + 2n

∑j=n+1 �gi�xj · ri + �gi�t = 0; i = 1; : : : ; n;ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (r1; : : : ; rn) × �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ R(p=k) ÎÁÄ�ÏÌÅÍ k. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï t �ÏÌÑ K ÄÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ D �ÏÌÑ R(p=K), �ÒÉÎÑ×Dxi = xi+n; Dxi+n = ri; i = 1; : : : ; n:�ÏÇÄÁ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ q ÉÚ S(p=K)Dxi(q) = xi+n(q) = qi+n = _qi; i = 1; : : : ; n;É, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÓÔÅÍÁ






n
∑j=1 �gi�xj (q) · xi+n(q) + 2n

∑j=n+1 �gi�xj (q) · zi + �gi�t (q) = 0; i = 1; : : : ; n;ÉÍÅÅÔ × �ÏÌÅ K ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (z1; : : : ; zn),Dxn+i(q) = zi = _qn+i; i = 1; : : : ; n:éÚ 2n ÒÁ×ÅÎÓÔ× Dxi(q) = _qi; i = 1; : : : ; 2n;



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 211É �ÒÁ×ÉÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏdf(q)dt = Df(q):�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (2)j = �g1; : : : ; gn�xn+1; : : : ; x2nÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ
p = (g1; : : : ; gn);�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÌÅ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏ ÜÔÁ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ.

§4. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊÎÁÄ K É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÔÉÄÅÁÌ p.4.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, É × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ × ÍÅÈÁÎÉËÅ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁ-ÌÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1;: : : ; xn, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅa0zs + : : : as = 0; ai ∈ K[x1; : : : ; xn℄;ÚÁÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉq ÉÚ S(a=K) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ a0(q)zn + : : : an(q) = 0ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ × �ÏÌÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ �ÏÌÑ K. üÔÏÔ ËÏÒÅÎØ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ.îÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÎÁ V (p=K), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉq ∈ S(p=K) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f( _q) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÌÀ ËÏÎÓÔÁÎÔ.



212 í. ä. íáìùè�ÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ É ÚÁÍËÎÕ-ÔÁ ÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ K �ÏÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ k, ÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅa0zs + : : : as = 0; ai ∈ K[x1; : : : ; xn℄;ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R(p=K) ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÉÚÎÉÈ ÓÌÕÖÁÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. ðÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ �ÒÉ ÉÚÙ-ÓËÁÎÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É �ÏÔÏÍÕÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÓÍ., ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, [21℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅa0zs + : : : as = 0; ai ∈ K[x1; : : : ; xn℄;ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÏÌÅ R(p=K) ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁ-ÖÅÍ zm + b1zm−1 + · · ·+ bm = 0; bi ∈ R(p=K);ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÊ ËÏÒÅÎØ z = 
. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ q ∈S(p=K), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ bi ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, ×ÅÒÎÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï 
m + b1( _q)
m−1 + · · ·+ bm( _q) = 0;ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÅÇÏ �Ï t, �ÏÌÕÞÉÍdb1( _q)dt 
m−1 + · · ·+ db1( _q)dt (dq) = 0:ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÚÁÍËÎÕÔÁ, ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:Db1( _q)
m−1 + · · ·+Dbm( _q) = 0:üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ r ÓÉÓÔÅÍÙ
{zm + b1zm−1 + · · ·+ bm = 0; Db1zm−1 + · · ·+Dbm = 0}ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ _q. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÎÁÄ K, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÔÓÀ-ÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑV (p=K). îÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÅËÏÒÎÉ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁDb1 = : : :Dbm = 0;



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 213ÉÌÉ db1( _q)dt = · · · = db1( _q)dt = 0× ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ q ∈ S(p=K). �äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. åÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ É ÎÁ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ðÀÉÚ£, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 7.4.2. ðÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× É ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. åÓ-ÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÞÉÓÌÁ ÉÚ C, �Ï-ÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÄ�ÏÌÅ × �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ V (p=K), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ I(p=K).�ÅÏÒÅÍÁ 5. ìÀÂÕÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V (p=K)ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ �ÁÒÏÊ g : h ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ K[x1; : : : ; x2n℄, ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÎÁÄ k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÄÏÂÒÁÎÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=K) ∩ A2nk = V (p=k):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r × ×ÉÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g : h, ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÚÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÎÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× xn11 : : : xn2n2n ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ pK ÎÁÄ K É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ m1; : : : ;mu. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�ÁK[x1; : : : ; x2n℄=pK ÅÓÌÉ É ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ-�ÉÉ ÜÔÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ ÉÚ K, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, g = ∑ gimi; h = ∑himi:íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÅÓÌÉ ×ÙÒÁÚÉÍ gi É hi ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉr × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=k).÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁÕÄÁÞÕ ÔÏÞËÕ q1 ÉÚ V (p=k), ÔÏÇÄÁ
∑(gi − r(q1)hi) ·mi(q1) = 0;ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÙ gi É hi. úÁÔÅÍ ×ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ q2 É ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÅÝÅ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ä×ÉÇÁÔØÓÑÔÁË ÄÁÌØÛÅ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ



214 í. ä. íáìùèÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÈ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, h = 0, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ j-Í ÛÁÇÅ ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÏÄÞÉÎÉ×ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÕËÁÚÁÔØ ÔÏÞËÕ qj+1, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
∑(gi − r(qj+1)hi) ·mi(qj+1) = 0:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ gi; hi ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÁË �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g=h ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó r ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=k).åÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ q ÉÚ V (p=K), ÔÏÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t = b, ÞÔÏg(q)h(q) − r(q)∣∣∣

∣t=b 6= 0:îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ É × ÔÏÊ ÔÏÞËÅ p ÉÚ V (p=k),× ËÏÔÏÒÏÊ p|t=b = q|t=b;ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, g=h ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó r ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=K), ÇÄÅ ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ gi; hi ÓÌÕÖÁÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÏ× × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ V (p=k), ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ k, ÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÍÏ-ÎÏÍÏ× ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÁÈ q1; : : : ; qj . ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏ-ÂÒÁÔØ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÏÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ r(q1); :::; r(qj ).
�ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×(ÆÕÎË�ÉÊ) �ÏÄ�ÏÌÑ P �ÏÌÑ R(p=K) ÌÅÖÁÔ × �ÏÌÅ k′, ÅÓÌÉ ÜÔÏ �ÏÌÅÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ k É K É ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r ÉÚ P �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=k) ÚÎÁÞÅÎÉÑ × �ÏÌÅk′. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÄ�Ï-ÌÑ P , ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÑ P É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
oef(P ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ðÏÌÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÅÍ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××Ï-ÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÁÎÓ�ÅÎ-ÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 215ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÁÍÉ, ××ÏÄÉÍÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, Á ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎ-ÄÅÎÔÎÏÓÔÉ { ÞÉÓÌÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ 2.úÁÄÁÞÁ 3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÙ, ××ÏÄÉÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-×ÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.4.3. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. åÓÌÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, ÔÏ ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÎÁÄ �ÏÌÅÍËÏÎÓÔÁÎÔ �ÏÌÑ K. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ r1; : : : ; rs ÓÉÓÔÅÍÙÓ×ÑÚÁÎÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
∑an1;:::;nsrn11 : : : rnss = 0; an1;:::;ns ∈ K;ÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∑ dan1;:::;nsdt rn11 : : : rnss = 0;�ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ an1;:::;ns ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔ.üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ �ÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ËÁËËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ:�ÅÏÒÅÍÁ 6. åÓÌÉ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ m ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÔÏ ÅÅ�ÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m.ðÏÄ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÉÓÔÅ-ÍÁ (1), ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÑ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÔÅ�ÅÎØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÑ R(p=K) ÎÁÄ KËÏÎÅÞÎÁ, ÏÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ K ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÓËÁÖÅÍr1; : : : ; rs, Á ×ÓÑËÉÊ �ÒÏÞÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ r Ó×ÑÚÁÎ Ó ÎÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ × K, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,É × C. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× I(p=K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ C(r1; : : : ; rs).ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌÅ R(p=K) ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ K, ËÏÍ�ÏÚÉÔ K ÉI(p=K), ÌÅÖÁÝÉÊ ÍÅÖÄÕ K É R(p=K), ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ



216 í. ä. íáìùèK. åÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ r′; r′′; : : : ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ ÎÁÄ C(r1; : : : ; rs), ÔÏÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ É ÎÁÄ ËÏÍ�ÏÚÉÔÏÍ C(r1; : : : ; rs) É K. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ ËÏÍ�ÏÚÉÔ K É I(p=K) ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ K, ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÅ I(p=K) ËÏÎÅÞ-ÎÏ ÎÁÄ C(r1; : : : ; rs), É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ × �ÏÌÅI(p=K) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ rs+1, �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ë�ÏÌÀ C(r1; : : : ; rs) ÄÁÅÔ ×ÓÅ �ÏÌÅ I(p=K). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍÓ �ÏÌÑÍÉ, Á ÎÅ Ó ËÏÌØ�ÁÍÉ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ Õ�ÅÒÌÉÓØ ÂÙ × 14-À�ÒÏÂÌÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍ 5 É 6 ÉÍÅÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÏÌÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ×�ÏÌÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏ-ÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. åÇÏ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÕ-ÖÁÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× r1; : : : ×ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ q′; : : : ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=k).éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Dr = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ q ∈ V (p=k)dr(q)dt = �r�t (q) +∑i �r�xi (q) = −
∑ �r�mjDmj +∑i �r�xi (q):ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 5 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ mDmj ∈ R(p=k);�ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ r(q) É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÏÌÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ×�ÏÌ-ÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï t.4.4. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅÍ. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ �ÏÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ,ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÏÂÙÞÎÙÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÌÉÕ×ÉÌÌÉÅ×ÙÈÔÅÏÒÉÊ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ Ë ÓÔÁÔØÅ ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ × ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ [27℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [28{30℄.



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 217�ÅÏÒÅÍÁ 9. çÒÕ��Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ ÔÒÁÎ-Ó�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ É ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÊ ÎÁÄ K ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1), ×ÌÏÖÅÎÁ ×ÇÒÕ��Õ C-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) ÷ÓÑËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �Ï-ÌÑ k′, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÍÅÖÄÕ k É K, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ�ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁ V (p=K) ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ k′.ðÕÓÔØ T { ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ k′, ÔÏ ÅÓÔØ Á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÌÑ k′T d�dt = dT�dtÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ k ÎÁ ÍÅÓÔÅ. üÔÏÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÄÏÌ-ÖÁÅÔÓÑ ÎÁ k′[x1; : : : ; x2n℄. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ p ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ× k É �ÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÏÔÓÀÄÁ Tp = p.á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÑ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁ V (p=K) ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ�ÏÌÀ k′, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ r ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ g : h ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚk′[x1; : : : ; x2n℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ h 6∈ p ÓÌÅÄÕÅÔ Th 6∈ Tp = p, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅTg : Th ÔÏÖÅ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÎÁ V (p=K) ÉÉÍÅÀÝÕÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × �ÏÌÅ k′. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÎÁÚ×ÁÔØ ÅÅ ÏÂÒÁÚÏÍ Tr,ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ r × ×ÉÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕT ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ k, × ÔÏÞËÅ q ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=k)ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Tg : Th, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ T (r(q)),Á × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ.(ii) ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ D �ÏÌÑ R(p=K).÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ï�ÑÔØ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅÔÅÏÒÅÍÙ 8: ÅÓÌÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅr = g1m1 + : : :h1m1 + : : : ;ÇÄÅ m1; : : : { ÍÏÎÏÍÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÎÁÄ K �Ï ÍÏÄÕÌÀ p, ÔÏDr = �r�m1Dm1 + · · ·+ �r�t :



218 í. ä. íáìùèðÏÓËÏÌØËÕ T ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ k,TDmi = DTmi = Dmi:ðÏÓËÏÌØËÕ T ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï t,T �r�t = �Tr�t :ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × �ÏÌÅ k′, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó D.(iii) åÓÌÉ T1 É T2 { Ä×Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÑ k′, ÔÏ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ × (i), �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ T1T2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ.(iv) åÓÌÉ k′ { �ÏÌÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ × (i),ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ÇÒÕ��Ù ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×�ÏÌÑ k × ÇÒÕ��Õ C-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.÷ÓÑËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T �ÏÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ k′�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × k′. ÷ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÖÁÔ × ÜÔÏÍ�ÏÌÅ, É Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, �ÏÓËÏÌØËÕÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Dr = 0 ×ÌÅÞÅÔ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï DTr = TDr = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, T �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÑ I(p=K). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ C {�ÏÌÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ �ÏÌÑ k, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙ.(v) çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × (iv), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ T , ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ, ÓÄ×É-ÇÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �1 = r1(q1); : : : ;�ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÅÇÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ T . üÔÏ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (p=k) ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ T . �ðÏÌÅ k′ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍ, ËÏÎÅÞ-ÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ �1; : : : ; �u; ×ÓÅ �ÏÌÅ k′ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚk(�1; : : : ; �u), �ÒÉÂÁ×É× ÏÄÉÎ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �u+1, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó�1; : : : ; �u ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ k ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍg(�1; : : : ; �u+1) = 0; g ∈ k[y1; : : : ; yu+1℄:



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 219ðÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌÅ k′ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï t, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ fi ËÏÌØ�Á k(y1; : : : ; yu)[yu+1℄,ÞÔÏ _�i = fi(�1; : : : ; �u+1):äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dT�idt = fi(T�1; : : : ; T�u+1):éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ_yi = fi(y1; : : : ; yu+1) (3)ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V (q=K) × ÒÅÛÅÎÉÑ. óÒÅÄÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ V (q=K)ÎÅ ÂÏÌÅÅ u ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y1 = �1; : : : ; yu+1 = �u+1ÓÉÓÔÅÍÙ (3) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÅÓØÍÁ �ÒÉÍÅÔÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÉÍÅÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄ k.�ÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍÓÉÓÔÅÍÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k′ �ÏÌÑ k ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ × �ÏÌÅ K, ÅÓÌÉ(1) ÜÔÏ �ÏÌÅ �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ k ×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉ-ÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÄ k,(2) ×ÓÅ ×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÏÌÅK �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ É �ÏÌÀ k′.üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÎÏ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ; �ÕÔÁÎÉ�Ù ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕk′ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ k.�ÅÏÒÅÍÁ 10. ðÏÌÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ×�ÏÌ-ÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ y1 = �1; : : : ; yu+1 = �u+1 É y1 = �1; : : : ; yu+1 = �u+1



220 í. ä. íáìùèÓÉÓÔÅÍÙ (3), ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÏÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÏÌÅ k′ = 
oef(I(p=k)), Á×ÔÏÒÏÅ { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÅ k′′. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k′ → k′′,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ �i × �i. ëÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 9, ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ. ðÏÌÅ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÌÀ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ k′ É k′′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀk′′ ⊆ k′ ËÁË �ÏÄ�ÏÌÑ × K.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �1; : : : ; �u+1 ÚÁ×ÅÄÏÍÏ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍg(�1; : : : ; �u+1) = 0ÎÁÄ k, �ÏÜÔÏÍÕ �1; : : : ; �u ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÙ ÅÝÅ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓ-�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÑ k′′. ðÏÓËÏÌØËÕ g ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÎÁÄ k,k′ = k(�1; : : : ; �u)[�u+1℄; k′′ = k(�1; : : : ; �u)[�u+1℄;Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T { ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÉÈ �ÏÌÅÊ. ��ÅÏÒÅÍÁ 11. åÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×�ÏÌÎÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ É ÚÁÍËÎÕÔÏÊÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ ðÀÉÚ£ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ××Ï-ÄÉÔ u ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ÔÏ �ÏÌÅ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ u-�ÁÒÁÍÅÔ-ÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ C-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÇÒÕ��ÕÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÑ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ×ÓÑËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (3)× �ÏÌÅ ðÀÉÚ£ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ k-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÇÏ �Ï-ÌÑ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 ×ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ�ÏÒÏÖÄÁÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ (�1; : : : ; �u+1) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (3), ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t = b, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ fi(�1; : : : ; �u+1)|t=b ∈ CÄÌÑ ×ÓÅÈ i. îÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (3) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍÉ y1 − �1|t=b = 
1; : : : ; yu − �u|t=b = 
u



ï �òáîóãåîäåî�îùè æõîëãéñè 221ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÏÌÅ ðÀÉÚ£, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ u �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÍÅÎÑÀÝÉÈÓÑ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. ðÒÉ 
1 = · · · = 
u = 0ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÅÔ Ó �1; : : : ; �u+1, É �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÙ ÎÉËÁËÉÍ ÄÒÕÇÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ËÒÏÍÅ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ g = 0 É ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÎÅ ÄÁÓÔ ×�ÏÌ-ÎÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÉÛØ �ÒÉ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×
1; : : : ; 
u, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÔÏÞËÉ ÓÇÕÝÅÎÉÑ × ÎÕÌÅ. ïÔÂÒÏÓÉ× ÉÈ,ÉÍÅÅÍ u-�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ (3). �ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË × ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó×ÏÄÑÔ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ �ÏÄ-ÇÒÕ�� ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏ-ÒÅÍÁ Ó×ÏÄÉÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.
§5. úÁËÌÀÞÅÎÉÅóÕÍÍÉÒÕÑ ×ÍÅÓÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 É 11, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁ-ÌÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÏÌÀ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀÇÒÕ��Õ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ C-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ, ××ÏÄÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ.ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊËÒÉ×ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ n ËÏÎÅÞÎÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [31℄); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÇÒÕ��Ù ÓÒÅÄÉ ËÏ-ÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÒÅÄÉÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÊ ÎÁÄ C, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÂÙÌÏ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÉÚÙÓËÁÎÉÊ ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÈÇÅÏÍÅÔÒÏ× [32, no. 39℄, [33, 34℄, �ÕÔØ Ë �ÒÉÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÔÏÒÙÈ × ÔÅÏÒÉÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. J. M. Borwein, R. E. Crandall, Closed forms: what they are and why we 
are. |Noti
es Amer. Math. So
. 60, No. 1 (2013), 50{65.
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