
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 432, 2015 Ç.î. î. ÷ÁÓÉÌØÅ×, ï. ëÁÎÖÅÌÅ×Áðïìéîïíéáìøîáñ éî�åòðïìñãéñ îáäëïìøãáíé ÷ùþå�ï÷ Zn
§1. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄËÏÌØ�ÏÍäÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ (x; y), x ∈ S ⊂ R,y ∈ R, ÚÁÄÁÞÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ P (x), ÞÔÏ P (x) = y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ S, ÅÓÌÉ ÏÎÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÌÉÎÏÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÍ, Á �ÒÏ�ÅÓÓ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ { ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÅÊ.íÅÔÏÄÙ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ É îØÀÔÏÎÁ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ × ÓÌÕÞÁÅÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ, ÔÁË ËÁË ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØ�Á.ð. çÏ�ÁÌÁÎ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ.(1) ëÁÖÄÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×N0 = 1; Ni(x) = i−1

∏j=0(x− j); i > 0: (1)(2) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎ-ÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÚÎÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ m = t
∏i=0 pkii ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁm ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÎÁÄ Zpkii ,ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ Zm ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÉ-ÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ËÏÌÅ� Zpk .ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ×, ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ,�ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òîæ 14-11-00581.58



ðïìéîïíéáìøîáñ éî�åòðïìñãéñ 591.1. éÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË I⊂R�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÌÑI , ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å I Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S.äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á É ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÔÏÞÅË I , ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÀÝÅÅ�ÏÌÉÎÏÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ I . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ [1℄:åÓÌÉ P (�) ≡ 0 ∀� ∈ S, ÔÏ P (�) ≡ 0 ∀� ∈ I .äÁÎÎÕÀ ÉÄÅÀ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.Input: íÎÏÖÅÓÔ×Ï I ∈ Zpa .Output: éÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÄÌÑ I .÷ÙÂÉÒÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �0 ∈ I . ðÏÌÁÇÁÅÍ S = {�0}; i = 1:ðÏÌÁÇÁÅÍ NSi (X) = ∏j<i(X − �j).÷ �ÉËÌÅÅÓÌÉ NSi (x) ≡ 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ I ,Output S = {�0; : : : ; �i−1}. ÷ÙÈÏÄ.éÎÁÞÅîÁÈÏÄÉÍ x ∈ I , ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ valp(NSi (x)).ðÏÌÁÇÁÅÍ �i = x; i = i+ 1.óÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÅÓÔØ O(|S|2 · |I |).1.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ. äÌÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:NSi (x) = ∏j<i(x − �j); x ∈ S: (2)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > m, ÇÄÅ m = |S|, ÂÁÚÉÓÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ NSi (x) ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × ËÏÌØ�Å Zpk .�ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍ × Zpk ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ f(x) = m
∑i=0 
iNSi (x): (3)



60 î. î. ÷áóéìøå÷, ï. ëáîöåìå÷á�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÑ Zpk , ÉÎÔÅÒ-�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÁ k ÛÁÇÏ×.
§2. ó×ÑÚØ Ó ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÁÍÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R �ÏÌÉÎÏÍ P (x) ∈ R[x℄ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏÍ, ÅÓÌÉ P (x) ≡ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R.÷ ËÏÌØ�Å Zm ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï-ÓÔÒÏÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: mp (xp − x); (4)ÇÄÅ p { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ m.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ. îÏ ÉÄÅÁÌ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ËÏ-ÇÄÁ ÏÎ �ÏÒÏÖÄÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. ÷ÙÑÓÎÅÎÉÅ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁ çÒ£ÂÎÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× �ÏÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï �ÏÌÉÎÏÍÁÈ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÂÁÚÉÓ çÒ£ÂÎÅÒÁÏ�ÒÅÄÅÌ£Î ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏ×.äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ p É k × [2℄ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ S(pk) ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ:S(pk) = 
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p(k − ⌊ kp+1⌋); 1 6 k 6 p(p+ 1);p(k − 1); p+ 1 6 k 6 2p+ 1;2p2; k = 2p+ 2;p3; k = p(p+ 1) + 1;p(p+ 1); k = p+ 2;pn; k = Ip(n): (5)úÄÅÓØ ÞÉÓÌÁ Ip(n) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍIp(n) = { 0; n = 0;pIp(n− 1) + 1; n > 0: (6)ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÕÌØ-�Ï-ÌÉÎÏÍÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ (3), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ. á ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ×.



ðïìéîïíéáìøîáñ éî�åòðïìñãéñ 61�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÅÎËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × [2℄ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�Å-ÎÉ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÁ, ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ï�ÅÎËÉ ÒÁÚÍÅÒÁÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
§3. ðÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÏÌÉÎÏÍ f(x) ∈ R[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × ËÏÌØ�Å R.ðÏÄÓÞÅÔ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ-ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÍÏÇÕÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÕÉ ÔÕ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ.3.1. óÌÕÞÁÊ ËÏÌØ�Á Zpk . ò. òÉ×ÅÓÔ × [3℄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÓÔÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄ ËÏÌØ�Á-ÍÉ Z2k .�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxn { �ÏÌÉÎÏÍ Ó �ÅÌÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. �ÏÇÄÁ P (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ× ËÏÌØ�Å Z2k ; k > 2, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a1 ÎÅÞÅÔÎÏ, ÓÕÍÍÁa2 + a4 + a6 + : : : ÞÅÔÎÁ É ÓÕÍÍÁ a3 + a5 + : : : ÞÅÔÎÁ.äÁÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÏÌÉÎÏÍ �ÅÒ-ÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÍ, ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÏ ÎÅÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ�ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.âÕÄÅÍ ×Ù×ÏÄÉÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÍÕÔÁ-�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÁË-ÔÁÈ.

• ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ P (x) �ÏÌÉ-ÎÏÍ P (x) + 
onst ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÍ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÌÉÎÏÍÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ 0. á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ 0.
• ëÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÍÉ mÓ×ÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÇÄÅ m { ÒÁÚÍÅÒ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÄÌÑ Z2k .3.1.1. óÌÕÞÁÊ ËÏÌØ�Á Zp2 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ËÏÌØ�Á ZpË ËÏÌØ�Õ Zp2 , ÔÁË ËÁË × ËÏÌØ�Å Zp ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÌØ�Á.



62 î. î. ÷áóéìøå÷, ï. ëáîöåìå÷áðÕÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ {�0; : : : ; �p−1} �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × {�0; : : : ; �p2−1}. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÎÁÛÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ 0 ÎÁ ÍÅÓÔÅ, �0 = �0 = 0.äÌÑ Zp2 ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.éÍÅÎÎÏ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÚÁÄÁÀÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, �ÏÜÔÏÍÕÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÛØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒ×ÙÈ 2p ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ {�0; : : : ; �p2−1}.üÌÅÍÅÎÔ �1 ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÊÔÉ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÅÓÔ: �1, �p+1, . . . ,�p(p−1)+1; ÜÌÅÍÅÎÔ �2 ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÊÔÉ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÅÓÔ: �2,�p+2, . . . , �p(p−1)+2; . . . ; ÜÌÅÍÅÎÔ �p−1 ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÊÔÉ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÈ ÍÅÓÔ: �2p−1, �3p−1, . . . , �p2−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �1; : : : ; �p−1ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �p; : : : ; �2p−1 ×ÏÚÍÏÖÎÙ p− 1 ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ Zp2 �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÍÅÅÔÓÑN(p2) = p!p p2(p− 1)p(p)p−1 = p!(p− 1)ppp: (7)3.1.2. óÌÕÞÁÊ ËÏÌØ�Á Zpk ; k > 2. ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ N(pk−1) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï�ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Zpk−1 .äÌÑ Zpk ÒÁÚÍÅÒ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ pk−1.ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �0; : : : ;�S(pk)−1, ÇÄÅ S(pk) { ÒÁÚÍÅÒ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÑ Zpk ,ÆÏÒÍÉÒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �0; :::; �S(pk)−1 ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË {�0; :::; �pk−1
−1}É {�0; : : : ; �pk−1} ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.éÍÅÅÍ �0 = �0 = 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÙÞÅÔÏ× �1; : : : ; �S(pk)−1 ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ p ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ �i ≡ �i +jpk−1 mod pk.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,N(pk) = N(pk−1)pk−1 pkpS(pk)−1 = N(pk−1)pS(pk): (8)�ÏÇÄÁ ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: N(pk) = 





p!; k = 1;p!(p− 1)ppp; k = 2;N(pk−1)pS(pk); k > 2: (9)
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§4. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÉÄÅÉ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ , ÍÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ Zpk :

• ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ×;
• ÂÙÓÔÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á;
• �ÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ.4.1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ×. ÷ [2℄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÅ�. îÁÍÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÙ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ×. �ÁË ËÁË ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ×ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔÓÁÍÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ×. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÉ-ÓÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÅÒÅÂÉÒÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÙ,ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÁ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÍÏ-ÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÂÙÔØ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ ÄÏ 0 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÂÁÚÉÓ-ÎÙÈ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏ×. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓ-ÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×.äÌÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÙÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.
• åÓÌÉ P (x) ≡ 0 ÎÁ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÔÏ P (x) ≡ 0ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÌØ�Á.
• åÓÌÉ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÙ P (x) É Q(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀLT (P (x)) = LT (Q(x)), ÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÁ-ÚÉÓÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÍÅÎØ-ÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÜÔÏÔ �ÏÌÉÎÏÍ, ÉÌÉ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÅÇÏ ÚÁÄÁÀÝÉÅ, ÕÖÅÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÁÚÉÓÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍ, ÔÏ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍ Ó ÔÅÍ ÖÅÓÁÍÙÍ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÓÉÓÔÅÍÁ Singular, �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÀÝÁÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ çÒ£ÂÎÅÒÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ:Z16 : 8x2 + 8x;2x4 + 12x3 + 14x2 + 4x;



64 î. î. ÷áóéìøå÷, ï. ëáîöåìå÷áx6 + 15x5 + 15x4 + 13x3 + 8x2 + 12x;Z32 : 16x2 + 16x;4x4 + 24x3 + 28x2 + 8x;2x6 + 30x5 + 30x4 + 26x3 + 8x;x8 + 2x5 + 3x4 + 6x3 + 12x2 + 8x;Z64 : 32x2 + 32x;8x4 + 16x3 + 24x2 + 16x;4x6 + 4x5 + 4x4 + 28x3 + 24x2;x8 + 2x6 + x4 + 28x2 + 32x:îÉÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÅ�, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÎÁÛÉÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×:ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑËÏÌØ�Á Zpk ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÁ, �Ï-ÌÕÞÅÎÎÁÑ × [2℄k < p+ 1 pkk = p+ 1 p2p+2 <= k <= 2p+1 p(k − 1)k = p(p+ 1) + 1 p3ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑËÏÌØ�Á Z2k ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÔÅ-�ÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÎÕÌØ-�ÏÌÉÎÏÍÁk = 2 4k = 3 4k = 4 6k = 5 8k = 6 8



ðïìéîïíéáìøîáñ éî�åòðïìñãéñ 654.2. âÙÓÔÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÑËÏÌØ�Á Zn. äÌÑ ËÏÌØ�Á Zn É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S = {0; : : : ; n − 1} ÉÎÔÅÒ-�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑÏÔ I .óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÄÅÅ çÏ�ÁÌÁÎÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{0; : : : ;m− 1}, ÞÔÏNi(x) ≡ 0 ∀x = 0; n ∀i = 0;m, ÇÄÅ Ni(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × (1).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x É i > k ÉÌÉ x = 0; i− 1; Ni(x) ≡ 0,Ni(i) = i!,Ni(i+ a) = (i+a)!a! :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ Ni(i) ≡ 0, ÔÏ Ni(i+ a) ≡ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a.üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ m! ≡ 0mod(n), ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.4.3. ðÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ × Zpk . ÷ �ÏÌÅ Zp ÉÍÅÅÔÓÑ p! �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, É ×ÓÅ ÏÎÉ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ. ÷ ËÏÌØ�Å Zpk ÎÅ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ. ëÒÏ-ÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÒÁÚÎÙÍÉ�ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. óÔÏÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ.äÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÑ-ÅÍ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÉÈ ÎÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÉÄÅÑÈ.

• ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�É-ÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÌÀÂÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÕÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ�ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÛØ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ m-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0; : : : ;pk − 1}, ÇÄÅ m { ÒÁÚÍÅÒ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
• ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ P (x) �Ï-ÌÉÎÏÍ P (x) + 
onst ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÍ, ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÛØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ 0. ÷ ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÌÉÛØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (m−1)-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (pk − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.



66 î. î. ÷áóéìøå÷, ï. ëáîöåìå÷áäÌÑ ÓÌÕÞÁÑ Z2k �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ 0,ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ:
• �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÞÅÔÎÙÈ �ÏÚÉ-�ÉÑÈ (ÓÞÉÔÁÑ 0) Õ ÎÅÅ ÓÔÏÑÔ ÞÅÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ�ÏÚÉ�ÉÑÈ { ÎÅÞÅÔÎÙÅ.äÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:P (x+ 2k−1) ≡ P (x) + 2k−1 mod 2k;P (x+ 2k−2) ≡ P (x) + 2k−2 mod 2k−1;: : :P (x+ 2) ≡ P (x) + 2 mod 4:òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ:ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ËÏÌØ�Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ4 8 = 238 128 = 2716 8192 = 21332 2097152 = 22164 536870912 = 2299 1296 = 3!233327 25509168 = 3!23333925 384000000 = 5!4555

§5. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÂÙÌÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÑÚÙËÅ Java Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÂÉÂÌÉÏÔÅË Con
urrent. äÌÑ ÒÁÓÞÅÔÏ× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÍÕ-ÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ 12-ÑÄÅÒÎÙÊ ÕÚÅÌÎÁ ËÌÁÓÔÅÒÅ delta-for
e.
luster.spbstu.ru. úÁ�ÕÓË ÚÁÄÁÞ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÓÑÞÅÒÅÚ Sun Grid Engine Ó �ÏÍÏÝØÀ ÕÔÉÌÉÔÙ qsub. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÑÚÙËÁ C É ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ OpenMPI.óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ. õÓËÏ-ÒÅÎÉÅ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÑÄÅÒ ÂÌÉÚËÏ Ë Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ.
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