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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ.íÅÔÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÌÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. úÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏ-ÖÄÅÎÉÑ ÍÁÌÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÂÙÔÉÊ ÞÁÓÔÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁËÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÉÈ É ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ. üÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ × ÂÏÌØÛÏÍ ÞÉÓÌÅÒÁÂÏÔ (ÓÍ. [1, 2, 8, 9℄ É ÓÓÙÌËÉ × ÎÉÈ).äÌÑ ÂÕÔÓÔÒÁ�Á ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×Ù-ÂÏÒËÉ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ äÖÏÎÓÏÍ [6℄. íÅÔÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒ-ËÉ ÄÌÑ ÂÕÔÓÔÒÁ�Á ÉÚÕÞÁÌÓÑ äÖÏÎÓÏÍ × ÚÏÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÂÕÔÓÔÒÁ�-�ÒÏ�ÅÄÕÒ ÍÅ-ÔÏÄÁ äÖÏÎÓÁ × ÚÏÎÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÛÉÒÏ-ËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×. äÁÎ-ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÁÚÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ �ÒÉÎ�É�ÁÈ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏ-ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÜÍ�ÉÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ.ïÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ �ÒÉÎ�É�Ï× ÂÏÌØ-ÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒ, ÄÏËÁÚÁÎÙÈ × [4℄. äÌÑÚÁÄÁÞ Ï�ÅÎÉ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÏ× �ÒÏ�ÅÄÕÒÙäÖÏÎÓÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [3℄.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3℄ É [5℄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× (ÓÍ. [11℄) ÂÙ-ÌÉ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÎÁ ÚÏÎÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ. íÙëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÍÅÔÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ, �ÒÉÎ�É� ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ,×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ, ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ, ÂÕÔÓÔÒÁ�.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 14-01-00856-Á É 14-01-00271-a.82



áóéíð�ï�éþåóëé üææåë�é÷îùå ðòïãåäõòù 83�ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÈ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏ-ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ÚÁ×É-ÓÑÝÉÈ ÏÔ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒ, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏ-ËÁÚÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ.ðÕÓÔØ X1; : : : ; Xn { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ P0, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ �-ÁÌÇÅÂÒÅ ℑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S. ïÂÏÚÎÁÞÉÍP̂n ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÒÕ X1; : : : ; Xn. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ (S;ℑ).ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ T : � → R1 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ �Ï áÄÁÍÁÒÕ. äÌÑÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ T (P̂n) ÍÙ ÈÏÔÉÍ Ï�ÅÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ !n := P0(T (P̂n) −T (P0) > an) × ÚÏÎÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ, Ô.Å., ËÏÇÄÁan > 0; an → 0; na2n → ∞ �ÒÉ n → ∞. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅ-ÒÁ P0 ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ, Ï�ÅÎËÁ !n ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍÕ ÂÕÔ-ÓÔÒÁ�Õ.óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÂÕÔÓÔÒÁ�Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ÷ ËÁÞÅ-ÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ !n ÂÅÒÅÔÓÑW ∗n = P̂n(T (P∗n)− T (P̂n) > an); (1.1)ÇÄÅ P∗n { ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ X∗1 ;: : : ; X∗n, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ P̂n. ï�ÅÎËÁ W ∗n ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ �Ï k-×ÙÂÏÒËÁÍ X∗i1; : : : ; X∗in; 1 6 i 6 k, ÉÍÅÀÝÉÍ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ P̂n. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ W ∗n ÂÅÒÅÔÓÑŴn = 1n k∑i=1 �(T (P∗ni)− T (P̂n) > an);ÇÄÅ P∗ni { ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ X∗i1;: : : ; X∗in. úÄÅÓØ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÄÉËÁÔÏÒ ÓÏÂÙÔÉÑA. ëÏÇÄÁ W ∗n ÍÁÌÏ, ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÔÒÕÄÏÅÍËÏ. ðÏÜÔÏÍÕ W ∗n ÏÂÙÞÎÏÏ�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×Ú×Å-ÛÅÎÎÙÊ ÂÕÔÓÔÒÁ�.ï�ÉÛÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ,ËÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ P0 ÉÚ×ÅÓÔÎÁ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀÍÅÒÕ Qn. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Qn ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ



84 í. ó. åòíáëï÷P0 É ÉÍÅÅÔ �ÌÏÔÎÏÓÔØ qn = dQn=dP0. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ k ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ ×ÙÂÏÒÏË Y (i)1 ; : : : ; Y (i)n ; 1 6 i 6 k; ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕQn. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ !n ÂÅÒÅÔÓÑ!̂n = n∑i=1 �(T (Q̂(i)n )− T (P0) > an) n∏j=1 q−1n (Y (i)j ):úÄÅÓØ Q̂(i)n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÒÕ Y (i)1 ; : : : ; Y (i)n .ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ E[!̂n℄ = !nÉ Var[!̂n℄=EQn �(T (Q̂(1)n )−T (P)>bn) n∏j=1 q−1n (Y (i)j ) :=Un−!2n: (1.2)òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ × Ä×Á ÜÔÁ�Á. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ P0, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É ÆÕÎË�ÉÑ ×ÌÉÑ-ÎÉÑ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÊ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÂÕÄÅÔ ÕËÁÚÁÎÁ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ ÂÕÔÓÔÒÁ�Å. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ ÕÓÌÏ-×ÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÌÉÑÎÉÑ, ÞÔÏÂÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÅ P0.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÁÚÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÉÎ�É�Å ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÕÓÌÏ×-ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÜÍ�ÉÒÉÞÅ-ÓËÏÊ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒÙ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ �ÒÉÎ�É� ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊÕÓÌÏ×ÎÙÍ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ.÷Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ ÂÕÔÓÔÒÁ�Å ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÕÔÓÔÒÁ�-×ÙÂÏÒËÉ ÎÁ ÏÓ-ÎÏ×Å ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÒÙ P̂n ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÊÍÅÒÏÊ P̃n. óÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Y , ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÅÒÕ P̃n, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ:P̃n(Y = Xi) = 1n (1 + an(hn(Xi)− �hn)); 1 6 i 6 n; (1.3)ÇÄÅ hn ∈ L1(P0) ∩ L2(P0) É hn(x) > −b−1n ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ S. úÄÅÓØ �hn =1n n∑i=1 hn(Xi) É bn > 0; bn → 0; bna−1n → ∞ �ÒÉ n → ∞.



áóéíð�ï�éþåóëé üææåë�é÷îùå ðòïãåäõòù 85ðÕÓÔØ Z1; : : : ; Zkn { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ P̃n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P̃∗kn ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÒÕ Z1; : : :; Zkn .îÁÚÏ×ÅÍ P̃∗kn ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Hn;Hn(S) = 0, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÒÑÄÏ×, ÔÁËÉÈ ÞÔÏHn ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P0 É hn = dHndP0 .õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ{ �0 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÚÁÒÑÄÏ× H ÎÁ (S;ℑ), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ H(S) = 0;{ Q≪ P, ÅÓÌÉ Q ∈ � ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P ∈ �;{ C;  { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ;{ ∫ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ∫S .äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ H ∈ �0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ |H|, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ
|H|(A) = sup{|H(B)−H(D)| : D;B ∈ ℑ;D;B ⊂ A}ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ∈ ℑ.

§2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ2.1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÊ. äÌÑ t > 3 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ � = �t ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÍÅÒÉÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ f : S → R1, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ E[|f(X)|t℄ <∞.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ�0� = {H : ∫ |f | d|H| < ∞; H ∈ �0; f ∈ �} :�Ï�ÏÌÏÇÉÑ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �� × �0� �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑÍÉ Q⇒

∫ f dQ; Q ∈ �0�; f ∈ �(× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÓÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ). äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ⊂ �0�ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ clo(
) É int(
) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 × ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �� ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ �-ÁÌÇÅÂÒÕ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �0. äÌÑ G ∈ �0� ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎ�20(G) = { 12 ∫ ( dGdP0 )2dP0; G≪ P0;
∞; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ⊂ �0� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �20(
) = inf {�0(G) : G ∈ 
}.



86 í. ó. åòíáëï÷2.2. ÷ÎÅÛÎÑÑ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎ-Ë�ÉÏÎÁÌÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ (ÓÍ. [5, 11℄), ÞÁÓÔÏ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÉÈ É ×ÎÅÛÎÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ (	;ℑ;P) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ÷ÎÅÛÎÑÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ⊂ 	 ÒÁ×-ÎÁ (P)∗(B) = inf{P(A);B ⊆ A;A ∈ ℑ};Á ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ (P)∗(B) = 1− (P)∗(	 \B).äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Zn : 	 → R1 (Zn ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙ) ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ lim infn→∞ Zn >  ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ �Ï-ÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ (a:s∗), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ�n, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ �n 6 Zn, É P(lim infn→∞�n > ) = 1.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ lim supn→∞
Zn 6  ×ÎÅÛÎÅ �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ (a:s∗), ÅÓÌÉlim infn→∞ −Zn > − a:s∗. óËÁÖÅÍ ÞÔÏ lim supn→∞

Zn = −∞ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅ �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ (a:s∗), ÅÓÌÉ lim infn→∞ −Zn > − a:s∗ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ > 0.2.3. õÓÌÏ×ÎÙÊ �ÒÉÎ�É� ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÅÎ-ÎÏÊ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒÙ. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÒÑÄÏ× Hn ≪ P0.A. îÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÒÑÄ H ∈ �0�;H≪ P0, ÞÔÏlimn→∞

∫ (d(Hn −H)dP0 )t dP0 = 0É ∫ |h|t dP0 < ∞; ÇÄÅ h = dHdP0 .B. úÁÒÑÄÙ Hn ÉÍÅÀÔ �ÌÏÔÎÏÓÔÉdHndP0 (x) = h(x)�(|h(x)| > −b−1n )− ∫ h(x)�(h(x) > −b−1n ) dP0:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ A, B É t > 3. ðÕÓÔØ an > 0 {ÔÁËÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÞÔÏnatn → 0; an+1=an → 1; kna2n → ∞�ÒÉ n → ∞. ðÕÓÔØ 
 ⊂ �0�. �ÏÇÄÁlim infn→∞

(kna2n)−1 log(P̃n)∗(P̃∗kn ∈ P̂n + an
) > −�20(int(
)−H) a: s∗(2.1)



áóéíð�ï�éþåóëé üææåë�é÷îùå ðòïãåäõòù 87É lim supn→∞

(kna2n)−1 log(P̃n)∗(P̃∗kn ∈ P̂n + an
) 6 −�20(cl(
)−H) a: s∗;(2.2)ÇÄÅ ×ÎÅÛÎÑÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ (P̃n)∗ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÁÑ ÍÅÒÁ (P̃n)∗ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ��-ÁÌÇÅÂÒÙ.ðÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÕÓÌÏ×ÎÏÍ �ÒÉÎ�É�Å ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ A É t > 3. ðÕÓÔØ an > 0 {ÔÁËÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÞÔÏnatn → 0; an+1=an → 1; kna2n → ∞�ÒÉ n → ∞. ðÕÓÔØ 
 ⊂ �0�. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ� > 0 É n > n0(�; {ki}∞i=1;
)ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ(kna2n)−1 log(P̃n)∗(P̃∗kn ∈ P̂n + an
) > −�20(int(
)−H)− � (2.3)É, ÅÓÌÉ �20(cl�(
)) < ∞ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ(kna2n)−1 log(P̃n)∗(P̃∗kn ∈ P̂n + an
) 6 −�20(cl(
)−H) + � (2.4)ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ�n(�;
) = 1− C(�;
)(n1−t=3 + nbtn).åÓÌÉ �20(cl(
)) = ∞, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ L > 0(kna2n)−1 log(P̃n)∗(P∗kn ∈ P̂n + an
) 6 −L (2.5)ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏÂÙÔÉÊ, ÉÍÅÀÝÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ�1n = 1− C(L;
)(n1−t=3 + nbtn).2.4. ðÒÉÎ�É� ÓÖÁÔÉÑ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×,ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ �Ï áÄÁÍÁÒÕ. ÷ [3℄ É [5℄ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ �Ï æÒÅÛÅ É áÄÁÍÁÒÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ-×ÅÎÎÏ, ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÉÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ É ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅ-ÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ. ÷ [5℄ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÍÅÔÏÄÙ[5℄, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ××ÅÓÔÉ × �0� ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.



88 í. ó. åòíáëï÷÷ [4℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á{óÍÉÒÎÏ×Á, ÓÎÁÂÖÅÎ-ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2, ÉÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÉÎ�É�Á ÓÖÁÔÉÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ �ÒÉÎ�É�Ù ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×. îÉÖÅÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.1, ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ × [4℄. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
∫

|x|t� dP0 < ∞ÄÌÑ t > 3 É � > 0.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f : Rd → R1, ÔÁËÏÅÞÔÏ
|f(x)| 6 C(1 + |x|�); x ∈ Rd:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �0� ÚÁÒÑÄÏ× G, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

∫
|x|� d|G| <∞:íÎÏÖÅÓÔ×Ï �� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ P ∈ �, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

∫
|x|� dP <∞:äÌÑ ×ÓÅÈ G ∈ �0� Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ FG(x) = G(Ix), ÇÄÅ Ix =(−∞; x1) × : : : × (−∞; xd); x = (x1; : : : ; xd) ∈ Rd. äÌÑ ÌÀÂÙÈ G É RÉÚ �0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ��(G;R) = supx∈Rd |FG(x) − FR(x)|(1 + |x|�):ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ × ��, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ��.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÓÌÁÂÅÅ ��-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ T : �� → R1 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ �Ï áÄÁÍÁ-ÒÕ × ÔÏÞËÅ P0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ q ∈ �, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊG ∈ �0�;G≪ P0; ∫ (dG=dP0)2dP0 < ∞, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏlimn→∞

T (P0 + tnGn)− T (P0)tn = ∫ q dGÄÌÑ ×ÓÅÈ tn → 0 �ÒÉ n → ∞ É Gn ∈ �0�, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ P0 + tnGn ∈ � É��(Gn;G) → 0 �ÒÉ n → ∞. æÕÎË�ÉÑ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÌÉÑÎÉÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ T .



áóéíð�ï�éþåóëé üææåë�é÷îùå ðòïãåäõòù 89�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌT : �� → R1 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ �Ï áÄÁÍÁÒÕ × ÔÏÞËÅ P0 ÉÉÍÅÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÌÉÑÎÉÑ q. �ÏÇÄÁlim infn→∞

(kna2n)−1 log (P̃n)∗(T (P̃∗kn)− T (P̂n) > an)= lim supn→∞

(kna2n)−1 log (P̃n)∗(T (P̃∗kn)− T (P̂n) > an)= − inf{12 ∫ ( dRdP0)2 ; ∫ q d(R−H) = 1;R ∈ �0�}= −

(1 + ∫ qh dP0)22 ∫ q2 dP0 a: s∗: (2.6)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅÍÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 × [5℄ Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÍÏÍÅÎÔÁÈÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÆÒÁÚÙ: "×ÎÕÔÒÅÎÎÅ �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ". ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å �ÒÉÎ�É�Á ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ �ÒÉÎ�É�ÓÖÁÔÉÑ, ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 1. íÙ Ï�ÕÓÔÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÑ.2.5. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ. óÌÅÄÕÑ [1, 2, 3, 8℄, ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÍÅÔÏÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉlimn→∞

logUn2 log!n = 1 a:s∗:�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 4. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏ-ÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ ÂÙÌÁ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉÞÅÓËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ h = �−2q q,ÇÄÅ �2q = ∫ q2 dP0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5 �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2 × [3℄ É ÂÕÄÅÔ Ï�ÕÝÅÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ Ï�ÅÎËÉ (3.1){(3.4) É (3.11){(3.19) × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2 × [3℄Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ q̂n(x) { Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÌÉÑÎÉÑ q(x), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ�Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Y1; : : : ; Yln  ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ P0. ðÕÓÔØ ln 6 n É ln → ∞ �ÒÉ n→ ∞. ðÕÓÔØ Y1; Y2; : : :



90 í. ó. åòíáëï÷ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ X1; X2; : : :. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏE|q̂n(X)− q(X)|t < Cl−n É ∞∑n=1 l−n < ∞:�ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍ 1, 4 É 5 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÄÌÑ q̂n, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ q̂n ×ÍÅÓÔÏ q �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÅÊ ÕÍÅÒÅÎÎÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ !n. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ×ÙÂÏÒËÕ X1; : : : ; Xn ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: X1; : : : ; Xln É Xln ; : : : ; Xn. ðÏ �ÅÒ-×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ Ï�ÅÎËÕ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÌÉÑÎÉÑ, Á �Ï ×ÔÏÒÏÊ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍÍÁÌÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÅÔÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ.
§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2äÌÑ r > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ�r = {G : G≪ P0; ∫ (dG=dP0)2 dP0 6 r;G ∈ �0}:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ 3.1, ÄÏËÁ-ÚÁÎÎÏÊ × [3℄.ìÅÍÍÁ 3.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏi. �r ⊂ �0�,ii. �r Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ É ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ��-ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × �0�.íÙ ÄÁÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù (2.4) × ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 2. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ÎÉÖÅ Ï�ÅÎËÕ (3.4), ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÈ-ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù (2.4) ÂÕÄÅÔ Ó×ÅÄÅÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ×ÅÒÈ-ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÌÑ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ × ÔÅÏ-ÒÅÍÅ 2.2 × [4℄. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 É ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 1 ÔÁËÖÅ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÌÑ ÜÍ�ÉÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒ × [4℄ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ï�ÅÎËÉ (3.4). üÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á× ÔÅÏÒÅÍÅ 2.2 É ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1 × [4℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ Ï�ÕÓÔÉÍ ÜÔÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ � = �20(cl(
)−H) É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Æ; 0 < 2Æ < �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ��−Æ ⊂ �0� \ (
−H).äÌÑ ÌÀÂÙÈ f1; : : : ; fl ∈ �, G ∈ �0� É  > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍU(f1; : : : ; fl;G; ) = {R : ∣∣∣∣∫ fid(R−G)∣∣∣∣ < ;R ∈ �0�; 1 6 i 6 l} :



áóéíð�ï�éþåóëé üææåë�é÷îùå ðòïãåäõòù 91�ÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ��−Æ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ�ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ��−Æ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉU1 = U(f11; : : : ; f1l1 ;G1; 1); : : : ; Um = U(fm1; : : : ; fmlm ;Gm; m);ÞÔÏ Ui ∩ (
−H) = ∅; 1 6 i 6 m.úÄÅÓØ fij ∈ �;Gi ∈ �0� ÄÌÑ 1 6 j 6 li; 1 6 i 6 m. ïÂÏÚÎÁÞÉÍU = ∪mi=1Ui.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ �ÒÁ×ÕÀÞÁÓÔØ (P̃n)∗(P∗kn ∈ P̂n + an
) 6 P̃n(P∗kn =∈ P̂n + anU):òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2 × [3℄, �ÏÚ×ÏÌÑ-ÀÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V +H, ÉÍÅÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ �ÒÏ-ÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÆÕÎË�ÉÊq1; : : : ; ql ∈ ��−2Æ , ÔÁËÉÈ ÞÔÏE[qi(X)℄ = 0;E[q2i (X)℄ = 2(� − 2Æ); 1 6 i 6 l;É ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ qs; 1 6 s 6 l, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ-�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ fij ; 1 6 j 6 li; 1 6 i 6 m.íÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:V = ∩ki=1Vi;ÇÄÅ Vi = V (qi) = {G : ∣∣∣∣∫ qidG∣∣∣∣ < 2(� − 2Æ);G ∈ �0�} :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÅÌÁÓØ Ë Ï�ÅÎËÅ Ó×ÅÒÈÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ̃Pn(P∗kn ∈ P̂n + anV + anH) 6

k∑i=1 P̃n(P∗kn =∈ P̂n + anVi + anH)= k∑i=1 P̃n (∫ qi d(P∗kn − P̂n − anH)− 2an(� − 2Æ) > 0) : (3.1)ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ∈ �;E[f(X)℄ = 0;E[f2(X)℄ =� − 2Æ, É ×ÓÅÈ n > n0(�; f) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ(kna2n)−1 log P̃n(∫ fd(P̃∗kn − P̂n − anHn) > 2an(� − 2Æ))
6 −2 (� − 2Æ)2Var[f(X1)℄ (1− �) = −2(� − 2Æ)(1− �) (3.2)



92 í. ó. åòíáëï÷Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �n(�; U(f;H)).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÓÍ. ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5.3) × [4℄) ÂÙÌÏ ÄÏËÁ-ÚÁÎÏ ÄÌÑ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÕÔÓÔÒÁ�-ÍÅÒ(kna2n)−1 log P̂n(∫ fd(P∗kn − P̂n) > 2an(� − 2Æ))
6 −2 (� − 2Æ)2Var[f(X1)℄ (1− �) = −2(� − 2Æ)(1− �): (3.3)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÂÙÔÉÊAnfh = {X1; : : : ; Xn : max16s6n |f(Xs)| < b−1n ; |hn(Xs)| < b−1n }:éÍÅÅÍP0(Anfh) > 1− nP0(|f(X1)| > b−1n )− nP0(|hn(X1)| > b−1n ) > 1− Cnbtn:�ÁË ÞÔÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅAnfh ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ.éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ (3.3) ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (3.2).úÁÄÁÄÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ (Z1; X∗1 ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ(Xi; Xj), 1 6 i; j 6 n ÔÁË, ÞÔÏ Z1 = X∗1  ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ1− n−1an ∑h(Xi)<0 |h(Xi)|;É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Z1 É X∗1 ÉÍÅÀÔ ÍÁÒÇÉÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑP̃n É P̂n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �P ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ (Z1; X∗1 ).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÂÙÔÉÊ, ÇÄÅ Z1 = X∗1 . äÌÑ ÎÁÂÌÀ-ÄÅÎÉÊ Xi; 1 6 i 6 n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ h(Xi) > 0, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �P(Z1 = X∗1 =Xi) = 1=n. äÌÑ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ Xi; 1 6 i 6 n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ h(Xi) < 0, ÉÍÅ-ÅÔ ÍÅÓÔÏ �P(Z1 = X∗1 = Xi) = 1=n+n−1anh(Xi). îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏÂÙÔÉÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ n−1an ∑h(Xi)<0 |h(Xi)| ÚÁÄÁÄÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ (Z1; X∗1 ),�ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (Xi; Xj); 1 6 i; j 6 n, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ h(Xi) > 0 Éh(Xj) < 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÒÇÉÎÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:Z1 = Xi Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ n−1anh(Xi),Á X∗1 = Xj Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ n−1an|h(Xj)|.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏÂÙÔÉÊÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.



áóéíð�ï�éþåóëé üææåë�é÷îùå ðòïãåäõòù 93äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÂÏÒËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×(Zi; X∗i ), 1 6 i 6 kn; ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C0 > 0, ÄÌÑ n > n0(C0), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏI = �P(∣∣∣∣∫ f(dP̃∗kn − dP∗kn − andH)∣∣∣∣ > �an) 6 exp{−C0kna2n} (3.4) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − C2nbtn − Cn1−t=3. �ÏÇÄÁ (3.2) ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØÉÚ (3.3).éÍÅÅÍ Var [∫ f d(P̃∗kn −P∗kn − anH)]= a2nn n∑i=1 f2(Xi)|hn(Xi)| − a2n(∫ f dH)2 := Jn: (3.5)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ~fn = 1n n∑i=1 h(Xi)f(Xi)− ∫ f dHÉ ~hn = 1n n∑i=1 |h(Xi)| −E|h(X1)|:éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ A, �ÏÌÕÞÁÅÍ
∣∣∣∣
∫ f d(Hn−H)∣∣∣∣6(∫ f2 dP0)1=2(∫ (d(Hn−H)dP0 )2 dP0)1=2=o(1):ïÔÓÀÄÁ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 28, ÇÌ. 9 × [7℄, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 �ÏÌÕÞÁÅÍP0(| ~fn| > �) < C�n1−t=2: (3.6)òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍP0(|~hn| > �) < C�n1−t: (3.7)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 28, ÇÌ. 9 × [7℄, ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÙ P0. ïÄÎÁËÏ ÁÎÁÌÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 27 É ÔÅÏÒÅÍÙ 28 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÓËÏÒÏÓÔÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ × ÎÉÈ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï ×ÓÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÍÅÒÁÍ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÍÅÎÔÙ �ÏÒÑÄËÁ tÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 28, ÇÌ. 9 × [7℄, �ÏÌÕÞÁÅÍP0(Jn > Ca2n) < Cn1−t=2: (3.8)



94 í. ó. åòíáëï÷÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÂÙÔÉÑ
| ~fn| < �; |~hn| < �; É Jn < Ca2n: (3.9)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÒÎÏ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍI 6 E�Pn exp{−�ant+ t ∫ fd(P̃kn −P∗kn − anH)} : (3.10)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Æx ÄÅÌØÔÁ-ÍÅÒÕ × ÔÏÞËÅ x ∈ S. ïÂÏÚÎÁÞÉÍMn = ∑h(Xi)>0h(Xi)( exp{ tkn f(Xi)}− 1)+ ∑h(Xi)<0h(Xi)( exp{−

tkn f(Xi)}− 1):éÍÅÅÍE�P exp{t ∫ fd(P̃kn −P∗kn − anH)}= E�P exp{ tn kn∑i=1 ∫ f(x)(dÆ ~X∗i − ÆX∗i )− ant ∫ f dH}= (1 + ann Mn)kn exp{− ant ∫ f dH}= exp{kn log(1 + ann Mn)− ant ∫ f dH}= exp{knann Mn −
kna2n2n2 M2n(1 + o(1)) − ant ∫ f dH}= exp{antn n∑i=1 h(Xi)f(Xi)− ant ∫ f dH

−
ant22nkn n∑i=1 |h(Xi)|f2(Xi)− a2nkn2n2 M2n(1 + o(1))}= exp{ant ~fn −

ant22nkn n∑i=1 |h(Xi)|f2(Xi)− a2nkn2n2 M2n(1 + o(1))}:
(3.11)

÷ÏÚØÍÅÍ t = C1�−1knan.
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∣∣∣∣exp{− tkn f(Xi)}− 1∣∣∣∣ < Ct(knbn)−1 = CC1�−1anb−1n :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a2nkn2n2 M2n 6
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