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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÄÌÑÁÌÇÅÂÒ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÚ ÓÅÒÉÉ D(3K) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ(ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ) �ÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 2. ÷ ÎÁÓÔÏÑ-ÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÏÔ-ÌÉÞÎÕÀ ÏÔ Ä×ÕÈ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ, �ÏÌÕÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ É Ë×ÁÔÅÒ-ÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Ï× ×ÏÚÎÉËÌÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ ë. üÒÄÍÁÎ �ÒÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÂÌÏËÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÕÞÎÏÊ ÔÉ� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (ÓÍ. [2℄).ëÁË É × [1℄, ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏÉÍ ÂÉÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÑ ÁÌ-ÇÅÂÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÅÒÉÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ Å£ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈÇÒÕ�� ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. òÁÎÅÅ �ÏÄÏÂÎÙÊ �ÏÈÏÄ ÂÙÌ �ÒÉÍÅÎ£Î Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍÄÒÕÇÉÍ ÓÅÒÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ, ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ É �ÏÌÕÄÉÜÄÒÁÌØ-ÎÏÇÏ ÔÉ�Ï×. ÷ [3℄ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÄÌÑÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÅÒÉÊ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á, Á × [4{6℄ ÁÌÇÅ-ÂÒÁ HH∗(R) Ï�ÉÓÁÎÁ ÄÌÑ ÓÅÒÉÉ Q(2B)1 ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÉ 2 É 3. ÷ [7, 8℄ ÁÌÇÅÂÒÁ HH∗(R) Ï�ÉÓÁÎÁ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á. ÷ [9℄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÓÅÒÉÉ D(2B). ÷ [10, 11℄ ÁÌÇÅÂÒÁ HH∗(R)Ï�ÉÓÁÎÁ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ �ÏÌÕÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,× [12, 13℄ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ �ÏÌÕÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÚ ÓÅÒÉÉ SD(2B)2 ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÙ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ�ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2, Á × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× Ï�ÉÓÁÎÙ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÄÈÏÄ ÉÚ [1℄ ÂÙÌÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ HH∗(R) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÀ{ûÕÌØ�Á(ÓÍ. [14℄).ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ, ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ-�Á, ÂÉÍÏÄÕÌØÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ 13-01-00902).74



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 75éÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙHH∗(R), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ í£ÂÉÕÓÁ (ÓÍ. [15{18℄) É ÄÌÑ ÓÁÍÏÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ,ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÒÅ×ÅÓÎÙÊ ÔÉ� Dn (ÓÍ. [19{25℄), Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Á ÓÁÍÏÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÉÍÅ-ÀÝÉÈ ÄÒÅ×ÅÓÎÙÊ ÔÉ� E6 (ÓÍ. [26℄).ëÒÁÔËÏ Ï�ÉÛÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÂÏÔÙ. ÷ § 2 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ { ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1, × ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÅÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ Ä×ÕÈ. ÷ § 3 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ R, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ Ó×Ï-ÅÊ ÏÂ£ÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ � = R e = R ⊗K Rop. îÁËÏÎÅ�, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÜÔÕ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, × § 4 ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÇÒÕ��Ù HHn(R).
§2. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁðÕÓÔØ K { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ p := harK, R { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ K-ÁÌÇÅÂÒÁ, � = R e = R⊗K Rop{ Å£ ÏÂ£ÒÔÙ×ÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, HHn(R) = Extn�(R;R) { n-ÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÇÏ-ÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ R (Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × R-ÂÉÍÏÄÕÌÅ R).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ P• → R { �-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙR, ÔÏ HHn(R) = Hn(Hom�(P•; R)).áÌÇÅÂÒÙ Rn1;n2;n3 , ÇÄÅ n1; n2; n3 ∈ N, ÓÅÒÉÉ D(3K) Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ Q(K) = (Q0;Q1) Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

Q(K) :



76 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷á0 = a21a13 = a31a12 = a32a21 = a12a23 = a13a32 = a23a31;(a12a21)n3=(a13a31)n2 ;(a23a32)n1=(a21a12)n3 ;(a31a13)n2=(a32a23)n1 ; 



(2.1)ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ �ÕÔÅÊ ÍÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ËÏÌÞÁÎÁ ÓÞÉÔÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ× Z3, Á × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÌÞÁÎÁ, ÉÎÄÅËÓÙ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÍÏÄÕÌÀ 3.ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ HH∗(Rn1;n2;n3) ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ p = 2 ÕÖÅ ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ (ÓÍ. [1℄), × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×Ï-ÒÅÎÏ ÉÎÏÅ, ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ p 6= 2.÷×ÅÄ£Í ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: �ÏÌÏÖÉÍ N := n1 + n2 + n3;ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ 3×3-ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ KC = 


n3 0 −n2
−n3 n1 00 −n1 n2 

 ; (2.2)
C1 = 


n3 0 n2n3 n1 00 n1 n2 : (2.3)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ rkC ÍÁÔÒÉ�Ù C ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ { ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÇÒÕ�� ËÏ-ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÅÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ × ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ p 6= 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ R = Rn1;n2;n3 , É �ÕÓÔØ p 6= 2. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ ÇÒÕ�� HHn(R) Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(1) dimK HH0(R) = N + 1;(2) dimK HH1(R) = N + 1− rkC;(3) dimK HH2(R) = N + 2− rkC;(4) dimK HH3(R) = N + 2− rkC1;(5) dimK HH4(R) = N + 1− rkC1;
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0; ÅÓÌÉ n ≡ 0 ; 4 ÉÌÉ 5 (mod 6);2; ÅÓÌÉ n ≡ 1 ÉÌÉ 3 (mod 6);4; ÅÓÌÉ n ≡ 2 (mod 6):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ R = Rn1;n2;n3 É p 6= 2. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ n > 13dimK HHn(R)− dimK HHn−12(R) = 4:
§3. òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁðÕÓÔØ R = Rn1;n2;n3 { ÁÌÇÅÂÒÁ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ × § 2. þÅÒÅÚ ei, i ∈

{1; 2; 3}, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ R, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍ ËÏÌÞÁÎÁ Q(K). �ÏÇÄÁPij = �(ei ⊗ ej); i; j ∈ {1; 2; 3};ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈÌÅ×ÙÈ �-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÇÄÅ � = Re.õÍÎÏÖÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ � ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ŵÌÅ×ÏÇÏ �-ÍÏÄÕÌÑ �, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉw ∈ (ei ⊗ ej)�(ek ⊗ el);ÔÏ ŵ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŵ : Pij → Pkl; × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÄÉ �ÒÏ-ÓÔÏÔÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (Ó�ÒÁ×Á) ÎÁ w ∈ �ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ w.÷×ÅÄ£Í ËÒÁÔËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ R:�i = ai;i+1ai+1;i; �i = ai;i−1ai−1;i (i ∈ Z3):óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ R ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
B = 3⋃i=1Bii ∪ 3⋃i=1Bi+1;i ∪ 3⋃i=1Bi;i+1; (3.1)ÇÄÅ

Bii = {�ji ; �ki | 0 6 j 6 ni+2; 1 6 k 6 ni+1 − 1};
Bi+1;i = {ai+1;i�ki | 0 6 k 6 ni+2 − 1};
Bi;i+1 = {�ki ai;i+1 | 0 6 k 6 ni+2 − 1}:



78 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áäÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÉÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ R ××ÅÄ£Í ÒÑÄ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ K-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV := KQ0 ⊕KQ1:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ s : V → V ÔÁË, ÞÔÏ s(ei) = ei+1; s(ai;j) =ai+1;j+1: ïÎ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ K-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ s : V ⊗ V op ⊂ �→ V ⊗ V op ⊂ �;É ÚÁÔÅÍ ××ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅS(x; y; z) := 


x y zs(z) s(x) s(y)s2(y) s2(z) s2(x) ;ÇÄÅ x; y; z ∈ �.äÁÌÅÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : R → Rop ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ'(ei) = ei; '(ai;j) = aj;i (i; j ∈ {1; 2; 3}): ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, '(�i) = �i,'(�i) = �i. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ' �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' : � → �ÔÁË, ÞÔÏ '(x ⊗ y) = '(y) ⊗ '(x); Á ÚÁÔÅÍ ÍÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÒÏÄÏÌÖÉÍ ' ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 3×3-ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ �:îÁËÏÎÅ�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ�-ÍÏÄÕÌÉ: L1 = 3⊕i=1 Pii;L′2 = 3⊕i=1 Pi;i+1;L′′2 = 3⊕i=1 Pi+1;i;L2 = L′2 ⊕ L′′2 :�Å�ÅÒØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÌÅ×ÙÈ) �-ÍÏÄÕÌÅÊ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉËÏÍ-�ÌÅËÓ B•• , ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ × �ÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô.Å. ÓÔÒÏËÉÉ ÓÔÏÌÂ�Ù ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; 2; : : : ):
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: : : : : : : : : : : :�3y y�̃2 y�1L21 −�2←−−−− L2 −�̃1←−−−− L2 −�3←−−−− · · ·�2y �̃1y y�̃3L2 �1←−−−− L2 �̃3←−−−− L21 �2←−−−− · · ·�1y y�3 y�̃2L2 −�3←−−−− L21 −�̃2←−−−− L2 −�1←−−−− · · ·�̃3y y�2 y�̃1L21 �2←−−−− L2 �̃1←−−−− L2 �3←−−−− · · ·�̃2y y�1 y�3L2 −�1←−−−− L2 −�̃3←−−−− L21 −�2←−−−− · · ·�̃1y y�̃3 y�2L2 �3←−−−− L21 �̃2←−−−− L2 �1←−−−− · · ·�3y y�̃2 y�1L21 −�2←−−−− L2 −�̃1←−−−− L2 −�2

←−−−− · · ·�2y y�̃1 y�1L2 �1←−−−− L2 �̃2
←−−−− L1�1y y�̃1L2 −�2

←−−−− L1�1yL1 :

(3.2)



80 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áúÄÅÓØ�1 = [�1′ | �1′′] ; �1′ = S (−e1 ⊗ a12; 0; a31 ⊗ e1) ; �1′′ = −'(�1 ′);�2 = [ �2′�2′′] ;�2′ =


−
n3−1∑i=0 �i1 ⊗ a21�n3−1−i1 n3−1∑i=0 �n3−1−i2 a21⊗�i2 00 −

n1−1∑i=0 �i2⊗a32�n1−1−i2 n1−1∑i=0 �n1−1−i3 a32 ⊗ �i3n2−1∑i=0 �n2−1−i1 a13⊗�i1 0 −
n2−1∑i=0 �i3⊗a13�n2−1−i3 



;�2′′ = '(�2′);�̃1 = [�̃1′ | �̃1′′] ; �̃1′ = S (e1 ⊗ a12; 0; a31 ⊗ e1) ; �̃1′′ = −'(�̃1′);�̃2 = [ �̃2′�̃2′′] ;�̃2′ = 


n3−1∑i=0 �i1 ⊗ a21�n3−1−i1 n3−1∑i=0 �n3−1−i2 a21 ⊗ �i2 00 n1−1∑i=0 �i2 ⊗ a32�n1−1−i2 n1−1∑i=0 �n1−1−i3 a32 ⊗ �i3n2−1∑i=0 �n2−1−i1 a13 ⊗ �i1 0 n2−1∑i=0 �i3 ⊗ a13�n2−1−i3 


;�̃2′′ = '(�̃2′);�1 = [ 0 �1′�1′′ 0 ] ; �1′ = S(0; a31 ⊗ e2; e1 ⊗ a23); �1′′ = '(�1 ′);�2 = [�2′ 00 �2′′] ; �2′ = S(−e1 ⊗ a21; a21 ⊗ e2; 0); �2′′ = −'(�2′);�3 = [ 0 �3′�3′′ 0 ] ; �3′ = S(a21 ⊗ e1; 0; e1 ⊗ a13); �3′′ = '(�3 ′);�̃1 = [ 0 �̃1′�̃1′′ 0 ] ; �̃1′ = S(0; a31 ⊗ e2;−e1 ⊗ a23); �̃1′′ = '(�̃1′);�̃2 = [�̃2′ 00 �̃2′′] ; �̃2′ = S(−e1 ⊗ a21;−a21 ⊗ e2; 0); �̃2′′ = −'(�̃2′);�̃3 = [ 0 �̃3′�̃3′′ 0 ] ; �̃3′ = S(−a21 ⊗ e1; 0; e1 ⊗ a13); �̃3′′ = '(�̃3′);



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 81�1 = [ 0 �1′�1′′ 0 ] ;�1′ = 


0 �n2−13 a31 ⊗ e2 −e1 ⊗ a23�n1−13
−e2 ⊗ a31�n2−11 0 �n3−11 a12 ⊗ e3�n1−12 a23 ⊗ e1 −e3 ⊗ a12�n3−12 0 

 ; �1′′ = −'(�1′);�2 = [�2′ 00 �2′′] ;�2′ = 

e1 ⊗ a12�n3−12 0 −�n2−13 a31 ⊗ e1
−�n3−11 a12 ⊗ e2 e2 ⊗ a23�n1−13 00 −�n1−12 a23 ⊗ e3 e3 ⊗ a31�n2−11 

 ; �2′′ = '(�2′);�3 = [ 0 �3′�3′′ 0 ] ;�3′ = 

−e1 ⊗ a21�n3−11 �n3−12 a21 ⊗ e2 00 −e2 ⊗ a32�n1−12 �n1−13 a32 ⊗ e3�n2−11 a13 ⊗ e1 0 −e3 ⊗ a13�n2−13 

 ; �3′′ = −'(�3′);�̃1 = [ 0 �̃1′�̃1′′ 0 ] ;�̃1′ = 


0 −�n2−13 a31 ⊗ e2 −e1 ⊗ a23�n1−13
−e2 ⊗ a31�n2−11 0 −�n3−11 a12 ⊗ e3
−�n1−12 a23 ⊗ e1 −e3 ⊗ a12�n3−12 0 

 ; �̃1′′ = −'(�̃1′);�̃2 = [�̃2′ 00 �̃2′′] ;�̃2′ = 

e1 ⊗ a12�n3−12 0 �n2−13 a31 ⊗ e1�n3−11 a12 ⊗ e2 e2 ⊗ a23�n1−13 00 �n1−12 a23 ⊗ e3 e3 ⊗ a31�n2−11 

 ; �̃2′′ = '(�̃2 ′);�̃3 = [ 0 �̃3′�̃3′′ 0 ] ;�̃3′ = 

e1 ⊗ a21�n3−11 �n3−12 a21 ⊗ e2 00 e2 ⊗ a32�n1−12 �n1−13 a32 ⊗ e3�n2−11 a13 ⊗ e1 0 e3 ⊗ a13�n2−13 

 ; �̃3′′ = −'(�̃3 ′):ðÕÓÔØ Q• = (Qn; dQn )n>0 = Tot(B••) { ÔÏÔÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ(3.2). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �Ï�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � : Q0 = L1 → R ÍÙÂÅÒÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × R:�(r ⊗ s) = rs.



82 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷á�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ R = Rn1;n2;n3 . �ÏÇÄÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ËÏÍ-�ÌÅËÓ Q• ×ÍÅÓÔÅ Ó �Ï�ÏÌÎÑÀÝÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � : Q0 → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ R.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �Ï, ÞÔÏ Q• { ËÏÍ�ÌÅËÓ É � · dQ0 = 0, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ-ÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Á�ÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ �ÏÌÕ-ÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [27℄. á ÉÍÅÎÎÏ,ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ� : Q• → R ÎÁ �ÒÏÓÔÏÊ R-ÍÏÄÕÌØ Si ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÍÏÄÕÌÑ Si (ÔÁËÉÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ Si; i =1; 2; 3; Ï�ÉÓÁÎÙ × [28℄). îÏ ÜÔÏ ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑÍÉ. íÙ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ �ÒÏ-×ÅÒËÉ. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ A••, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÅÒ×ÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï× × ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÅ B•• Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 0 É 1 (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù× A•• ÎÕÌÅ×ÙÅ). ðÕÓÔØ X• = Tot(A••); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ X• { �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓËÏÍ�ÌÅËÓÁ Q•.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× 0→ X•

i
−→ Q•

�
−→ Q•[−4℄→ 0; (3.3)ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÁÑÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÓÔÒÏ-ÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ Q•. �

§4. çÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊðÕÓÔØ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ R = Rn1;n2;n3 { K-ÁÌÇÅÂÒÁ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ × § 2,É p = harK, �ÒÉÞ£Í p 6= 2. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ HHn(R)ÁÌÇÅÂÒÙ R ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ
(Hom�(Qn; R); Æn = Hom�(dQn ; R) )n>0; (4.1)ÇÄÅ � : Q• → R { ÂÉÍÏÄÕÌØÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ R, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ× § 3. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÄÌÑ ËÏ�ÉËÌÁ f ∈ Ker Æn ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉ-ÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ l f ∈ HHn(R) ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ f .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. ðÏÓËÏÌØËÕ Pij = � · (ei ⊗ ej), ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ Hom�(Pij ; R) ≃ eiRej , É ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑÕËÁÚÁÎÎÙÈ K-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bij (ÓÍ. ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 83× (3.1)) ÏÂÒÁÚÕÅÔ K-ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hom�(Pij ; R). äÁÌÅÅ, ×ÓÑËÉÊ�-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : Qn → R Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ei ⊗ ej ÔÅÈ Pij , ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ Qn; �ÒÉ ÜÔÏÍ f(ei ⊗ ej) ∈ eiRej . ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ f Ó ÜÔÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ëÏÇÄÁ × ÔÁËÏÍ ÎÁÂÏÒÅÚÎÁÞÅÎÉÊ f ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÎÕÌÅÊ, ÓËÁ-ÖÅÍ, ÉÚ r ÛÔÕË, ÔÏ ÍÙ ÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚOr. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ r×t-ÍÁÔÒÉ�Õ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ Or;t; �ÒÉ ÜÔÏÍÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÕËÁÚÁÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÙ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÑÓÎÙ ÉÚËÏÎÔÅËÓÔÁ.îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ × [1℄.ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ {i; j; k} = {1; 2; 3}, ÔÏ:Á) dimK Hom�(Pij ; R) = nk;Â) dimK Hom�(Pii; R) = nj + nk:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 0 ÉÍÅÅÍ:dimK Hom�(Qn; R) = {(2k + 1)2N; ÅÓÌÉ n = 3k ÉÌÉ n = 3k + 1;(2k + 2)2N; ÅÓÌÉ n = 3k + 2;ÄÌÑ �ÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ w : � → � { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×ÁÎÁ w ∈ �, ÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��w∗ := Hom�(w;R) : Hom�(�; R) ≃ R→ Hom�(�; R) ≃ R (4.2)ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: r ∈ R ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × w ∗ r (ÇÄÅ ∗ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �-ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ R).�ÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ Æ0 : Hom�(Q0; R) → Hom�(Q1; R) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ui ∈ eiRei (i = 1; 2; 3)Æ0(u1; u2; u3) = (−u1a12 + a12u2; −u2a23 + a23u3; −u3a31 + a31u1;a21u1 − u2a21; a32u2 − u3a32; a13u3 − u1a13):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. dimK HH0(R) = N + 1, dim Im Æ0 = N − 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ [2, ÌÅÍÍÁ IX.1.4℄ �ÅÎÔÒ Z(R) = Ker Æ0 ÁÌÇÅ-ÂÒÙ R ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{
(�i1; �i2;0)}n3−1i=1 ∪ {(0; �i2; �i3)}n1−1i=1 ∪ {(�i1; 0; �i3)}n2−1i=1

∪ {1; (�n31 ;O2 ); (0; �n12 ; 0); (O2; �n23 )
}:



84 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷á�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimK HH0(R) = N + 1 ÉdimK Im Æ0 = dimK Hom�(Q0; R)− dimK Ker Æ0= 2N − (N + 1) = N − 1:
�úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Im Æ0 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å K-ÂÁÚÉÓÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:

(
− �i1a12;O2; a21�i1;O2 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.3)

(0;−�i2a23;O2; a32�i2; 0) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.4)
(O2;−�i3a31;O2; a13�i3) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1; (4.5)
(
− a12; 0; a31; a21; 0;−a13); (4.6)

(a12;−a23; 0;−a21; a32; 0): (4.7)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ Æ0 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ×ÉÄÁ (u1;O2) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÉÄÁ (0; u2; 0) É×ÉÄÁ (O2; u3)), ÇÄÅ u1 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B11 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ r2�ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B22, Á r3 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B33), É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ (4.3){(4.7) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ Im Æ0. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅ-ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó dim Im Æ0.åÓÌÉ f : X → Y { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅ×ÙÈ �-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ(4.2) ××ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅf∗ := Hom�(f;R) : Hom�(Y;R)→ Hom�(X;R):äÁÌÅÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 4.6. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ (3.2)(�1)∗ = 0; (�1)∗ = 0; (�̃1)∗ = 0; (�̃1)∗ = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ-ÍÉ. �äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÆ1 = (
−�2; �1)∗ = (

−(�2)∗; O ) : Hom�(Q1; R)→ Hom�(Q2; R)Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ uij ∈ eiRej (i; j ∈ {1; 2; 3}) ÉÍÅ-ÅÍ Æ1(u12; u23; u31; u21; u32; u13) = (t11; t22; t33;O6);



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 85ÇÄÅ t11 = n3−1∑i=0 �i1 · u12 · a21�n3−1−i1 −

n2−1∑i=0 �n2−1−i1 a13 · u31 · �i1+ n3−1∑i=0 �n3−1−i1 a12 · u21 · �i1 − n2−1∑i=0 �i1 · u13 · a31�n2−1−i1 ;t22 = n1−1∑i=0 �i2 · u23 · a32�n1−1−i2 −

n3−1∑i=0 �n3−1−i2 a21 · u12 · �i2+ n1−1∑i=0 �n1−1−i2 a23 · u32 · �i2 − n3−1∑i=0 �i2 · u21 · a12�n3−1−i2 ;t33 = n2−1∑i=0 �i3 · u31 · a13�n2−1−i3 −

n1−1∑i=0 �n1−1−i3 a32 · u23 · �i3+ n2−1∑i=0 �n2−1−i3 a31 · u13 · �i3 − n1−1∑i=0 �i3 · u32 · a23�n1−1−i3 :äÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ q = (u12; u23; u31; u21; u32; u13) ∈ Ker Æ1.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ 1-ËÏ�ÉËÌÁ × ×ÉÄÅu12 = ∑w∈B12 �ww; u23 = ∑w∈B23 �ww; u31 = ∑w∈B31 �ww;u21 = ∑w∈B21 �′ww; u32 = ∑w∈B32 �′ww; u13 = ∑w∈B13 �′ww 



(4.8)(�w; �w; �w; �′w; �′w; �′w ∈ K). ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ tii = 0,i ∈ {1; 2; 3}, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �a12 ; �a23 ; �a31 ; �′a21 ; �′a32 ; �′a13 ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ(4.8) Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×




n3 0 −n2 n3 0 −n2
−n3 n1 0 −n3 n1 00 −n1 n2 0 −n1 n2 

 : (4.9)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimK Ker Æ1 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ rkC (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�ÙC ÓÍ. × (2.2)), Á ÒÅÛÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (4.9), ÌÅÇËÏ �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÏ�ÉÓÁÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ Ker Æ1.



86 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áúÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.7. ÷ ÜÔÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÕÍÁÌÑÀÔ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ××ÉÄÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ Rn1;n2;n3 ; { ÓÍ. (2.1)): ÅÓÌÉÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ n1; n2; n3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ rkC = 2),ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÍÅÎÎÏ n1, Á ÅÓÌÉ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (Ô.Å. rkC = 1), ÔÏ ÜÔÏ n3.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8. (Á) ðÕÓÔØ rkC = 2, É �ÕÓÔØ p ÎÅ ÄÅÌÉÔ n2 · n3.�ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker Æ1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å K-ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:
(�i1a12;O5 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.10)
(0; �i2a23;O4 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.11)
(O2; �i3a31;O3 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1; (4.12)
(O3; a21�i1;O2 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.13)
(O4; a32�i2; 0) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.14)
(O5; a13�i3) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1; (4.15)
(n1n2a12; n2n3a23; n1n3a31;O3 ); (4.16)
(a12;O2;−a21;O2 ); (4.17)
(0; a23;O2;−a32; 0); (O2; a31;O2;−a13): (4.18)(Â) ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ rkC = 1, É �ÕÓÔØ p ÎÅ ÄÅÌÉÔ n3. �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï Ker Æ1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å K-ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × (4.10){(4.15), (4.17), Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×

(0; a23;O4 ); (O2; a31;O3 ); (4.19)
(O4; a32; 0); (O5; a13): (4.20)(×) ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, rkC = 0 (Ô.Å. p ÄÅÌÉÔ ×ÓÅ ni, i = 1; 2; 3). �ÏÇÄÁÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker Æ1 ÎÁÄÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÕËÁ-ÚÁÎÎÏÍ × ÞÁÓÔÉ (Â), ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ (4.17) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
(a12;O5 ); (O3; a21;O2 ):



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 87óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.9. (Á) dimK Ker Æ1 = 2N − rkC;(Â) dimK Im Æ1 = rkC;(×) dimK HH1(R) = N + 1− rkC:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ (Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.8, Á ÔÏÇÄÁ�ÕÎËÔ (Â) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.3. îÁËÏÎÅ�, �ÕÎËÔ (×)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.4. ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ (4.1)Æ2 = (�̃1 O�1 �2)∗ : Hom�(Q2; R)→ Hom�(Q3; R):÷×ÉÄÕ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÊ ÏÎ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ: ÄÌÑ uij ∈ eiRej , i; j ∈ {1; 2; 3};Æ2(u11;u22; u33; u12; u23; u31; u21; u32; u13)= (t12; t23; t31; t21; t32; t13; t11; t22; t33; t′11; t′22; t′33);ÇÄÅt12=u11a12+a12u22; t23=u22a23+a23u33; t31=u33a31+a31u11;t21=−a21u11−u22a21; t32=−a32u22−u33a32; t13=−a13u33−u11a13;t11=−u12a21+a13u31; t22=−u23a32+a21u12; t33=−u31a13+a32u23;t′11=a12u21−u13a31; t′22=a23u32−u21a12; t′33=a31u13−u32a23:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÕÞÌÉ, ÞÔÏ �∗1 = 0 (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 4.6).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.10. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker Æ2 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ (�ÒÉ ÌÀÂÏÍrkC) × ËÁÞÅÓÔ×Å K-ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×:
(�i1;−�i2;O7 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
(0; �i2;−�i3;O6 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(
− �i1; 0; �i3;O6 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;

(�n31 ;O8 ); (0; �n12 ;O7 ); (O2; �n23 ;O6 );
(O3; �n3−11 a12; �n1−12 a23; �n2−13 a31;O3 );
(O6; a21�n3−11 ; a32�n1−12 ; a13�n2−13 ):



88 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØq = (u11; u22; u33; u12; u23; u31; u12; u32; u13) ∈ Ker Æ2:ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ uij ÜÔÏÇÏ 2-ËÏ�ÉËÌÁ �ÒÉ i 6= j × ×ÉÄÅ (4.8) ÉÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÍu11 = ∑w∈B11 �̃ww; u22 = ∑w∈B22 �̃ww; u33 = ∑w∈B33 �̃ww (4.21)(�̃w; �̃w; �̃w ∈ K). �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ t12 = t23 = t31 = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍ �̃e1 + �̃e2 = 0;�̃e2 + �̃e3 = 0;�̃e3 + �̃e1 = 0; 



(4.22)�̃�i1 + �̃�i2 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.23)�̃�i2 + �̃�i3 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.24)�̃�i3 + �̃�i1 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n2 − 1: (4.25)ë ÜÔÉÍ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ t21 = t32 = t13 = 0. �ÁËËÁË p 6= 2, ÔÏ ÉÚ (4.22) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�̃e1 = �̃e2 = �̃e3 = 0:äÁÌÅÅ, ÕÓÌÏ×ÉÑ tii = 0 ÄÌÑ i = 1; 2; 3 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ: ��i1a12 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n3 − 2; (4.26)��i2a23 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n1 − 2; (4.27)��i3a31 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n2 − 2; (4.28)��n3−11 a12 = ��n1−12 a23 = ��n2−13 a31 : (4.29)îÁËÏÎÅ�, �Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ: t′ii = 0 ÄÌÑ i = 1; 2; 3,ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:�′a21�i1 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n3 − 2; (4.30)�′a32�i2 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n1 − 2; (4.31)�′a13�i3 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n2 − 2; (4.32)�′a21�n3−11 = �′a32�n1−12 = �′a13�n2−13 : (4.33)



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 89�Å�ÅÒØ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÎÁÌÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.23){(4.33) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÉ×Å-Ä£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker Æ2. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.11.(Á) dimK Ker Æ2 = N + 2;(Â) dimK Im Æ2 = 3N − 2;(×) dimK HH2(R) = N + 2− rkC:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÀÔÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. �÷ ÍÁÔÒÉ�Å ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÆ3 = (�̃2 �̃1 OO −�2 �3)∗ : Hom�(Q3; R)→ Hom�(Q4; R)××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 4.6 ÉÍÅÅÍ (�̃1)∗ = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÄÌÑ uij ∈ eiRej ,i; j ∈ {1; 2; 3}, É u′ii ∈ eiRei, i ∈ {1; 2; 3}, ÜÌÅÍÅÎÔq = (u12; u23; u31; u21; u32; u13; u11; u22; u33; u′11; u′22; u′33)ÌÅÖÉÔ × Ker Æ3; ÔÏ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÛÅÓÔÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ q,ÌÅÖÉÔ × Ker(�̃2)∗; Á ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÛÅÓÔÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ,ÌÅÖÉÔ × Ker (−�2 �3)∗ = Ker(�2)∗ ∩Ker(�3)∗:÷ÎÏ×Ø ÚÁ�ÉÛÅÍ uij , i 6= j, × ×ÉÄÅ (4.8). �ÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀKer Æ1, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �a12 ; �a23 ; �a31 ; �′a21 ; �′a32 ; �′a13ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ


n3 0 n2 n3 0 n2n3 n1 0 n3 n1 00 n1 n2 0 n1 n2 ;É �ÏÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ker(�̃2)∗ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ rkC1 (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù C1 × (2.3)).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.12. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ rkC1 = 2, ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ

{ni}3i=1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p | n1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ rkC1 = 1, ÓÞÉÔÁÅÍ,ÞÔÏ p | ni ÄÌÑ i ∈ {1; 2}.



90 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ uii, i ∈ {1; 2; 3}, × ×ÉÄÅ (4.21), ÉÚÕÓÌÏ×ÉÑ (�′3)∗(u11; u22; u33) = 0 (ÓÍ. ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ (3.2)) ×Ù×ÏÄÉÍ,ÞÔÏ �e1 + �e2 = 0;�e2 + �e3 = 0;�e3 + �e1 = 0; 



(4.34)��i1 + ��i2 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n3 − 1;��i2 + ��i3 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n1 − 1;��i3 + ��i1 = 0 �ÒÉ 1 6 i 6 n2 − 1:îÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (� ′2)∗(u11; u22; u33) = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ�e1 = �e2 = �e3 ;É ××ÉÄÕ (4.34) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �e1 = �e2 = �e3 = 0.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ u′11; u′22; u′33, ÁÉÍÅÎÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (�′′3 )∗(u′11; u′22; u′33) = 0 É (t′′2)∗(u′11; u′22; u′33) = 0,É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ (ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 4.8 É 4.10) ËÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ Ker Æ3.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.13. (Á) ðÕÓÔØ rkC1 = 3. �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker Æ3ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å K-ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:

(�i1a12;O11 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
(0; �i2a23;O10 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(O2; �i3a31;O9 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;
(O3; a21�i1;O8 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
(O4; a32�i2;O7 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(O5; a13�i3;O6 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;
(a12;O2;−a21;O8 ); (0; a23;O2;−a32;O7 );(O2; a31;O2;−a13;O6 ); } (4.35)
(O6; �i1;−�i2;O4 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
(O7; �i2;−�i3;O3 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(O6;−�i1; 0; �i3;O3 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;
(O9; �i1;−�i2; 0) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
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(O10; �i2;−�i3) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(O9;−�i1; 0; �i3) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;
(O6; �n31 ;O5 ); (O7; �n12 ;O4 ); (O8; �n23 ;O3 );
(O9; �n31 ;O2 ); (O10; �n12 ; 0); (O11; �n23 ):(Â) ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ rkC1 = 2, É �ÕÓÔØ p ÎÅ ÄÅÌÉÔ n2 · n3. �ÏÇÄÁÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker Æ3 × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ× �ÕÎËÔÅ (Á), ÜÌÅÍÅÎÔ (0; a23;O2;−a32;O7 ) ÉÚ (4.35) ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØÎÁ �ÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (0; a23;O10 ); (O4; a32;O7 ):(×) åÓÌÉ rkC1 = 1 É p ÎÅ ÄÅÌÉÔ n3, ÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker Æ3 × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ × �ÕÎËÔÅ (Â), ÜÌÅÍÅÎÔ(O2; a31;O2;−a13;O6 ) ÉÚ (4.35) ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×(O2; a31;O9 ); (O5; a13;O6 ).(Ç) ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, rkC1 = 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker Æ3 ÎÁÄÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ × ÞÁÓÔÉ (×), ÜÌÅÍÅÎÔ(a12;O2;−a21;O8 ) ÉÚ (4.35) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

(a12;O11 ); (O3; a21;O8 ):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.14.(Á) dimK Ker Æ3 = 4N − rkC1;(Â) dimK Im Æ3 = 2N + rkC1;(×) dimK HH3(R) = N + 2− rkC1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ù HH3(R) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ker Æ3, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.11. �áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÑÄÒÁ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌÁÆ4 = 


�1 O O
−�̃1 �̃2 OO �3 �̃1∗ : Hom�(Q4; R)→ Hom�(Q5; R):÷×ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 4.6 × ÍÁÔÒÉ�Å ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ (�̃1)∗ = 0 É (�̃1)∗ = 0,ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �∗1 = Æ0. ðÏÜÔÏÍÕKer Æ4 = Ker Æ0 ⊕Ker(�̃2�3)∗ :



92 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áðÕÓÔØq := (u12; u23; u31; u21; u32; u13; u′12; u′23; u′31; u′21; u′32; u′13)ÌÅÖÉÔ × Ker(�̃2�3)∗. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ uij ; i 6= j; �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ (4.8).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ u′ij ; i 6= j; ÚÁ�ÉÛÅÍ × ×ÉÄÅu′12 = ∑w∈B12 �ww; u′23 = ∑w∈B23 �ww; u′31 = ∑w∈B31 �ww;u′21 = ∑w∈B21 � ′ww; u′32 = ∑w∈B32 �′ww; u′13 = ∑w∈B13 �′ww:�ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ q ∈ Ker(�̃2�3)∗ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ��i1a12 = �′a21�i1 = 0 ÄÌÑ 0 6 i 6 n3 − 2;��i2a23 = �′a32�i2 = 0 ÄÌÑ 0 6 i 6 n1 − 2;��i3a31 = �a13�i3 = 0 ÄÌÑ 0 6 i 6 n2 − 2;Á ÔÁËÖÅ Ë Ä×ÕÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ��n3−11 a12 ; ��n1−12 a23 ; ��n2−13 a31 ; � ′a21 ; �′a32 ; �′a13É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�′a21�n3−11 ; �′a32�n1−12 ; �′a13�n2−13 ; �a12 ; �a23 ; �a31Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×


−1 0 −1 1 0 −1
−1 −1 0 −1 1 00 −1 −1 0 −1 1 

 :ðÒÏÓÔÏÊ ÁÎÁÌÉÚ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ  ÕÞ£ÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ 4.4 �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ Ker Æ4.



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 93ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.15. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker Æ4 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ (�ÒÉ ÌÀÂÙÈrkC É rkC1) × ËÁÞÅÓÔ×Å K-ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:
(�i1; �i2;O13 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
(0; �i2; �i3;O12 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(�i1; 0; �i3;O12 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;
(O9; �i1a12;O5 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
(O10; �i2a23;O4 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(O11; �i3a31;O3 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;
(O12; �i2a21;O2 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1;
(O13; �i3a32; 0) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1;
(O14; �i1a13) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1;
(e1; e2; e3;O12 ); (�n31 ;O14 ); (0; �n12 ;O13 ); (O2; �n23 ;O12 );
(O3; �n3−11 a12; 0;−�n2−13 a31;O7; a32; 0);
(O3;−�n3−11 a12; �n1−12 a23;O9; a13);
(O4;−�n1−12 a23; �n2−13 a31;O6; a22;O2 );
(O6; �n3−12 a21; 0;−�n2−11 a13; 0; a23;O4 );
(O6;−�n3−12 a21; �n1−13 a32;O3; a31;O3 );
(O7;−�n1−13 a32; �n2−11 a13; a12;O5 ):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.16.(Á) dimK Ker Æ4 = 3N + 1;(Â) dimK HH4(R) = N + 1− rkC1:ðÕÓÔØ X • := Hom�(X•; R), ÇÄÅ X• { ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.2.ëÁË É ×ÙÛÅ, ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙf ∈ Hom�(Xn; R) ⊂ Hom�(Qn; R)Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(ei⊗ej) (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1).éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÉÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙR, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × §3,×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ X • × ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ 6-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÎ; ÂÏÌÅÅÔÏÞÎÏ, �ÒÉ n > 9 ÆnX • = Æn−6

X • ;



94 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Hn(X •) ≃ Hn−6(X •)�ÒÉ n > 10. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Hn(X •) = HHn(R) �ÒÉ 0 6 n 6 2.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ dimK Hn(X •) ÄÌÑ 4 6 n 6 9.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.17.dimK H4(X •) = 0;dimK Hn(X •) = 2 ÄÌÑ n ∈ {5; 9};dimK Hn(X •) = 4 ÄÌÑ n ∈ {6; 7; 8}:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.8, ÁÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 4.5 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Ker Æ4
X • ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

(O6; �i1a12;O5 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.36)
(O7; �i2a23;O4 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.37)
(O8; �i3a31;O3 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1; (4.38)
(O9; a21�i1;O2 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.39)
(O10; a32�i2; 0) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.40)
(O11; a13�i3) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1; (4.41)
(0;−�n1−12 a23; �n2−13 a31;O6; a21;O2 );
(�n3−11 a12; 0;−�n2−13 a31;O7; a32; 0); (4.42)
(
− �n3−11 a12; �n1−12 a23;O9; a13);

(O4;−a32�n1−12 ; a13�n2−13 ; a12;O2 ); (4.43)
(a21�n3−11 ; 0;−a13�n2−13 ; 0; a23;O4 );
(O3;−a12�n3−11 ; a32�n1−12 ;O3; a31;O3 ); (4.44)Á ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Im Æ4

X • × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
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(�i1; �i2;O10 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.45)
(0; �i2; �i3;O9 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.46)
(�i1; 0; �i3;O9 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1; (4.47)
(O3; �i1; �i2;O7 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n3 − 1; (4.48)
(O4; �i2; �i3;O6 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n1 − 1; (4.49)
(O3; �i1; 0; �i3;O6 ) ÄÌÑ 1 6 i 6 n2 − 1; (4.50)
(�n31 ;O11 ); (0; �n12 ;O10 ); (O2; �n23 ;O11 ); (4.51)
(O3; �n31 ;O8 ); (O4; �n12 ;O7 ); (O5; �n23 ;O6 ): (4.52)îÏ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Im Æ3

X • ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × (4.36){(4.44), É �ÏÔÏÍÕ H4(X •) = 0.2) ÷ÎÏ×Ø �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ ÄÌÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker Æ5
X • ÓÌÕÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × (4.45){(4.52), Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

(e1; e2; e3;O9 ); (O3; e1; e2; e3;O6 ); (4.53)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ (4.53) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ H5(X •).3) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÅÔÁÌØÎÏÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÏÓ-ÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
(a12;O11 ); (O3; a21;O8 ); (4.54)
(O6; e1; e2; e3;O3 ); (O9; e1; e2; e3) (4.55)ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H6(X •), ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

(�n3−11 a12; �n1−12 a23; �n2−13 a31;O9 ); (
− �n3−1a12;O8; a21;O2 ); (4.56)

(O3; a21�n3−11 ; a32�n1−12 ; a13�n2−13 ;O6 );(O3;−a21�n3−1;O2; a12;O5 )
} (4.57)ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H7(X •), ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

(�n31 ;O11 ); (O3; �n31 ;O8 );(O6; �n3−11 a12; �n1−12 a23; �n2−13 a31;O3 ); } (4.58)
(O9; a21�n3−11 ; a32�n1−12 ; a13�n2−13 ) (4.59)
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(O6; �n31 ;O5 ); (O9; �n31 ;O2 ) (4.60)ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ H9(X •). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.18. ïÔÍÅÔÉÍ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏdimK H3(X •) = N + 2:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.19. äÌÑ n > 5dimK HHn(R)− dimK HHn−4(R)= 





0; ÅÓÌÉ n ≡ 0 ÉÌÉ 4 ÉÌÉ 5 (mod 6);2; ÅÓÌÉ n ≡ 1 ÉÌÉ 3 (mod 6);4; ÅÓÌÉ n ≡ 2 (mod 6):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (3.3) �ÏÓÌÅ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom�(− ; R) ÄÁ£Ô ËÏÒÏÔËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×0→ Hom�(Q•[−4℄; R) �∗

−→ Hom�(Q•; R) {∗
−→ X • → 0;ËÏÔÏÒÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

· · ·
�n−1
−→ HHn−4(R) �∗

−→ HHn(R) {∗
−→ Hn(X •) �n

−→ HHn−3(R) �∗

−→ · · · :(4.61)éÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅdimK HHn(R)− dimK HHn−4(R) = dimK Ker�n − dimK Im�n−1:(4.62)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4.61).ìÅÍÍÁ 4.20. äÌÑ n > 4(a) dimK Im�n = {2; ÅÓÌÉ n ≡ 0 ÉÌÉ 5 (mod 6);0; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.(Â) dimK Ker�n = 



0; ÅÓÌÉ n ≡ 4 ÉÌÉ 5 (mod 6);2; ÅÓÌÉ n ≡ 0 ÉÌÉ 3 (mod 6);4; ÅÓÌÉ n ≡ 1 ÉÌÉ 2 (mod 6):



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 97äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �nÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ u ∈ Ker Æn
X • , É �ÕÓÔØũ := (O; u) ∈ Hom�(Qn; R) (4.63){ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ÎÕÌ£Í ÎÁ ×Ó£ Qn = Qn−4 ⊕ Xn. �ÁË ËÁË {∗(ũ) = u,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ v ∈ Hom�(Qn−3; R) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �∗(v) = Æn(ũ), �ÒÉ ÜÔÏÍv { ËÏ�ÉËÌ, É ÔÏÇÄÁ �ÏÌÁÇÁÀÔ �(l u) := l v.0 −−−−−→ Hom�(Qn−4; R) �∗

−−−−−→ Hom�(Qn; R) {∗
−−−−−→ Xn −−−−−→ 0Æn−4y yÆn yÆn

X•0 −−−−−→ Hom�(Qn−3; R) �∗

−−−−−→ Hom�(Qn+1; R) {∗
−−−−−→ Xn+1 −−−−−→ 0:�ÁË ËÁË Xn = B1;n−1 ⊕ B0;n (ÇÄÅ B•• ÉÚ (3.2)), ÔÏ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ u ∈ Hom�(Xn; R) × ×ÉÄÅ u = (u′; u′′); ÇÄÅu′ ∈ Hom�(B1;n−1; R); u′′ ∈ Hom�(B0;n; R);�ÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, u′; u′′ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �-ÍÏÄÕÌÅÊ B1;n−1; B0;n(ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1).1) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ≡ 0 (mod 6) (n > 4), É �ÕÓÔØ u = (u′; u′′) ∈Ker Æn

X • . ÷×ÉÄÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ Hn(X •) ≃ H6(X •), �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.17, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u { ÏÄÉÎ ÉÚÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × (4.54), (4.55). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌdQn ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÌÏÞÎÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ:dQn = 


dQn−4 OO −�3O O �1 O�2 �̃3 
 :ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÍÁÔÒÉ�Å ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ dQn−4 × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÓÔÏÉÔ6×6-ÂÌÏË, ÒÁ×ÎÙÊ �2. �ÏÇÄÁ (× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ) ÉÍÅÅÍÆn(ũ) = (O;−�∗3 (u′);O12 ):äÌÑ u1 = (a12;O11 )Æn(ũ1) = (O;−�n31 ;−�n12 ;O13 ) = �∗(v1);ÇÄÅ v1 = (O;−�n31 ;−�n12 ; 0). îÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (O3;−�n31 ;−�n12 ; 0)ÎÅ ÌÅÖÉÔ × Im�∗2 , ÔÏÇÄÁ v1 6∈ Im Æn−4, É �ÏÔÏÍÕ �(l u1) 6= 0. äÌÑu2 = (O3; a21;O8 ) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ �(lu2) 6= 0.



98 á. é. çåîåòáìï÷, é. í. úéìøâåòâïòä, ä. â. òïíáîï÷áðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ u { ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × (4.55), ÔÏ ÓÒÁÚÕÑÓÎÏ, ÞÔÏ Æn(ũ) = 0, É �ÏÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ (4.55) ÌÅÖÁÔ × Ker�n.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅdimK Im�n = dimK Ker�n = 2:2) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ≡ 1 (mod 6) (n > 4), É �ÕÓÔØ u ∈ Ker Æn
X • .÷×ÉÄÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ Hn(X •) ≃ H7(X •), �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.17, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u { ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × (4.56), (4.57). óÅÊÞÁÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ dQn ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÊ ×ÉÄ: dQn = 



dQn−4 OO �̃1O O �2 O
−�3 �1 

 ;ÎÏ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 4.6 (�̃1)∗ = 0, É �ÏÔÏÍÕ ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Æn(ũ) = 0.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �n = 0, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅdimK Im�n = 0; dimK Ker�n = 4:3) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ≡ 2 (mod 6) (n > 4), É �ÕÓÔØ u ∈ Ker Æn
X • .÷×ÉÄÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ Hn(X •) ≃ H8(X •), �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.17, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u { ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × (4.58), (4.59). óÅÊÞÁÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ dQn ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÊ ×ÉÄ: dQn = 



dQn−4 OO −�̃2O O �3 O�1 �2 
 :�ÏÇÄÁ ÓÒÁÚÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ (×ÎÏ×Ø × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ (4.63)) ÉÍÅÅÍ Æn(ũ) = 0;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �n = 0, É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅdimK Im�n = 0; dimK Ker�n = 4:4) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ≡ 3 (mod 6) (n > 4), É �ÕÓÔØ u ∈ Ker Æn

X • .÷ÎÏ×Ø ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u { ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ× (4.60), É ÔÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÉÄ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ�n = 0, É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,dimK Im�n = 0; dimK Ker�n = 2:



ëïçïíïìïçéé èïèûéìøäá áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 995) åÓÌÉ n ≡ 4 (mod 6), ÔÏ Hn(X •) ≃ H4(X •) = 0; É �ÏÔÏÍÕdimK Im�n = dimK Ker�n = 0:6) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ≡ 5 (mod 6), É �ÕÓÔØ u ∈ Ker ÆnX • { ÏÄÉÎÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × (4.53). óÅÊÞÁÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ dQn ÉÍÅÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ: dQn = 


dQn−4 OO �̃2O O �̃3 O
−�1 �̃2 

 :ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÍÁÔÒÉ�Å ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ dQn−4 × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÓÔÏÉÔ6×6-ÂÌÏË, ÒÁ×ÎÙÊ �1. ðÕÓÔØ u := (e1; e2; e3;O9 ). �ÏÇÄÁ (× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ) ÉÍÅÅÍÆn(ũ) = (O; �n3−11 a12; �n1−12 a23; �n2−12 a31;O15 )= �∗
(O; �n3−11 a12; �n1−12 a23; �n2−12 a31;O3 ):ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ \ÏÔÒÅÚÏË" ÜÌÅÍÅÎÔÁ

(O; �n3−11 a12; �n1−12 a23; �n2−12 a31;O3 );Á ÉÍÅÎÎÏ, (�n3−11 a12; �n1−12 a23; �n2−12 a31;O3 );ÎÅ ÌÅÖÉÔ × Im(�′′1 )∗, É �ÏÔÏÍÕ �(l u) 6= 0. äÌÑ u := (O3; e1; e2; e3;O6 )ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �(lu) 6= 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,dimK Im�n = 2; dimK Ker�n = 0:
�éÚ ÌÅÍÍÙ 4.20 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 5dimK Ker�n − dimK Im�n−1= 




0; ÅÓÌÉ n ≡ 0 ÉÌÉ 4 ÉÌÉ 5 (mod 6);2; ÅÓÌÉ n ≡ 1 ÉÌÉ 3 (mod 6);4; ÅÓÌÉ n ≡ 2 (mod 6);É ÜÔÏ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.62) ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ4.19. ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1 �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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