
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 429, 2014 Ç.ï. í. æÏÍÅÎËÏï þéóìå ëìáóóï÷ ðïìåê áìçåâòáéþåóëéèþéóåì §1ðÕÓÔØ K { �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÅ�ÅÎÉ n(K) = [K : Q℄,n(K) =: n > 2. éÚÕÞÅÎÉÅ h(K) =: h, ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÌÑ K, Ï�ÉÒÁÅÔÓÑÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ äÅÄÅËÉÎÄÁ �ÏÌÑ K:�K(s) = ∑

a

(Na)−s (� > 1);ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄÅÔ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÌÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ a × K,s = � + it. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �K(s) { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×Ï ×ÓÅÊ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ { �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÌÀÓÏÍ× ÔÏÞËÅ s = 1 Ó ×ÙÞÅÔÏÍ, ÓËÁÖÅÍ, κK . �K(s) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÔÉ�Á ≪ s → 1 − s ≫. ëÁÖÄÏÅ �ÏÌÅK ÉÍÅÅÔ r1 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É 2r2 ÍÎÉÍÙÈ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ �ÏÌÅÊ (ÔÁË ÞÔÏr1 + 2r2 = n).÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ äÅÄÅËÉÎÄÁ
κK = 2r1(2�)r2 h(K)R(K)w(K)|d(K)|1=2 ;ÇÄÅ d(K) =: d É R(K) =: R ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ �Ï-ÌÑ K ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, w(K) =: w { ÞÉÓÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × K ËÏÒÎÅÊÉÚ 1. ÷ÓÔÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ Ï�ÅÎËÅ ×ÙÞÅÔÁ κK Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ. ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒ-ÈÕ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÇËÏ É ÄÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ìÁÎÄÁÕ [1℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏhR ≪ |d|1=2 logn−1 |d|; (1.1)ÇÄÅ ÎÅÑ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n. ðÏÚÄÎÅÅ úÉÇÅÌØ [2℄ Éá. æ. ìÁ×ÒÉË [3℄ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ìÁ×ÒÉËÁ: �ÒÉ |d| > 5hR < w|d|1=2 logn−1 |d|:ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ×, ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ, ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊÎÕÌØ, ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÅ, ÇÉ�ÏÔÅÚÁ áÒÔÉÎÁ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ.193



194 ï. í. æïíåîëïéÚ (1.1), ËÁË �ÏËÁÚÁÌ ìÁÎÄÁÕ, ÓÌÅÄÕÅÔh ≪n |d|1=2 logn−1 |d|: (1.2)úÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÅÅ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ κK . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ K �ÏÌÑ Q ÔÁËÕÀ, ÞÔÏn= log |d| → 0. �ÏÇÄÁ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ [4℄,
κK ≫ |d|−"; (1.3)�ÒÉÞÅÍ " > 0 { ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÑ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ " É n; Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÜÔÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ.ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÌÅÊ K ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n > 2 ÓÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ |d| ÉÍÅÅÍhR > |d| 12−": (1.4)éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á (1.3) ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó (ÇÉ�ÏÔÅÔÉÞÅÓËÉÍ)ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÕÌÑ �0 (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅÍìÁÎÄÁÕ{úÉÇÅÌÑ) Õ �K(s), Ô.Å. ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÕÌÑ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ1− [(n) log |d(K)|℄−1 6 �0 < 1:åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ �K(s) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÕÌÑ (ÜÔÏ �Ï èÅÊÌØ-ÂÒÏÎÎÕ [5℄ É óÔÁÒËÕ [6℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ �ÏÌÅÊ K, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �ÏÄ�ÏÌÅÊ), ÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ �ÏÌÑ KhR ≫ |d|1=2log |d| ; (1.5)ÇÄÅ ÎÅÑ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n.õÓÉÌÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (1.1), (1.3){(1.5) ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÁ � ÇÒÕ��Ù Gal(K̂=Q), ÇÄÅ K̂=Q { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ çÁÌÕÁ �ÏÌÑ K=Q,L-ÆÕÎË�ÉÑ áÒÔÉÎÁ L(s; �) { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÇÉ�ÏÔÅÚÁ áÒÔÉÎÁ), ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ òÉÍÁÎÁ (ïçò). �ÏÇÄÁ

|d(K)|1=2log log |d(K)| ≪n h(K)R(K) ≪n |d(K)|1=2(log log |d(K)|)n−1:äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÞÉÓÌÅ ËÌÁÓÓÏ× h(K) ÎÕÖÎÙ Ï�ÅÎËÉÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ R(K). ÷ÁÖÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ R(K) �ÏÌÕÞÉÌ òÅ-ÍÁË [7, 8℄. ïÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ Ï�ÅÎÏË: ÅÓÌÉ K ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌØÎÏ ÍÎÉÍÙÍË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÔÏÔÁÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÔÏR(K) ≫n log |d(K)|:



ï þéóìå ëìáóóï÷ 195óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÌÅÊ K ÉÚ (1.1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïh ≪n |d|1=2(log |d|)n−2: (1.6)÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÅÊKm(m = 1; 2; : : : ) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n > 2 Ó ÍÁÌÙÍ ÒÅ-ÇÕÌÑÔÏÒÏÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï (1.4), Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍËÌÁÓÓÏ×: h(Km) > |d(Km)| 12−"; (1.7)ÇÄÅ " > 0 { ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×-ÎÙÍ É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÄÌÑ �ÏÌÅÊ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉ�Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × §3 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÙ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Á×ÔÏÒÕ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2).úÄÅÓØ ÕÍÅÓÔÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÅÝÅÓÔ-×ÅÎÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ Q(√d). ðÕÓÔØ � { �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (mod d) É L(s; �) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ L-ÆÕÎË�ÉÑäÉÒÉÈÌÅ. �ÏÇÄÁ L(1; �) = hRd−1=2. ðÏÓËÏÌØËÕ L(1; �) ≪ log d, R >( 12 + o(1)) log d, ÔÏ h ≪
√d (ÓÔÁÒÁÑ Ï�ÅÎËÁ ìÁÎÄÁÕ). ìÉÔÔÌ×ÕÄ [10℄ ×�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ïçò ÄÌÑ L-ÆÕÎË�ÉÊ äÉÒÉÈÌÅ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏL(1; �) < (2e + o(1)) log log d:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ïçò, ÉÍÅÅÍh < (4e + o(1))d1=2(log d)−1 log log d:íÏÎÔÇÏÍÅÒÉ É ÷ÁÊÎÂÅÒÇÅÒ [11℄ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  > 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏh > d1=2(log d)−1 log log d (1.8)ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ

Q(√d).âÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÕÌÕÞÛÉÔØ × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.1), (1.3){(1.5) ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÄ×É-ÖÅÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÄÌÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÅÊ (ÓÍ. §2); × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁÍ ÄÏ-ËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 Á×ÔÏÒÁ, ÏÔÎÏÓÑÝÁÑÓÑ Ë ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ �ÏÌÑÍ.§2òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÅ K = Q( 3√m), ÇÄÅ m Ó×ÏÂÏÄÎÏÏÔ ËÕÂÏ×, m 6= ±1; ÉÍÅÅÍ m = ab2, a É b { ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ É ×ÚÁÉÍÎÏ



196 ï. í. æïíåîëï�ÒÏÓÔÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a2 6≡ b2 (mod 9), ÔÏ d(K) =
−27a2b2; ÅÓÌÉ ÖÅ a2 ≡ b2 (mod 9), ÔÏ d(K) = −3a2b2.äÌÑ ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÅÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ìÁÎÄÁÕ (1.1), (1.2) É (1.6)ÕÌÕÞÛÉÌ ëÏÎ [12℄. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a É b. ëÏÎ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÑK ×ÙÞÅÔ κKÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÍÕ ÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ äÅÄÅ-ËÉÎÄÁ. üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ, ÕÌÕÞÛÁÀÝÅÍÕ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÁÓÔ-ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (1.1):hR ≪ |d|1=2 log |d| · log log |d|: (2.1)ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ (1.6):h ≪ |d|1=2 log log |d|:ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÅÎËÅ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ hR × ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÑK. ÷ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, �K(s) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÕÌÑ,�ÏÜÔÏÍÕ ÒÅÞØ �ÏÊÄÅÔ ÏÂ ÕÓÉÌÅÎÉÉ Ï�ÅÎËÉ (1.5).�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ K { ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÅ, ÔÏhR ≫ |d|1=2(log |d|)1=2 · (log log |d|)1=2 ;ÇÄÅ ÎÅÑ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ � > 1 ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ äÅÄÅËÉÎ-ÄÁ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ K ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ�K(s) = ∏

p

(1−N(p)−s)−1= ∏p ∏

p|p (1−N(p)−s)−1 (� > 1); (2.2)ÇÄÅ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÞÉÓÌÁÍ p, Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ { �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ p �ÏÌÑK, ÌÅÖÁÝÉÍÎÁÄ p.á. é. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ× [13℄ �ÒÉÂÌÉÚÉÌ κK ÏÔÒÅÚËÏÍ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÉ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÄÌÑ �ÏÌÑ K ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ íÅÒÔÅÎÓÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ): ÄÌÑ �ÏÌÑ



ï þéóìå ëìáóóï÷ 197K, ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÕ-ÌÑ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁhR = w|d|1=22r1(2�)r2 · e−logD
×

∏

pN(p)6D(1−N(p)−1)−1(1 + �logD); (2.3)ÇÄÅ logD > (n) log |d| · log log |d|, (n) { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ-×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n; � ≪n 1.ðÅÒÅÈÏÄÉÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÒÉÍÅ-ÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.3) × ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÑ K = Q( 3√m). îÁÍÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁËÏÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p × �ÏÌÅK (ÓÍ. [14℄). éÍÅÅÍ: ÅÓÌÉ (p; |d|) = 1 É p ≡ 2 (mod 3), ÔÏ × Kp = p1p2;ÇÄÅ p1 { �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ �ÏÌÑ K ÓÔÅ�ÅÎÉ 1, p2 { �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ �ÏÌÑ KÓÔÅ�ÅÎÉ 2.åÓÌÉ p∣∣|d| É p 6= 3, ÔÏ p = p31, ÇÄÅ p1 { �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ �ÏÌÑ K ÓÔÅ�Å-ÎÉ 1.ðÏÌÏÖÉÍ logD =  log |d| log log |d|, ÇÄÅ  > 0 { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ. õÞÉÔÙ×ÁÑ (2.2), ÉÍÅÅÍ
∏

pN(p)6D (1−N(p)−1)−1
>

∏p6Dp≡2 (mod 3)(p;|d|)=1 (1− 1p)−1 ≫ (log |d|)1=2(log log |d|)1=2:æÏÒÍÕÌÁ (2.3), ×ÚÑÔÁÑ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÑ K, ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 1. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. äØÀË [15℄ �ÏÌÕÞÉÌ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï,Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ�ÏÌÅÊ É �Ï ÓÉÌÅ ×�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ íÏÎÔÇÏÍÅÒÉ É ÷ÁÊÎ-ÂÅÒÇÅÒÁ (1.8). §3óÎÁÞÁÌÁ ÉÚÌÏÖÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ äØÀËÁ [16℄, ÕÔÏÞÎÑÀÝÉÅ (1.7) × ×ÁÖ-ÎÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ K ∈ Kn, ÅÓÌÉ K { ÔÏÔÁÌØÎÏ



198 ï. í. æïíåîëï×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÅ K̂ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ Gal(K̂=Q) ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ Sn. äÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÌÅÊ�K(s) = �(s)L(s; �);ÇÄÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ çÁÌÕÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ n− 1, ËÏÎÄÕËÔÏÒd É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ,h = d1=22n−1R L(1; �):çÉ�ÏÔÅÚÁ áÒÔÉÎÁ É ïçò ÄÁÀÔL(1; �) ≪ (log log d)n−1:òÅÍÁË [7℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÏÌÅÊ(ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ K ∈ Kn), ÔÏR ≫ (log d)n−1:ðÏÜÔÏÍÕ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ áÒÔÉÎÁ É ïçò ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ÔÏÔÁÌØ-ÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÌÅÊ K, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÏÌÅÊ,É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ K ∈ Kn,h≪ d1=2(log log d= log d)n−1; (3.1)�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÑ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n.÷ÓÔÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÎÁ Ï�ÅÎËÁ (3.1). éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ íÏÎÔ-ÇÏÍÅÒÉ É ÷ÁÊÎÂÅÒÇÅÒÁ (1.8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ n = 2 Ï�ÅÎËÁ (3.1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ≪-ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ äØÀË × ÒÁÂÏÔÅ [16℄ × ÓÌÕÞÁÅ n > 3, ÎÏ ÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ áÒÔÉÎÁ É ïçò. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ [16, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄: ÆÉËÓÉÒÕÅÍ n > 2 É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ L-ÆÕÎË�ÉÑ áÒÔÉÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ïçò. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  > 0, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n ÉÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÅ K ∈ Kn Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÄÉÓËÒÉ-ÍÉÎÁÎÔÏÍ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ h >  d1=2(log log d= log d)n−1.ìÕÞÛÉÊ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × [16℄: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÅÊ K ∈ Kn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈh ≫ d1=2(log d)−n; (3.2)�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÑ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n.üÔÏ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ Ï�ÅÎËÁ (1.7).÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÎÉÖÅ Ï�ÅÎËÁ (3.2) ÕÌÕÞÛÁÅÔÓÑ.



ï þéóìå ëìáóóï÷ 199�ÅÏÒÅÍÁ 2. æÉËÓÉÒÕÅÍ n > 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÏÌÅÊ K ∈ Kn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈh ≫ d1=2(log log d)n−1=(log d)n;�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÑ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ Ï�ÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁ ×ÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ äØÀËÁ {�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [16℄:ÆÉËÓÉÒÕÅÍ n > 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  > 0, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏÏÔ n É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÏÌÑ K ∈ Kn Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÄÉÓ-ËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p Ó  6 p 6 log d×�ÏÌÎÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × K É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ R 6 (log d)n−1.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å K ÂÅÒÕÔÓÑ �ÏÌÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÉÅÍ Ë Q ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x; t) = (x− t)(x− 22t)(x− 32t) : : : (x− n2t)− tÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t.îÁ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.3) × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÑ K ∈ Kn:hR = d1=22n−1 · e−logD ·
∏

pN(p)6D (1−N(p)−1)−1(1 + �logD );ÇÄÅ logD = (n) log d · log log d, ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (n) > 0 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n,É |�| ≪n 1. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅ�ÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å K �ÏÌÑ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÔÏÌØËÏÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ äØÀËÁ. éÍÅÅÍhR ≫n d1=2(log d · log log d)−1 ∏

pN(p)6log d (1−N(p)−1)−1
≫ d1=2(log d · log log d)−1 ∏p6log d (1− 1p)−n
≍ d1=2(log d)−1(log log d)−1(log log d)n:ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ KR ≪n (log d)n−1;ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �
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