
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 429, 2014 Ç.ï. í. æÏÍÅÎËÏï äúå�á-æõîëãéé äåäåëéîäá. II
§1ðÕÓÔØ Kn { �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÅ�ÅÎÉ n = [Kn : Q℄, n >2; ÉÎÏÇÄÁ ÍÙ �ÉÛÅÍ �ÒÏÓÔÏ K. äÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ �ÏÌÑ KnÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ�Kn(s) = ∑

a

(Na)−s (� > 1);ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄÅÔ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÌÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ a × Kn,s = � + it. íÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ�Kn(s) = ∞
∑k=1 �(k;Kn)ks ;ÇÄÅ �(k;Kn) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × Kn ÎÏÒÍÙ k. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ �Kn(s) { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×Ï ×ÓÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ { �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÌÀÓÏÍ × ÔÏÞËÅ s = 1 Ó ×Ù-ÞÅÔÏÍ, ÓËÁÖÅÍ, �n; ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀÒÉÍÁÎÏ×Á ÔÉ�Á ≪ s→ 1− s≫.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ A(x;Kn) := ∑k6x�(k;Kn)× ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏ×A(x;Kn) =:M(x;Kn) + �(x;Kn) = �nx+�(x;Kn):ðÅÒ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ A(x;Kn) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ äÅÄÅËÉÎÄÕ É÷ÅÂÅÒÕ. äÅÄÅËÉÎÄ Ó×ÅÌ ÚÁÄÁÞÕ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÒÅÛÅÔËÉ ×n-ÍÅÒÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ É �ÏÌÕÞÉÌ Ï�ÅÎËÕ A(x;Kn) ≪ x, Á ÷ÅÂÅÒ Ï�ÅÎÉÌÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ �(x;Kn) ≪ x1− 1n :ìÁÎÄÁÕ [1℄ ÄÏ×ÅÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏ�(x;Kn) ≪ x1− 2n+1 ; (1.1)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏ×, ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. 178



ï äúå�á-æõîëãéé äåäåëéîäá. II 179ÏÎ ÖÅ �ÏÌÕÞÉÌ �ÅÒ×ÙÊ 
-ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ Æ × Ï�ÅÎËÅ�(x;Kn) ≪ xÆ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1=2 − 1=(2n). ó ÒÁÚ×ÉÔÉ-ÅÍ ÍÅÔÏÄÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓÞËÉÈ ÓÕÍÍ ÕÌÕÞÛÁÌÉÓØ Ï�ÅÎËÉ ÏÓÔÁÔËÁ ×ÚÁÄÁÞÅ Ï ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË ÒÅÛÅÔËÉ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÜÔÉÍ É Ï�ÅÎËÁ(1.1). îÁ�ÒÉÍÅÒ, îÏ×ÁË [2℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ�(x;Kn) ≪ x1−�n(logx)�n ;�n = 2n − 8n(5n+ 2) ; �n = 105n+ 2 ÄÌÑ 3 6 n 6 6;�n = 2n − 32n2 ; �n = 2n ÄÌÑ n > 7:éÚ ÒÁÂÏÔÙ íÀÌÌÅÒÁ [3℄ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ.âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÄÌÑ n = 2[4℄; n = 3 [5℄; n = 4; 6 (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÉ�Ï× ÎÅÁÂÅÌÅ×ÙÈ �ÏÌÅÊ), n > 4ÌÀÂÏÅ (ÄÌÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ �ÏÌÅÊ) [6℄. ïÓÏÂÎÑËÏÍ ÓÔÏÉÔ ÓÌÕÞÁÊ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ �Ï-ÌÅÊKn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÔÏÄÏÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×ÁÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ [7℄ Ï�ÅÎËÁ�(x;Kn) ≪ x1− 112n−
23 (logx)n;×ÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÁÑ (�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÒÁÎÅÅ) �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÏÍ n. 
-ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÎÄÁÕ ÔÁËÖÅ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÕÌÕÞÛÁÌÁÓØ (ÓÍ.[8, 9℄). ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ [9℄: �ÒÉ n > 2�(x;Kn) = 
((x log x)n−12n (log2 x)κ · (log3 x)−�) ;ÇÄÅ κ É � { Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, log2 x =log logx, log3 x = log log logx. óÍ. ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏ-ÔÙ.ðÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÞÁÓÔÉ I ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ[6℄. äÌÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Kn=Q ÔÁÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ�(x;Kn) ≪ x1− 3n+2+": (1.2)�ÁÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ï�ÅÎËÁ (1.2) ÄÌÑK6, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ �ÏÌÑK3ÎÁÄ Q Ó ÇÒÕ��ÏÊ çÁÌÕÁ S3. ÷ [6℄ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÖÅ Ï�ÅÎËÁ (1.2) ÄÌÑ �ÏÌÑK4 = Q( 4√m), ÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ�K4(s).÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÌÉË×ÉÄÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ �ÒÏÂÅÌ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �K4(s), ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÏÅ, ÎÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ �ÅÌÅÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÏ×ÙÅ



180 ï. í. æïíåîëïÓÌÕÞÁÉ K8 = Q(√−1; 4√m), K8 = Q( 4√"m), K16 = Q(√−1; 4√"m), ÇÄÅ "m{ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á �ÏÌÑ Q(√m), m > 0 Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ×. äÁÌÅÅ, ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 É 3 [6℄ É ÔÅÏÒÅÍÁ 3 [10℄, Ó×Ñ-ÚÁÎÎÙÅ Ó 
-Ï�ÅÎËÁÍÉ É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉäÅÄÅËÉÎÄÁ.
§2òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÉ�Ù �ÏÌÅÊ:1) Kn=Q, n > 4, { ÁÂÅÌÅ×Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ;2) K6=Q { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ÇÒÕ��ÏÊ çÁÌÕÁ S3 (ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÅ �ÏÌÑ K3);3) K4 = Q( 4√m) É K8 = Q(√−1; 4√m), ÇÄÅ �ÅÌÏÅ m > 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÏÍ;4) K8 = Q( 4√"m) É K16 = Q( 8√−1; 4√"m), ÇÄÅ �ÅÌÏÅ m > 0 Ó×ÏÂÏÄÎÏÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É "m { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á �ÏÌÑ Q(√m).�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ �ÏÌÅÊ 1){4) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ�(x;Kn) ≪ x1− 3n+2+"; (1.2)ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, " { ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅÞÉÓÌÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØÓÌÕÞÁÉ 3), 4). óÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË-�ÉÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ.I. óÌÕÞÁÊ �ÏÌÅÊ K4 = Q( 4√m) É K8 = Q(√−1; 4√m).÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÒÁÂÏÔÙ éÛÉÉ [11℄. âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÔØ, ÞÔÏ m { �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ,�ÒÉÞÅÍ m ÉÍÅÅÔ ×ÉÄm = ∏p pe(p); 0 6 e(p) 6 3:K8 { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÄ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ 8 Ó ÇÒÕ��ÏÊ çÁÌÕÁ G :=Gal(K8=Q), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÅD4 �ÏÒÑÄËÁ 8. äÌÑ�ÏÌÑ K8 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ �(�;K8) ×ÅÓÁ 1. ðÕÓÔØ  {Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÅ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (�) = (√

−1 00 −
√
−1) ;  (�) = (0 11 0) ;



ï äúå�á-æõîëãéé äåäåëéîäá. II 181ÚÄÅÓØ � É � { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù G, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ�( 4√m) = √
−1 · 4√m; �(√−1) = √

−1;�( 4√m) = 4√m; �(√−1) = −
√
−1:ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ det ÇÒÕ��Ù G, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ (det )(g) =deg (g), ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒ äÉÒÉÈÌÅ " ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ"(n) = (−1=n):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ L-ÆÕÎË�ÉÀ áÒÔÉÎÁ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó  :L(s;K8=Q;  ) = ∞

∑n=1 a(n)n−s:�ÏÇÄÁ L(s;ë8=Q;  ) ÉÍÅÅÔ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:L(s;K8=Q;  ) = ∏p|N(1− a(p)p−s)−1 ∏p∤N(1− a(p)p−s + "(p)p−2s)−1;ÇÄÅ N ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÄÕËÔÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ  . æÕÎË�ÉÀ �(�;K8) ÍÙÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ�(�;K8) = ∞
∑n=1 a(n)qn; q = exp(2�√−1�):éÚ ÔÅÏÒÉÉ çÅËËÅ{÷ÅÊÌÑ{ìÅÎÇÌÅÎÄÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(�;K8) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Á-ÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (ÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÏÊ) ×ÅÓÁ 1 Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ " ÎÁ ËÏÎ-ÇÒÕÜÎ�-�ÏÄÇÒÕ��Å �0(N).îÁÒÑÄÕ Ó �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ K4 (ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ) É L = Q(√−1,√m),K8 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �ÏÄ�ÏÌÑ k = Q(√−1), F = Q(√m) ÉE = Q(√−m), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ K8 ÁÂÅÌÅ×Ï. üÔÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ �ÏÄ�Ï-ÌÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ G  1,  2,  3 ÓÔÅ�ÅÎÉ1; ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ  0.ðÕÓÔØ f(x) { Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ ËÏÒÎÑ 4√m ÎÁÄ Q:f(x) = x4 −m:äÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ××ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕS(p) := #{a ∈ Fp|f(a) ≡ 0 (mod p)}:÷ [11℄ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ: �ÕÓÔØ p ∤ N , ÔÏÇÄÁS(p) = 1 + (m0=p) + a(p); (2.1)ÇÄÅ m0 { ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ m.



182 ï. í. æïíåîëïîÁ�ÏÍÎÉÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ�Kn(s) = ∏p ∏

p|p(1−N(p)−s)−1 (� > 1); (2.2)ÇÄÅ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÄÅÔ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ p, Á×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ { �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ p �ÏÌÑ Kn, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁÄ p.éÓ�ÏÌØÚÕÑ (2.1), (2.2) É �ÒÉÎ�É� �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍÁ [12, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.8.13℄,ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ�K4(s) = �(s) · L(s;(m0
·

))

· L(s;K8=Q;  )U1(s) (� > 12); (2.3)ÇÄÅ ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ Ul(s), l = 1; 2; : : : ; ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÑÄ äÉÒÉÈÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ � > 12 .ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �K8(s), ÇÄÅ K8 =
Q(√−1; 4√m). éÛÉÉ [11℄ �ÏÌÕÞÉÌ ÚÁËÏÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p × �ÏÌÅK8=Q × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ �(�;K8).éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÏ×ÅÎØ N ÆÏÒÍÙ �(�;K8) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: N = 4f2, f > 0�ÅÌÏÅ.úÁËÏÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × K8=Q ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: �ÕÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅp ÎÅ ÄÅÌÉÔ f . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fp ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× �ÏÌÑ K8ÎÁÄ p. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:(i) åÓÌÉ p ≡ 1 mod 4, ÔÏfp = 1 ⇔ a(p) = 2;fp = 2 ⇔ a(p) = −2;fp = 4 ⇔ a(p) = 0.(ii) åÓÌÉ p ≡ 3 mod 4, ÔÏ a(p) = 0, fp = 2 ÉÌÉ 4. äÁÌÅÅ,fp = 2 ⇔ a(p2) = 1;fp = 4 ⇔ a(p2) = −1.(iii) åÓÌÉ p = 2, ÔÏ fp = 1 ÉÌÉ 2.äÁÌÅÅ,fp = 1 ⇔ a(p) = 1;fp = 2 ⇔ a(p) = −1.÷ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ �(k;Kn) ÉÍÅÅÍ �ÒÉ � > 1�Kn(s) = ∞

∑k=1�(k;Kn)k−s = ∏p (1 + �(p;Kn)ps + �(p2;Kn)p2s + : : :) :éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ Kn=Q ÄÌÑ p ∤ d(Kn) (=ÄÉÓ-ËÒÉÍÉÎÁÎÔ �ÏÌÑ Kn) �(p;Kn) = n ÉÌÉ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ



ï äúå�á-æõîëãéé äåäåëéîäá. II 183�ÏÌÑ Kn=Q�Kn(s)= ∏p;p∤d(Kn)fp=1 (1+nps+�(p2;Kn)p2s +: : :) ∏p;p∤d(Kn)fp>1 (1+�(p2;Kn)p2s +: : :)
×

∏p;p|d(Kn)(1 + �(p;Kn)ps + �(p2;Kn)p2s + : : :)= ∏p;p∤d(Kn)fp=1 (1 + nps + �(p2;Kn)p2s + : : :) · U2(s):÷ ÓÉÌÕ ÚÁËÏÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ (ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ) �ÏÌÑ K8 ÉÍÅÅÍ�K8(s) = ∏p∈P1 (1 + 8ps + : : :) · U3(s); (2.4)ÇÄÅ P1 := {p|p ∤ N; p ≡ 1 mod 4 É fp = 1 (⇔ a(p) = 2)}.ðÕÓÔØ � { ÈÁÒÁËÔÅÒ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ  ÇÒÕ��Ù G. äÌÑ�ÒÏÓÔÏÇÏ p ∤ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �p �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. �ÏÇÄÁ�Ï [11, ÆÏÒÍÕÌÁ (11)℄, 1(�p) = (−1=p);  2(�p) = (m0=p); 3(�p) = (−m0=p); �(�p) = a(p): (2.5)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �G ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G.�ÏÇÄÁ �G = 1 +  1 +  2 +  3 + 2�:�ÁË ËÁË G �ÏÒÑÄËÁ 8, ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ G ÉÍÅÅÍ�G(g) ≡ 0 mod 8:�ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ (2.5), ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ p ∤ N1 + (−1=p) + (m0=p) + (−m0=p) + 2a(p) ≡ 0 mod 8: (2.6)äÌÑ p ≡ 1 mod 4 É a(p) = 2(⇔ fp = 1) ÓÕÍÍÁ × (2.6) ÒÁ×ÎÁ 8, ÄÌÑ ×ÓÅÈÏÓÔÁÌØÎÙÈ p ∤ N ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0. üÔÏÔ ÆÁËÔ × ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ Ó (2.4)ÄÁÅÔ �ÒÉ � > 12�K8(s) = �(s) · L(s;(−1
·

))

· L(s;(m0
·

))

· L(s;(−m0
·

))

× L2 (s;K8=Q;  ) · U4(s): (2.7)



184 ï. í. æïíåîëïII. óÌÕÞÁÊ �ÏÌÅÊ K8 = Q( 4√"m) É K16 = Q(√−1; 4√"m).÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÒÁÂÏÔÙ [13℄. ðÏÌÅ K16 { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅçÁÌÕÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 16 ÎÁÄ Q, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ √
−1 É 4√"m, ÇÄÅ "m { ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ Q(√m), mÓ×ÏÂÏÄÎÏ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. çÒÕ��Á çÁÌÕÁ G := Gal(K16=Q) �ÏÒÏÖÄÅÎÁÔÒÅÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �, ' É � ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ�( 4√"m) = √

−1 4√"m;'( 4√"m) = 1= 4√"m;�(√−1) = −
√
−1;É ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:�4 = '2 = �2 = 1; '� = �'; ��� = '�' = �3:ðÒÉ t := tr("m) �ÕÓÔØ f É e { ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ t+2 Ém(t+2)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÒÑÄÕ Ó �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ K8 = Q( 4√"m),K ′ = Q(√−1;√"m) É L = Q(√−1;√−m),L′ = Q(√−m;√f), L′′ = Q(√−m;√−f),K16 ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ �ÏÄ�ÏÌÑ

Q(√−1), Q(√m), k = Q(√−m), F = Q(√f),
Q(√−f), Q(√e), E = Q(√−e).üÔÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ �ÏÄ�ÏÌÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�-�Ù çÁÌÕÁ G ÓÔÅ�ÅÎÉ 1: 
2, 
3, 
4, 
5, 
6, 
7, 
8.éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ 
1.çÒÕ��Á G ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ä×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÅ-�ÅÎÉ 2, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ 
4. åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ  0, ÔÏÄÒÕÇÏÅ  1 =  0 ⊗ 
3. ðÕÓÔØ L(s;K16=Q;  0) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,L(s;K16=Q;  1)) ÏÚÎÁÞÁÅÔ L-ÆÕÎË�ÉÀ áÒÔÉÎÁ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó  0(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó  1), É �ÕÓÔØ �(� ; 0) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �(� ; 1))ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÅÌÌÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ L(s;K16=Q;  0) (ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, L(s;K16=Q;  1)).÷ [13℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÓÕÍÍÁ�(� ;K16) = 12{�(� ; 0) + �(� ; 1)}:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ÏÂÝÅÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ËÏÎÄÕËÔÏÒÏ× �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÊ  0 É  1. éÚ ÒÁÂÏÔ çÅËËÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(� ;K16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏ-ÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ×ÅÓÁ 1 ÎÁ ËÏÎÇÒÕÜÎ�-�ÏÄÇÒÕ��Å �0(N) Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ



ï äúå�á-æõîëãéé äåäåëéîäá. II 185(−m=·). éÍÅÅÍ �(� ;K16) = ∞
∑n=1 a(n)qn; q = exp(2�i�):ðÏÌÅ K8 = Q( 4√"m) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ. ðÕÓÔØ f(x) { Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÝÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ ËÏÒÎÑ 4√"m ÎÁÄ Q:f(x) = (x4 − "m)(x4 − "−1m ) = x8 − tx4 + 1:äÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ××ÏÄÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕS(p) := #{a ∈ Fp|f(a) = 0};�f { ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ �ÏÌÉÎÏÍÁ f(x). ðÏ [13, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2℄, ÅÓÌÉ p ∤ �f ,ÔÏ S(p) = 1 + (m=p) + (f=p) + (e=p) + 2a(p): (2.8)éÓ�ÏÌØÚÕÑ (2.8) É ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ ×Ù×ÏÄÁ (2.3),�ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉ � > 12�K8(s) = �(s) · L(s;(m· ))

· L(s;(f· ))

× L(s; (e· )) · L(s;K16=Q;  0) · L(s;K16=Q;  1) · U5(s): (2.9)ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �K16(s). ðÏÌÅ K16 ÉÅÇÏ �ÏÄ�ÏÌÅ K ′ (ÓÔÅ�ÅÎÉ 8 ÎÁÄ Q) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉ-ÑÍÉ �ÏÌÑ Q. ÷ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ,�K16(s) = ∏p;p∤d(K16)fp=1 (1 + 16ps + �(p2;K16)p2s + : : :) · U6(s):ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × [13, 
. 92℄, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÏÇÏ p ÉÍÅÅÍ:p �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × K ′

⇔
(−1p ) = (fp) = ( ep) = 1: (2.10)åÓÌÉ "m ×�ÏÌÎÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÉË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊÓÉÍ×ÏÌ ("m=p)4 ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ

(−1p ) = (mp ) = ("mp ) = 1:



186 ï. í. æïíåîëïåÓÌÉ p { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (−1=p) = (m=p) = 1, ÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ,("m=p) = 1⇔ p �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × K ′.ðÕÓÔØ p { �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ �ÏÌÑ K ′, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁÄ p. �ÏÇÄÁ("m=p)4 = { 1; ÅÓÌÉ p ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × K16;
−1; ÅÓÌÉ p ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ × K16(ÓÍ. [14, Ó. 54℄).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�K16(s) = ∏p∈P2 (1 + 16ps + : : :) · U7(s); (2.11)ÇÄÅ

P2 :={p|p ∤ N;(−1p )=(fp)=( ep)=1 É ("mp )4 = 1 (⇔ fp=1)} :ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÑ K8 = Q(√−1; 4√m), ÉÍÅÅÍ: ÄÌÑp ∤ N1 +(−1p )+(mp )+(−mp )+ (fp)+(−fp )+ (ep)+(−ep )+ 4a(p) ≡ 0 mod 16: (2.12)ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [13℄, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2.10)a(p) = ("mp )4 · 2:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ p; p ∤ N , Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (2.10) É a(p) = 2 ÓÕÍÍÁ × (2.12)ÒÁ×ÎÁ 16. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ p, p ∤ N , ÓÕÍÍÁ × (2.12) ÒÁ×ÎÁ 0. ÷ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉÓ (2.11) ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ: �ÒÉ � > 12�K16(s) = �(s) · L(s;(−1
·

))

· L(s;(m· ))

× L(s;(−m
·

))

· L(s;(f· ))

· L(s;(−f
·

))

× L(s;(e· ))

· L(s;(−e
·

))

· L2(s;K16=Q;  0)
× L2(s;K16=Q;  1) · U8(s): (2.13)



ï äúå�á-æõîëãéé äåäåëéîäá. II 187ðÅÒÅÈÏÄÉÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (2.3), (2.7), (2.9) É (2.13), ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅ-ÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ èÁÒÄÉ É ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ × �ÒÏÂÌÅÍÁÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ( [15, �. 2.3℄;ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3 × [6℄). óÁÍÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÙ�ÒÉ×ÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÏÄÎÁËÏ ÄÁÄÉÍ ÚÄÅÓØ Ï�ÅÎËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÏ Ï�É-ÒÁÅÔÓÑ.i) � ( 12 + it) ≪ t 16 (t > 1); L ( 12 + it; �d) ≪ t 16 (t > 1),ÇÄÅ �d { ÈÁÒÁËÔÅÒ äÉÒÉÈÌÅ mod d.üÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [15℄).ii) �Kn ( 12 + it) ≪ tn6+" (t > 1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [16{18℄.iii) L ( 12 + it; F )

≪ t 13+" (t > 1),ÇÄÅ F { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ �ÅÌÏÇÏ ×ÅÓÁk > 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �0(N).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [19℄.iv) ðÕÓÔØ �1 É �2 { ÈÁÒÁËÔÅÒÙ äÉÒÉÈÌÅ mod q1 É mod q2 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ T > 2 ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ1T T
∫0 ∣

∣

∣

∣

L(12 + it; �1)L(12 + it; �2) ∣

∣

∣

∣

2 dt = C(log T )4 +O((log T )3)ÉÌÉ = D(logT )2 +O(log T )× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÍ, ÂÕÄÕÔ ÌÉ �1 É �2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÉÌÉ ÎÅÔ. (úÄÅÓØC É D { ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ �1 É �2.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ òÁÍÁÞÁÎÄÒÅ [20℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅ L(s; �1) =L(s; �2) = �(s) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÉÌ éÎÇÁÍ (1928).v) ðÕÓÔØ L(s) { L-ÆÕÎË�ÉÑ L(s;K8=Q;  ) ÉÚ (2.3) É (2.7) ÌÉÂÏ ÌÀÂÁÑÉÚ L-ÆÕÎË�ÉÊ L(s;K16=Q;  0), L(s;K16=Q;  1) ÉÚ (2.9) É (2.13). �ÏÇÄÁÄÌÑ T > 2 T
∫1 L(12 + it) ∣

∣

∣

∣

2 dt ∼ CT logT:üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ çÕÄÁ [21℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÈÅÍÅ. �



188 ï. í. æïíåîëï
§3ïÂÏÂÝÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 É 3 ÒÁÂÏÔÙ [6℄ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ �ÏÌÑ Kn.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ Kn { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÄ

Q. îÁÊÄÕÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 
1 É 
2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ T > T0 ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ [T; T + 
1T 1−1=n℄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÔÏÞËÉt1, t2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ�(t1;Kn) > 
2t 12− 12n1 ; �(t2;Kn) < −
2t 12− 12n2 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁé×ÉÞÁ [22℄ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ËÒÏÍÅÕÓÌÏ×ÉÑ (i) (ÓÍ. [22, Ó. 142℄), × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅ-ÓËÉ.õÓÌÏ×ÉÅ (i): �(k;Kn) ≪ kC+" ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0 É�(k;Kn) ≫ kC ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ k.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ. äÌÑ � = 0; 1; 2; : : : ; n, �ÕÓÔØ P� { ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÙ ×Kn É ËÏÔÏÒÙÅÄÅÌÑÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ � �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× �ÏÌÑ Kn ÓÔÅ�ÅÎÉ 1. ðÕÓÔØP ∗ { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ P ∗ ÉÍÅÅÔÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É Pn−1 �ÕÓÔÏ. åÓÌÉKn=Q ÎÏÒÍÁÌØÎÏ,ÔÏ P� �ÕÓÔÏ ÄÌÑ � = 1; 2; : : : ; n − 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á P� ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É×ÍÅÓÔÅ Ó P ∗ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÁÌÅÅ,ÅÓÌÉ p ∈ P� , ÔÏ �(p;Kn) = � (ÞÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏ× �ÏÌÑ Kn ÎÏÒÍÙ p).ðÕÓÔØ L { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ Kn, G = Gal(L=Q) É H =Gal(L=Kn). éÚ×ÅÓÔÎÏ [23℄, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P� ÎÅ �ÕÓÔÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Æ� ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
∑p6xp∈P� 1 = Æ�xlogx +O( xlog2 x) : (3.1)ëÏÎÓÔÁÎÔÁ Æ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ äÉÒÉÈÌÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P� , �ÒÉ ÜÔÏÍn

∑�=1 � · Æ� = 1 (3.2)É Æ� = |G|−1 · |{� ∈ G : |{� ∈ G : � ∈ �H�−1}| = |H | · �}|:ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ �(k;Kn) ≪ k" ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ (3.2) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ Æ� > 0 ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ �, ÔÏ ÉÚ (3.1) ÉÍÅÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ



ï äúå�á-æõîëãéé äåäåëéîäá. II 189ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ p ∈ P� (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �(p;Kn) = �). õÓÌÏ×ÉÅ (i)×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, É ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ïÂÏÂÝÉÍ É ÕÓÉÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔ [10,24, 25℄, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈÓ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ Kn { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÄ
Q. ðÕÓÔØ 
 { ÌÀÂÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, T > 200, logT >(200)1=
, É (log T )
 6 Y 6 T . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ D1, D2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏmaxT6t6T+Y ∣

∣

∣

∣

�Kn (12 + it) ∣

∣

∣

∣

> exp{D1 ( logYlog logY )
12 } ; (3.3)É maxT6t6T+Y |�Kn (�0 + it) | > exp{D2 (logY )1−�0log logY } ; (3.4)ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �0, 12 < �0 < 1.äÁÌÅÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ D3 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏÄÌÑ (log logT )
 6 Y 6 T É log logT > (200)1=
 ÉÍÅÅÍmaxT6t6T+Y |�Kn(1 + it)| > D3 log logY: (3.5)ëÏÎÓÔÁÎÔÙ D1, D3 ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ 
, ËÏÎÓÔÁÎÔÁ D2 { ÏÔ 
 É �0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÍÉ × ÒÁÂÏÔÅ [26℄.ðÕÓÔØ {an} { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑÓÌÅÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.(i) òÑÄ F (s) = ∞

∑n=1 ann−s (s = � + it);ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎ × ÏÂÌÁÓÔØ � > 12 , T 6 t 6 T + Y , ÉÔÁÍ
|F |(s)| 6 TA;ÇÄÅ A { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.(ii) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ É �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ q ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ an ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅÚÎÁËÁ (0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ�ÉÓÁÎ ÌÀÂÏÊ ÚÎÁË), ÅÓÌÉ n �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÅÌÙÅ



190 ï. í. æïíåîëïÞÉÓÌÁ, �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÚ S (× �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÅ-�ÅÎÉ) É �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ q, × ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.(iii) åÓÌÉ n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ q ∏p∈S pb(p)Ó b(p) = 0 ÉÌÉ 1 É b(p) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ×ÅÌÉÞÉÎÁ |an| ÏÔÄÅÌÅÎÁ ÏÔ 0.(iv) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ D′ > 1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 10 ×ÅÌÉ-ÞÉÎÁ
∑x<p<D′xp∈S 1ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ 
′x= logx É 
′′x= logx, ÇÄÅ 0 < 
′ < 
′′ { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÇÒÁÎÉ�Á Ó×ÅÒÈÕ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).ðÒÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3.3){(3.5) Ó ÚÁÍÅÎÏÊ�Kn(s) ÎÁ F (s).÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÆÕÎË�ÉÉ �Kn(s), ×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å S ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï P� (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ×ÙÛÅ) É q = 1. ó×ÏÊÓÔ×Á(i){(iv) ÄÌÑ �Kn(s) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, É ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. E. Landau, Einf�uhrung in die elementare und analytis
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